'1. 

Pc<4 


CT- 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


TK  AITE 

DR 

MECANIQUE  RATIONNELLE. 


Digitized  by  Google 


»Oo-  — 

IMPItIHERIE  DK  W.  IthHCfl'ET  KT  c'', 

ruc  OaranCRTo,  5.’ 

»»» 


Digitized  by  Google 


TRAITE 

DE 

MECANIQIJE  RATMNELLE 


PAR 


in.  CH.  DEL.AU!«ytY, 

MEHBRE  DE  L'IRSTITCT  ( tCADEHIE  DES  SCIENCES  1, 

IRCEltlElll  DES  MIKES, 

PROrtSSElS  A L'tCOLE  POLYTECMKIQCE  ET  A LA  fACLLTE  DES  SCIE.1CES  DE  PARIS. 


EAR  IS. 


VICTOR  MASSON,  | LANGLOIS  .V  LECLERCy , 
riaie  if  riolt-lc-IMNiN , 17.  | m 4nlilkiriii-S(  Jk^ws,  <1. 

1856. 

Lei  editrurt  ic  r^rvcut  U droit  de  Inductioi. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


TRAITE 


l»K 

JIECANIQUE  RATIONNELLE 


-Odo- 


g 1 . Lu  Mecaiiiquc  est  lu  science  des  forces  ct  du  inoii- 
\emenl. 

Uii  corps  est  dil  on  mourement , lorsqu'il  occiipe  suc- 
cessivement  difTerentes  posilioiis  dans  I’espace.  II  est  eii 
repot,  lorsque , an  conliaire , il  conserve  la'posilion  (pi’il 
avail  d’abord. 

Un  corps  qui  est  en  repos  ne  tend  pas  de  lui-im'me  a sor- 
lir  de  cel  etal  pour  passer  a I'eUil  de  inouveinenl;  une  fois 
en  inouveinenl,  il  continue  de  lui-inenie  a se  inouvoir  sui- 
vant  ceriaiiies  lois.  Tonies  les  fois  qu'un  corps  passe  de 
I Vial  de  repos  a I’elat  de  inouveinenl,  on  bien  que  ee  corps, 
line  fois  en  nioiivenieiil,  se  nieut  suivaiit  d<‘s  lois  dilTercnles 
de  cedes  doiil  nous  venous  de  parler,  e’est  qu’il  est  sounds  a 
I'aclion  de  qiielqiie  cause  qui  deteriniiie  ces  cliangeineiils 
daus  son  «'>lat  de  repos  ou  de  inouveineiiL  Celle  caiisi*, 
(|uelle  qu’elle  soil,  on  la  nomine  force.  Une  force  est  done, 
line  cause  quelcuiu|ue  de  inoiivemeut  ou  de  modification  de 
moiiveiiient. 

§ 2.  On  pent  ('•ludier  le  mouvement  d'un  corps  sans  s’oe- 
cupi'r  en  aucuiie  maiiiere  des  forces  aux.(|uelles  soul  dues 
lesdiverees  modilicalions  de  ce  mouvement.  Cette  iTudc  du 
mouvement  en  lui-nieme  conslitue  une  branclie  de  la  Meca- 
nique,  a laipielle  on  a donne  le  noni  de  Cinemalique  (du 
mol  grec  Ktvr.px,  qui  signilie  mouvement).  II  est  clairqiie, 
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d:uis  line  paieillo  elnile  du  inoiivemenl  dcs  corps,  on  pent 
fuirc  abstraction  dc  la  iiiatiere  dont  ils  soul  formes,  dc 
manicre  a les  reduire  a dcs  corjis  purcmoiil  geometriqncs. 

On  considcre  dejii  dcs  monvcnicnls  cn  GconuUric : en  fai- 
sani  mouvoir  dcs  lignes  donnees , snivaiil  certaines  condi- 
tions, on  engendre  dcs  snrfaccs.  Mais  on  ne  s’occupe  qnc  dcs 
diverses  positions  qnc  prennent  succcssivcnicnt  les  lignes 
mobiles,  sans  s’inqnictcr  du  temps  qu’ellcs  onl  pu  employer 
pour  aller  dc  rune  a I’antre.  Dans  la  Cini'anaticpie,  I’idee  de 
temps  sc  joint  a cellc  dcs  deplacements  line  pminent  les 
corps  ou  les  figures  qnc  Ton  considere. 

Lorsqne,  aux  idees  de  deplacement  et  de  temps,  on  Joint 
I’idec  de  foicc,  on  entre  dans  nnc  autre  branclie  de  la 
Mi'caniquc,  a laipiellc  nous  attribuerons  le  nom  de  D\j- 
■mimique  (^A\\  mot  grcc  Auvaot;,  qni  signilie  force).  .Mors 
il  ii’est  plus  permis  dc  fairc  abstraction  dc  la  maliere  dont 
les  corps  sont  formi'S;  la  qnantiti'  plus  ou  moins  grande 
de  maticrc,  qui  constitne  nn  coiqis  tout  enticr  ou  bien  les 
diverses  partiiis  dans  lesqncllcs  on  le  divise  par  la  pensee, 
doit  neeessairement  entrer  cn  consideration  dans  letiidc  du 
monvement  ipic  prend  ce  corps  sons  I'action  de  certaines 
forces. 

Ainsi,  la  Mecaniipie  se  divise  naturellement  en  deux 
branches,  savoir  : la  Cinemalique  et  la  Dynamiipic.  La  Dy- 
namiqne  ayant  un  di'-vcloppement  beaucoiip  plus  grand 
qnc  la  Cinematique,  nous  la  diviscrons  cllc-memc  en  trois 
parties.  L’ensembic  dcs  theories  qnc  nous  allons  exposer  sera 
done  re|)arli  entre  ipiatre  livres,  de  la  manicre  snivante  ; 


liiTBC  I.  — Cinemalique. 

Livre  II.  — Dynamiqiie,  I'*  pariie.  — DeTequilibrc  cl  du  niouvcucni  d’un  pttini 
materiel. 

Livre  III.  — Dy-namique,  2*  parlle,  — Dc  requtlibre  dw  sysiemns  maieriels. 
I.iviit  fv,  — I>ynamique,  y panic.  — Du  roouveincni  sysitmes  maiOriels. 
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CIIAPITRE  PREMIER. 


MOLVEJIK.\T  d’iN  POINT, 

§ 3.  Trajecloire.  — La  suite  des  positions  pat*  les- 
({iielles  passe  successivemcnl  un  point  mobile,  forme  uiie 
ligiie,  droile  ou  eourbe,  que  Toil  iiomme  sa  Irnjecloire.  Le 
point  decritcette  ligiie  d’nne  maniero  continue ; c’est-a-tlire 
qii’il  ne  pent  pas  aller  d’une  position  a une  anti  c sans  pas- 
ser par  toutes  Ics  positions  inteinu’-diaires  (jne  I’on  pent 
imaginer  sur  sa  trajectoire. 

Le  mouvement  d’nn  point  est  dit  recli/tgne  ou  ciirri/i- 
giie,  suivant  que  sa  trajectoire  est  une  ligne  droite  on  une 
ligne  combe. 

2 U.  Eqaallon  dii  mouvement  Mur  la  Irajeeloire. 

— Pour  que  le  mouvement  d’un  point  soit  compbdenient 
connii,  il  faut  cpie  i’on  connaisse,  non-seulement  sa  trajec- 
toire,  mais  encore  la  loi  suivant  laqnelle  il  en  i»arconi  t les 
divei  ses  pai  ties;  il  faut  cpie  Ton  sacbe  (piel  temps  il  emploii! 
a passer  d'une  (inelcoiuiue  des  positions  (pi’i!  ocenpe  suc- 
cessivement , a une  autr<!  de  ces  positions. 

Soit  11,^  fig.  1 , la  trajectoire  d’uii  point  mobile,  O un 
point  fixe  pris  sw  ce4te  Irajectoii'e , et  M la  position  du 
t. 
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point  mobile  a la  liii  dii  temps  t.  Desigiions  par  « In  dis- 

^ tance  OM  comptee 

- — ’ '"W  surlatrajectoire,dis- 

’•  taiicc  qui  sera  posi- 

tive ou  negative,  snivant  qiie  le  point  iM  se  trouvera  d’uii 
cdte  ou  de  I’autre  du  point  lixe  0.  Le  mouveinent  dn  point 
mobile  sera  eonnu , si,  a la  eomiaissanee  de  la  trajeeloire 
AB,  on  joint  eelle  di;  la  relation 


■^=/(0 

qni  exisle  entre  la  distance  * el  le  temps  t.  A I'aide  de  eelle 
r(‘lalion,  qii’on  nomine  I'equatiun  du  mouremeut  xur  la 
trajeeloire,  on  pent  determiner  toules  les  eirconstanees  qne 
presente  le  moiivemenl. 

§ 5.  nepresenlntion  p;riiphique  de  la  loi  du  niou- 
vemenl.  — Convenons  de  representer  un  temps  quelconqiie 
par  une  ligne  dont  la  longueur  soil  proportionnelle  a ce 
temps;  el  pour  cela  adoplons  arbiliairemenl  une  cerlaine 
ligne  pour  represenler  runite  de  temps.  Si  nous  irgardons 
la  ligne  ipii  represente  le  temps  f,  et  la  valeur  correspon- 
danle  de  la  distance  *,  coimnc  elant  I’abscisse  et  rordonm*e 
d’un  point,  rapporlees  a nn  systeme  d'axes  coordonnes  ree- 


tangulaires  OT,  OS,  fiy.  2,  les  divers  sysiemes  de  valenrs 
des  variables  * el  I rournironl,  stir  le  plan  SOT,  une  serie 
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(Ic  poiiils  furniniit  line  lignc  tello  (|iio  (".nKFGH.  Oiip 
ligiip,  dont  IVqualion  ii’est  aiitre  diose  qiie  IVqiiation  du 
moiivement 

pcrmct  dc  saisir  d’lin  coup  d’oeil  Ics  divci’scs  particiilaritcs 
que  presentc  suoccssivcnipiil  le  nioiiveniont  doiil  on  s'oc- 
ciipo. 

C’est  ainsi  qup,  d’aprcs  la  forme  qiii  a el<‘  donmV  a la 
ligiio  dont  il  s’agit,  sur  la  firi.  2,  on  voil  quo  le  point  mobile 
s’eloigne  d’ahord  de  jilus  en  jiliis  du  point  fixe  .a  parlir  dn- 
quel  on  compte  la  distance  x,  jusqn':i  ce  qui'  le  l<‘inps  I ait 
pi  is  la  valeur  qui  correspond  a I’ahscisse  01)  i dn  point  1)  : 
aloiai  la  distance  du  mobile  au  point  lixe,  est  egale  a I’ordon- 
nee  du  point  D.  parlir  de  cet  insiani,  le  moiivement 
change  de  sens;  le  point  mobile  revient  vers  le  point  lixe  et 
linit  par  I’atteindre,  lorsqnc  le  ti'inps  t prend  la  valeur  cor- 
respoiidant  a I’abscisse  0 1’.  Alois,  la  courbe  s’abaissant  au- 
dessoiis  de  I’axe  OT,  x prend  des  valeiirs  m'galives ; e’est-a- 
direqiie  le  point  mobile,  apnis  avoir  alteint  le  point  fixe,  le 
di'-passe  en  continuant  a semouvoirdans  le  memesens.  I.ors- 
qiie  le  temps /acqiiiert  la  valeur  qui  correspond  a I'abscisso 
OFi  du  point  F,  le  point  mobile  cesse  de  s’eloigner  du  point 
fixe;  le  sens  de  son  mouvemeut  change  de  nouveau;  il  se 
rapprochc  de  ce  point  fixe,  ralteint  loi’sque  le  temps  t de- 
vient  egal  a rabscisse  OG,  puis  h*  diqiasse  et  revient  ainsi 
se  placer  du  cdle  oil  il  se  trouvait  d'abord. 

Il  est  clair  (pie,  dans  la  coiistruclion  dc  la  courbe  destiimc 
a la  reprijsentation  d<?  la  loi  d’lin  nioiiv<>meiil,  il  n’esl  pas  mi- 
cessairc  de  prendre  les  diverses  ordonnecs  pri'clsinnent 
(■‘gales  aux  distances  x dn  point  mobile  an  point  fixe  : on 
pent  reduireces  distances  dans  tin  rapport  (pielconqne,  pris 
arbitrairemeiit,  e’est-a-dire  adopter  nne  ligiie  (pielcompie 
pour  repn'senter  I’unitt'  de  longueur  avec  hnpielle  les  dis- 
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taiices  * soul  evaluces.  Les  abscisses  et  ics  ordoniiecs  sc  Irou- 
veiil  aiiisi  conslruilcs  a tics  eclidlos  quo  I’on  clioisil  a vo- 
lonle;  en  sorle  que  I'onpcm  donner  a la  lij'ure  tolalc  telles 
dimensions  qu’on  veul  dans  les  deux  sens. 

II  I'aiil  bien  se  garder  de  confondre  la  ligne  que  nous  ve- 
nons  do  definir , ct  qui  sort  a represenler  la  loi  du  inouve  - 
meut  d’uu  point,  avec  la  ligne  quo  ce  point  deceit  dans  I’es- 
pace,  ct  (pic  nous  nommons  sa  trajectoire. 

§ G.  Ulouvemenl  unlforine,  vilessc.  — Lc  inouvt^ 
inenl  d'un  point  cst  dit  iitii forme,  lorsque  ce  point  parcourl 
sue  sa  trajectoire  dcs  cspaccs  (‘gaux  cn  temps  ('•gaux,  quels 
que  soient  ces  temps;  ou,  en  d'autres  tenues,  lorsque  les 
(•spaces  qu’il  parcoui  t dans  dcs  temps  quelconques  sont  pro- 
porlionncls  aux  temps  employes  a les  parcourir.  II  rtisullc 
de  cettc  dilinition  que  Tequation  du  mouvenient  unifornie  esl 

s=za-\~bt. 

a esl  la  distance  du  point  mobile  an  point  fixe,  a I’instaut 
a parlir  duquel  on  comple  le  temps  f.  Le  coeHicienl  b esl 
posiiif  ou  migatif,  suivanl  que  la  distance  « augmenle  ou 
diminm;  avec  lc  temps,  c’csl-a-dirc  suivant  que  le  mou- 
vement  a lieu  dans  le  sens  dcs  s posilifs,  ou  en  sens  con- 
tra ire. 

Les  mouvements  uniformes  se  distiugucnl  les  tins  des 
autres  par  lc  degre  plus  ou  moius  grand  de  rapidite  ou  de 
Icnleur  de  chacun  d'eux.  II  esl  naiurel  de  prendre  pour  mc- 
sure  de  ce  degir  de  rapidite  ou  de  lenlcur,  le  cbemin  que 
parcourl  le  point  mobile  pendant  runili’  d(!  temps  ; c’esl 
ce  qu'on  nomme  la  ritegse  du  mobile. 

U’apres  la  forme  que  nous  venous  d’assigner  a 1 equation 
du  mouvemenl  uniformc,  il  est  clair  que  la  valeur  absoliie 
du  coeflicienl  h n’esl  autre  chose  (|ue  la  quantiU;  donl  la 
distance  » varie  pendant  I’uniK'!  de  temps ; c’esl-a-dirc  que 
celle  valeur  absolue  de  h esl  pniciscmenl  la  vilessc  du  mo- 
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bile.  t)’ailleiirs,eii  altribuiiiit  a la  vitcsse  lo  sons  dans  loquol 
s\-flecliie  lo  inoiivement,  on  voii  qn’olle  est  dii  ij,'oc  dans  le 
sens  ties  * posilifs  on  on  sens  coiilraire,  snivani  (|no  A osi 
posilif  oil  negalif.  Si  done  nous  eonvenons  do  regarder  la 
viti-sse  eomnie  positive  loisqu’ollo  est  dirigoo  dans  le  premier 
sens,  et  eonnne  negative  lorsqu’elle  est  dirigee  dans  le  sens 
i»ppos«!,  nous  pouvonsdire  que,  dans  tons  les  eas,  la  vitesse 
dll  nioiivemcnt  unifornn‘  est  egale  a A. 

y*  § 7.  Dans  le  eas  dn 
inoiivement  unirurme  , 
la  ligiic  qiii  re[)resente 
l:i  loi  dll  inoiivement 
(S  5)  so  reduit  a une 
ligne  droite.  Cette  ligne 
Cl)  est  dirigee,  comme 
on  le  voit  sur  la  fig.  3 
oil  sur  la  fig.  A,  suivanl 
que  le  mouvement  a lieu 
dans  le  sens  des  g posi- 
tifs  oil  on  sens  contraire. 
Pour  trouver  la  vi- 
n tesse  dll  inoiivement  iini- 

^ forme  represente  par  la 

ligne  Cl),  dans  I'lin  on 
raiilre  eas,  il  suffil  do  tracer,  a partir  d’un  point  qiiel- 
conqnc  E,  une  ligne  droite  EF  parallele  a OT  et  egale 
a la  ligne  qiii  represente  riinite  do  temps,  puis  de  meiier 
par  le  point  F une  parallele  ii  OS  jiisqiia  la  rencontre  de 
la  ligne  CD,  en  G.  I. a ligne  FG  represente  la  qiiantite 
donl  * varic  dans  riiiiite  de  tcmps,e’est-a-dire  la  valeiir 
absoliie  de  la  vitesse  dii  moltile.  Oiiant  an  signe  de  eette 
vitesse,  il  est  indiqui'  par  la  position  de  la  ligne  CD  : la 
vitesse  est  positive  dans  le  eas  de  la  fig.  3,  negative  dans 
lo  eas  de  la  fig.  A. 
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§8.  .HouveiMMit  varle,  vilaMC.  — Tout  inoiivoiiieiit 
qui  n’cst  pas  iiniformc  est  dit  rarie;  clans  mi  paroil  mouve- 
ment,  lc>s  espacos  parcoiinis  dans  dcs  tc'inps  qnclrnnqiics  nc* 
sont  gc'-iu-raleinenl  pas  proportionncls  aiix  temps  employe's  a 
les  parcoiirir. 

Imaginons  qiic  le  temps  total,  pendant  leqiiel  s’elTeetne 
tin  mouvement  vatic',  soil  divisc'  I'li  iin  nombre  qiieleonqne 
de  parlies  c'galc's.  ('.oncevons  en  outre  (|iic'  le  mouvement  dn 
mobile,  pendant  ebaeim  de  ees  intc'i  valles  de  temps  partiels, 
soil  rc'inplaec'  par  iin  mmivement  imirornu',  en  vei  tii  dnqnel 
ee  mobile;  pareoure  la  inebne  portion  de  sa  Irajecioire  pc'ii- 
elant  la  diire'e  de'  eel  intervalle'  de'  te'inps  iiarlie'l.  La  sneec's- 
sion  des  moiivements  nnirormes,  c|ue  nous  substitnons  ainsi 
ail  moiivemeiit  varie*,  dans  les  divei'ses  panic's  dans  le'S(|iie'l- 
les  la  durc'C  tolale  dii  moiive'iiienl  a c'lc*  de'e'ompoM'e',  e-oiis- 
liluera  iin  nonve'aii  moiivi'inent  varie;  dilTerenl  tie'  ec'liii 
e|iie'  nous  avions  d'abord.  Mais  la  dine-renee  epii  existe  c'lilrc' 
ees  deiix  moiivements  sera  dc'  plus  en  plus  faible,  a mi'sme' 
epie  le  nomlire  des  parties  e'gales  dans  It'sqnelles  nous  avons 
divisc*  le  temps  total  sc*ra  plus  eonsiderable ; el  nous  poii- 
voiis  rc'gardc'r  le  second  mouvement  eoninie  tendant  iiicli'li- 
niment  ii  se  confondrc'  avec  le  premier,  si  nous  supposons 
c|iie  le*  nombre  de  c'c's  parlies  dii  temps  total  angmenle  jus- 
qii’ii  riuliui.  C’c'st  ce  eju’on  exprime*  simplement,  en  disaiit 
qii’iin  moiivemenl  varie;  e|nele  cinque  pc'iili''lre'regardc*comme* 
c'taiu  la  siieec'ssion  d’line  inlinitc*  de  moiivi'inents  iiiiirormes, 
dont  ehaciin  a lieu  pc'iidant  nil  intervalle'  di'  temps  inriiiiment 
petit.  Ces  moiivemenls  nniformc's  siieec-ssifs  camstiiiient  les 
element*  clii  mouvement  varie;  qiie  Ton  eonside're. 

En  nous  plaejanl  ii  ce  jioiiil  de*  viie,  il  nous  sera  fac  ile* 
dVleudrc*  an  nioiive'inent  varicMa  notion  de*  vitessc*  ii  laqiielle 
nous  avons  e'le*  eonduils  c'li  nous  oe  enpant  eiii  moiivi*- 
menl  nnirorme.  On  iiomme  vile-sse  ii  nn  instant  qiiele  oii- 
epie,  dans  tin  nioiivemenl  varie,  la  \ilesse*  du  mouvement 
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(iiiirormo  Hementaiiv  qiii  fait  panic  dii  niouvcmcnt  varic  a 
cel  instant. 

Si  I on  nicnc  line  tangente  it  la  trajectoiro,  aii  point  oil  se 
troiive  le  mobile  a nn  instant  qiielconqne,  e'est  siiivant  cetic 
tangente  qu’est  dirige  le  moiivement  elementaire  du  mobile 
a cet  instant.  II  suflit  alors  de  porter  siir  la  tangente^a  par* 
tir  dll  point  de  contact,  et  dans  le  sens  du  moiivement,  line 
loiigiieiir  egale  a la  vitesse  qiie  possede  le  mobile  dans  ce 
moiiviMiieiit  elementaire,  pour  avoir  line  ligiie  droite  qiii  re- 
prescMite  a In  fois  la  grandeur,  la  direction  et  le  snis  de 
eelte  viti*sse  du  mobile. 

§ 9.  Determination  ana/ytiqiie  de  fii  ritexue,  — Si  nous 
snpposons  qiie  Ton  coiinaisse  I equation  du  mouvemciit  sur 
la  Irajeetoire, 

nous  en  dediiirons  facilcment  la  valeiir  de  la  vitesse  r du 
point  mobile  a iiii  instant  quelconque.  La  distance  du  mobile 
ail  point  lixe  etant  x a la  lin  du  temps  t,  et  »-{-dx  a la  liii  dii 
temps  t^  dt,  il  est  elair  qiie  d*  est  le  cbeiniii  pareoiirii  par 
ce  mobile  sur  sa  trajeetoire  pendant  le  temps  dt.  Si  nous 
regardons  le  moiivement  comme  uniforme  pendant  le  temps 
inrmiment  petit  dt,  conformemeiit  anx  considerations  qiii 
vienneiit  d’etre  indiqiiees  (§  8),  la  vitesse  de  ce  moiivement 
tiniforme  sera  la  vitesse  du  mobile  a la  fin  du  temps  t.  Or,  le 
cliemin  parcoiiru  pendant  le  temps  dt  etant  egal  a dx,  le 
chemin  qiii  seraitparcoiini  dans  riinite  do  temps,  en  vertu  du 

meme  mouvement  uniforme,  est  egal  il  — : done  la  vitesse  r 
ipie  Ton  cherche  est  donnee  par  I’expression 


II  est  bon  d’observer  qiie,  dx  etant  positif  on  iiegatif  sui- 
vant  qiie  le  moiivcnienl  est  dirige  dans  le  sens  des  x positifs 
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011  en  sens  conlraire,  rexprcssion  qui  vient  d’etre  obtcnue 
pour  la  viiossc  v dii  mobile  fait  connaitre  a la  fois  la  gran> 
dcitr  el  le  sens  de  cello  vilesse. 

§ 10.  Determinatio7i  geomefrique  de  la  vilesne. — Soil 
CD,  fig.  5,  la  courbe  qni  represenle  la  loi  d’un  mouvcmcnl 


varie  (§  5).  La  substilulion  d’un  mouvcmcnl  uniformc  au 
mouvcmcnl  varje,  pendanl  Ic  icmps  qni  csi  represenle  par 
Cl  El , avec  la  condition  que  Ic  ebemin  parcouru  par  le  mobile 
pendanl  ce  lemps  soil  le  memcque  cclui  qu’il  parcourt  dans 
Ic  ni6mc  temps  cn  vcrlu  de  ce  mouvement  varie,  revicnl  a la 
substitution  de  la  corde  CE  a la  portion  do  la  courbe  Cl) 
qnc  Celle  corde  sous-lcnd.  En  sortc  que,  si  nous  divisons  la 
durec  tolale  du  mouvement,  representee  par  C|  Di,  en  cinq 
parties  efiales,  el  qucnoussiipposions  que  Icmouvemenl  varie 
soil  remj)lac»‘  par  un  mouvcmcnl  uniforme  dans  cliacune  do 
CCS  cinq  parlies,  toujours  avec  la  condition  que  le  ebemin 
parcouru  dans  cliacune  d’elles  restc  le  memc,  cola  revienl  a 
remplaccr  la  courbe  CD  par  iin  poly  gone  forme  des  cinq 
cordes  CE,  EF,  FG,  Gil,  II D.  Telle  csl  la  traduction 
gdometrique  de  la  consideration  indiquee  au  commence- 
ment du  § 8. 
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D’apii's  trla,  quand  nous  disons  qu’iin  niouvoiiiciit  variii 
pi'Ul  (‘iro  irgardf  coinine  tilaiil  la  siita'cssion  d'liiie  iidiiiitu 
do  moiivoinoiils  uiiifonnos , doiil  oliacnii  a lieu  poiidant  uii 
inlcnalle  do  letups  iidiuimcnt  polit,  nous  fuisons  exaolo- 
iiicnt  la  iiioino  ohoso  quo  si  nous  disions  (jiie  la  oourbo  C I), 
qui  ropii-soulo  la  loi  do  oo  mouvoinonl,  pout  otro  roj^aidoo 
conniK!  un  polygone  fornu-  d’uno  iidinito  do  odlos,  dont 
ohaciin  osl  inliniinont  polit.  CotU?  dornioro  idoc , avoo 
laquollo  on  osl  fainiliaiisd  on  goomtdrio,  porinol  do  sai- 
sir  plus  facilomont  la  voritablo  signilioalion  do  l:i  pro- 
mioie. 

Pour  trouvor 
la  vitosso  dll 
mobile  a la  liii 
dll  lomps  t rc- 
prosonic  par 
rabscissc  OEi , 
pfj.  G,  il  faul 
cborcbor  la  vi- 
lossc  dll  inou- 
„ vcnienl  unifor- 

T 

1110  roprosoiild 
par  relomcnt 
iTCliligiie  do  la  courbcCD  aiiqucl  apparlieiil  le  poiiil  E do 
cello  oourbo.  Si  ce  iiiouvenieiil  unilornie,  qui  n’a  lieu  quo 
pendant  un  intervallo  do  temps  inliniinont  iietil,  persistait 
pendanl  un  temps  quelconque,  il  serail  reprosenlo  par  lo 
inGiiie  idemcut  rectiligno  prolougd  indidinimenl  on  ligiu! 
droito,  cost  ii  dire  par  la  langonto  EF  monoe  par  lo  point  E 
a la  oourbo  C I).  Or  nous  savons  trouvor  la  vitosso  d'liu 
niouvoniont  unirormc,  lorsque  nous  coniiaissotis  la  ligno 
droito  qui  le  roprosoiilc  (§  7).  .Menons  par  lo  point  E line 
ligue  droito  EG  parallele  ii  OT,  el  ogale  a la  ligne  quo  nous 
avons  adoptee  pour  roprcsenler  I’unilc  do  temps ; menons 
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oiisiiilc,  par  Ir  point  G,  la  ligne  G H parallelr  a OS  ; rotlo 
derniere  ligne,  lermiiu-e  a la  langeiite  EF,  represente  la  Vi- 
tesse que  nous  elierchons. 

§ 11.  Monvement  nniformement  varic.  — Commc 
exemple  de  mouvcment  varie,  preiions  le  mouvement  qni  a 
pour  equation 

s = a hi  ci'‘ . 

Lavitesse,a  tin  instant  queleonqne,  a pour  valeur  (§  0) 
e = 6 2ft. 

On  voit  que  la  vilesse  varie  propoi  tionnelleinent  an  temps. 
(Vest  pour  eela  (pi'on  doiine  an  inouvenient  donl  il  s'agil  le 
noni  de  mourvment  iniijurmc'inent  rarie. 

Si  h et  c sont  dc  nieme  signe,  la  vitesse  r conserve  toujoiirs 
le  inenie  signe  que  eliacnne  de  ees  deux  qnantites;  le  inou- 
venienl  s’elTeetuc  done  loiijotirs  dans  le  nienie  sens  : il 
resle  constamment  dirige  dans  le  sens  des  * posilifs  on 
dans  le  wnis  contraire,  siiivant  que  A et  e sont  posilifs  on 
negatifs.  La  valeur  alisoliie  de  la  vilesse  allant  eonstainnieiit 
en  croissant  dc  qnantites  egales  en  temps  ('•gaiix , on  ditque 
le  mouvement  cst  uniformement  acccltre. 

Si  A et  f sont  de  signes  differents,  r est  d'aliord  ile  meme 
signe  que  A;  niais,  a mesiire  que  t augmenie,  la  valeur 
alisolue  dc  r diminm*,  et  cetic  valeur  finil  bienl(H  par  de- 
venir  nolle ; a partir  de  la,  r prend  et  conserve  indelinimenl 
nn  signe  contraire  a eeliii  de  A,  et  sa  valeur  absolue  va  eons- 
tammcnt  en  augmenlant.  Le  mouvenumt  a done  lieu  d'abord 
dans  le  sens  indi(|ue  par  le  signe  de  A,  et  se  ralentit  de  pins 
en  plus;  il  est  alors  uniformement  retnrHe.  i’uis,  an  bout 
lie  qnelque  temps,  ilebangi^  dc  sens,  et  des  lors  il  s'aeeidere 
indi'-nniment  : il  devient  uniformement  aeee'/e're. 

5 12.  l*roJeelion  du  nioiivement  finr  nn  plan  iixe. 
— Fendani  qu’un  point  se  meiit  dans  respaee,  en  deerivant 
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uiie  irajecloire  AB,  fig.  7,  on  pent  coiiccvoir (jii’oii  lo 
projelte  u cliuque  in&tuut  sur  uii  plan  fixe  I’Q,  en  nienan 


par  la  position  M qu'il  occnpe  unc  droilc  M m paralleli!  a 
line  linin'  fixe  doniiee.  Les  projections  ainsi  obteniies,  pour 
les  diverses  positions  du  point  mobile  dans  I’espace,  pen- 
venl  etre  regardees  conime  les  positions  siiccessives  d'lin 
second  point  qiii  se  moiivrait  dans  le  plan  PQ.  Le  mouve- 
nient  dc  ce  second  point  est  ce  (pi’on  nomine  la  projection 
dll  mouveniciit  du  premier  point  siir  le  plan  PQ. 

II  est  clair  que  la  trajectoire  «A  du  inuiiYcment  projcte 
n’est  autre  cliosc  que  la  projection  de  la  trajectoire  A B dii 
muiivemeiit  dans  I’espace. 

Soieiit  MM'  et  mm'  lescliemiiis  inliniment  pctits  parcoii- 
riis,  pendant  le  mi^me  element  dl  du  temps,  par  le  point 
mobile  dans  I’espace,  et  par  sa  projection  sur  le  plan  PQ; 
mm'  est  evideniment  la  projection  de  .MM'.  Pour  avoir  la 
Vitesse  .M.N  du  point  mobile  dans  I’espace,  il  faiit  diviser 
M .M'  par dt ; la  vitesse  m n dc  la  projection  dc  ce  point  sur 
le  plan  PQ  s’obtieiidra  de  meme  cn  divisaiit  mm'  par  dl. 
Ces  deux  vitesscs  sont  done  entre  ellcs  dans  le  meme  rap- 
port que  les  ligiies  iiiQiiimeiit  petites  M.M',  mm' ; et  eomiiie 
leiirs  directions  sont  les  m(‘nies  ipie  eelk*s  de  ces  lignes 
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MM',  mm',  il  en  rostille  quc  la  vitesse  mn  clii  mouvc- 
mcnt  projete  osi  la  projcclioii  de  la  vitesso  M N dti  fnouve- 
nient  do  I’espace. 

Ce  quc  nous  vcnons  de  dire,  ayant  lieu  pour  unc  projccliun 
oblique  qucleoiupie,  a lieu  ej'aleineiit  poiii'  la  projection  or- 
thogouale,  qui  n’en  cstqu'uii  cas  particulier. 

§ Id.  l*roJ«elloii  dtt  mouvement  sur  une  droite  Uxe. 
— Au  lieu  de  projcler  le  point  mobile  siir  un  plan  lixe,  on 
pent  le  jHojeter  siir  unc  droite  fixe,  en  inenant  j>ar  eliacune 
de  ses  jiositiuns  sucee.ssives  un  plan  parallele  a un  plan  di- 
recteur  donne.  Le  mouvement  proj<“l(‘  est  aid’s  un  mouve- 
inent  rectiligiie  dirige  suivant  la  droite  lixe. 

En  raisonnaut  comme  dans  le  cas  de  la  projection  siir  un 
plan,  on  reconnait  facilemcnt  que  la  vitesse  dn  ]>oint  proji>te, 
a un  instant  quelconque,  est  la  projection  de  la  vitesse  cpie 
possede  le  point  de  I'cspace  au  iii^'inc  instant. 

Cette  propriete  de  la  projection  dii  mouvement  sur  une 
droite  fixe,  a lieu  de  qiiebiuc  maniere  (pie  le  plan  dii  ecteiir 
soit  phua*  par’rapport  a la  droite  lixe,  eteonvient  par  con- 
sequent aussi  au  cas  oil  la  projection  est  orthogonale. 

§ 14.  Prenons  pour  exemple 
le  mouvement  uniforme  d’lin 
point  suivant  unc  ciiconference 
de  cercle,  fig.  8,  et  clu'rclions  la 
projection  orthogonale  de  ce 
mouvement  sur  le  diametre  A li. 
l)(^signons  par  r le  rayon  dii  cer- 
cle,  ])ai’  r la  vitesse  dii  mobile  , 
par  t le  temps  compte  il  partir  de  I’instant  oil  le  mobile  part 
dn  point  A,  et  par  a-  la  distance  Om  de  la  projection  m dii 
point  mobile  au  centre  dii  cercle.  L'arc  .\.M  decrit  par  le 
mobile  pendant  le  temps  / est  egal  a rl;  I’angle  ,\UM  est 

done  egal  a — , et  par  suite  on  a 
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X-=7-  COS  — . 
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Telle  est  requaiion  du  moiivement  projete.  Soil  u la  vilessi* 
de  ce  moiiyenieiit,  on  aura  (§  9) 

. vt 

u = — vsia 

r 

On  verilic  sans  peine  que  la  vilesse  u du  point  m est  bien  la 
projection  de  la  vitesse  r du  point  M,  eonrormciiient  a ce  qui 
vieiit  d’etre  dit  On  voil  en  outre  que  cetle  vitesse  i«  est  pro- 
purtioiinelle  a laligne  M//I. 
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S Apr^s  avoir  doiiiu*  quolqiies  notions  giMirrales  sur 
le  inouviMiient  d’un  point,  occnpons-nons  dn  niuuvoment 
d’un  solide,  c’cst-ii-diro  d'un  sysirine  dc  points  dont  les 
distances  muliielles  restent  invuriubleinenl  les  niemes,qucl 
que  soil  le  deplaceinent  que  le  systeine  tout  entier  prenne 
dans  I’espacc. 

On  pent  concevoir  que  la  flgure  du  systeine  soit  delinie  ; 
1°  par  la  connaissance  des  distances  inntiielles  de  trois 
points  A,  II,  (’,  non  en  ligne  droite;  2“  par  la  connaissance 
des  distances  d<!  chacun  des  auties  poinis  du  systenic  aiix 
trois  points  A,B,  C.  D'apres  cela,  on  voil  qn'il  siillil  de 
connaitre  la  position  du  triangle  dont  les  trois  points  A,  II,  C, 
sont  les  soinmets , pour  que  la  |)ositiun  du  systeine  tout 
enti(‘r  suit  coniiue.  La  connaissance  des  inoiivemenis  que 
preiinent  siinullunenient  les  trois  points  II,  C,  suilit 
done  pour  que  le  nioiivemcnt  du  systeine  soit  coinpietenicnt 
coniiu. 

La  trajecloire  d'un  point  mobile  pent  etre  regardee  commit 
nil  pulygone  inrinilesiinal  dont  ce  point  parconrt  siiccessive- 
ment  les  dilTerents  cAtes.  Imaginons  que  les  trajectoires  des 
divers  points  d'un  solide  en  mouvenieni  soient  ainsi  assinii- 
leesii  des  polygones,  avec  la  condition  qiie,  loi-sque  I'un  des 
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points  mubilos  so  Iroiivo  u run  dos  sonimols  dii  puly((oiH! 
qu’il  parcourt,  ions  los  aiitros  points  soicnl  dans  lo  nn'iiio 
< as.  Alors  lo  moiivoiiicnt  dii  solido  sera  Kd  (pie,  pnidant  tin 
premier  element  du  temps,  les  divers  jtoinis  qiii  le  eompo- 
sent  parcoiirront  eliacim  Ic  premier  eiMe  de  sa  trajeetoire 
polygonalc;  p(*ndaiit  im  second  (>l(’>menl  dn  temps,  ees 
mi'-mes  points  pai'eonrront  les  s<‘conds  c6l(-s  de  lenrs  trajee- 
toires;  et  ainsi  de  suite.  C.liaenn  de  ees  mouvemenis  sueei's- 
sil's,  qni  s'elTeelnent  pendant  les  divei’s  ('■l('“menls  du  temps, 
esi  ee  que  nous  nommerons  tin  mouvement  elementaire  dn 
solide. 

g 16.  Mouvement  de  translation.  — Snpposons  qu’iin 
solide  se  (k‘plaee  de  telle  manii’re  que  l(*s  Irois  e(‘(t(•s  dn 
triangle  ABC,  forme  par  trois  points  .V,  B,  C,  non  en 
ligne  droile,  reslenl  eonstamment  parallejesa  Ifni’S  positions 
pi'imitives ; il  est  aise  di;  voir  qne  les  lignes  droites  qni  joi- 
gnent  tin  antre  point  qnelconqne  aux  trois  points  A,  B,  C, 
resieroni  t’galement  paralleles  ii  leurs  positions  primitives, 
et  qn’il  en  sera  encore  de  mi>me  di?  toiite  antre  ligne  droile 
Iraeee  entre  deux  points  pris  eomme  on  voudra  dans  le 
solide.  I'll  pan  il  mouvement  se  nomine  mourement  de 
trann/iition. 


.Si  Ton  eonsidere  les  eliemins  infmi- 
ment  pi’tits  MM',  .\N',  fig.  9,  pareouriis 
par  deux  points  qiielconqiies,  .M,  A',  du 
solide  pendant  nn  mi’me  ('■l(’’ment  du 
temps,  on  voit  qne  ees  deux  ehemiiis, 
(pie  Ton  .pent  regarder  eomme  recli- 
lignes,  sont  (‘ganx  et  parallides  : ear 
.M  i\'  est  (’gal  el  parallele  a .M.\,  et 
par  eoiisi’qiK’iit  la  figure  M.M'.W’  est 
nil  paralli’logramme.  .Mais  les  viti’sses  doiit  les  points  .M  el 
A'  sont  animi’s  en  mi'-me  temps,  sont  dirigees  snivant  les 
el(>menls  M M',  N de  lenrs  iraji’eloires  respeclives;  et  d(‘ 
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plus  piles  soul  proporliomiellcs  aux  longueurs  ile  ees  el(^- 
nieiils  : done  ees  vilesses  des  points  M et  JV  soul  «‘gales  et 
paralleles.  Ainsi,  lorsqu’un  solidc  est  anime  d'un  inouvement 
de  translation  , tons  ses  points  ont  en  ineme  temps  des  vi- 
tesses  egalcs  et  paralleles.  Cette  vilesse  eomunme  de  tons 
les  points  a un  inc'me  instant,  est  ce  qu’on  nomine  la  vitesse 
du  solide  a cet  instant. 

La  vitesse  d’un  solide  animd  d’un  mouvement  do  transla- 
tion pent  changer  de  grandeur  et  de  direction,  d’une  ma- 
niere  quelconqnc,  d’un  instant  a un  autre. 

Une  figure  plane,  mobile  dans  son  jilan,  pent  iHre  animee 
d’un  mouvement  de  translation,  tout  anssi  bien  qii'un  solid<‘ 
mobile  dans  I’espace  j ce  que  nous  venons  de  dire  du  mou- 
veinent  de  translation  d’nn  solide  est  direetement  apjili- 
cable  au  cas  d’une  figure  ]ilane  mobile  dans  sun  ]>laii. 

§ 17.  Monvemenl  de  rointlon ; viteti^e  Hn^ulalre. 
— Si  deux  points  d'un  solidc  en  mouvement  restent  cons- 
tamnient  immobiles  dans  I’espaee,  tons  les  anires  iioints  du 
solide,  situes  sur  la  direction  de  la  ligne  droit e qni  joint  les 
deux  premiers,  restent  egalement  immobiles;  le  solide  ne 
fait  alors  (|iie  lourner  aiitonr  de  cette  ligne  droite,  a la<|Helle 
on  donne  le  nom  d'o.rc  dt  ro/tifion.  Le  mouvement  du  so- 
lide est,  dans  ce  cas,  un  mournnent  dc  roltilion. 

Suit  M,  fig.  10,  un 
Fig.  10.  I X point  (luelconqne  du  so- 

\ 1 lidi',  et  .Vl$  son  axe  de 

rotation.  Si  Ton  abaisse 
\ la  perpendieiilairc  M P 

\ I sur  I’axe  A H,  cette  ligne 

,A1  P restera  pei  pendicn- 
laire  a A Bdans  toutes  les  positions  que  prendra  le  solide  : 
done  elle  decrira  un  plan  |)erpendieulaire  a A 11.  D’ailleni's 
la  distance  M P ne  vat  ic  pas  : le  point  M so  monvra  done 
dans  le  plan  dont  nous  venons  de  iiarler,  en  parconrant  une 
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circonfercncc  decercle  ayanl  le  point  P pour  centre.  Ainsi, 
lorsqu'iin  solide  e$t  anime  d'nn  inonveinent  de  rotation  au- 
tour  d’un  axe,  cliacnn  de  ses  points  decrit  line  circonfercnce 
de  cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  i I’axe,  et  dont  le 
centre  est  snr  ret  axe. 

Soienl  M,  N, 
fig.  11  , deux 
points  quelcon- 
qnes  dii  solide ; 
•M',  N'  les  posi- 
tions qu'ils  oc- 
cnpent  an  bont 
d’un  certain 
temps  ; et  P,  Q 
les  centres  des 
circonieren- 
ces  de  cercle 
qu’ils  decrivent. 
11  est  facile  de 
voir  que  les  angles  MPM',  NQ\'  sout  egaux.  En  effet, 
menons  P/i  parallele  a QX;  cette  ligne  P/i  sera  perpen- 
diculaire a A 1$,  et  par  coiise(|neut  sitiiec  dans  le  plan  du 
cercle  decrit  par  le  point  M.  Loreque  les  points  M,  N, 
viennent  prendre  les  positions  M',  X’’,  la  ligne  P n piend 
la  direction  P/i'  parallele  a QX',  et  Tangle  mP«'  qu’elle 
fait  avec  sa  position  primitive  est  egal  a Tangle  XQX'.  .Mais 
Tangle  H PM  ne  change  pas  pendant  la  rotation  du  solide; 
w'PM',  qni  est  la  uouvelle  position  de  cct  angle,  est  done 
egal  ii  /iP.M.  Si  Ton  retranclic  de  chacun  de  ces  deux 
angles  la  partie  commune  w'PM,  il  restc  les  angles  wP« 
et.MP.M',  qui  sont  par  consequent  aussi  egaux.  Done  les 
angles  XQX',  MPM’,  egaux  tons  deux  a Tangle  wPw', 
sout  egaux  entre  eux.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de  rotation 

d’un  solide  autour  d’un  axe,  les  perpendiculaires  abaissees 

2. 
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(Ifs  divors  points  du  solidf  siir  l’;ixe  d('‘crivont  d:ins  lo  nn'mo 
temps  des  an^tlcs  egaux ; la  valciir  commune  de  C(‘S  divers 
angles,  eorrespondant  a nn  temps  (pielcompie,  est  ee  qn'on 
appelle  Tangle  dont  le  solide  a tonrne  pendant  ce  temps. 

§ 18.  Le  monvement  de  rotation  d’un  solide  autonr 
•Tun  axe  est  nniforme,  lorscpie  ee  solide  tonrne  dangles 
i-ganx  en  temps  T-ganx,  cpiels  (pie  soient  ees  temps;  on,  en 
d'autres  tei'ines,  lorsqiie  les  angles  dont  il  tonrne  dans  des 
iiitervallcs  d(!  temps  qn(deon(|iies  sont  proporlionnels  a I'es 
intervalles  de  tenqis.  I.i'degri'*  pins  on  moins  grand  de  rapi- 
dil(‘  on  d(*  lentenr  d’nn  pared  monvement  se  mesiire  par  Tan- 
gle dont  le  solide  tonrne  dans  Timiti'  de  lenqis;  n-t  angle  se  * 
nomine  la  riteuxe  antjntaire  dn  solide. 

Lors(|u’iiii  solide  i‘st  anime  d'nn  monvemmit  de  rotation 
nnil'ornie  antonr  d'nn  axe,  ses  divers  points  se  menveni  nni- 
forim'nnent  snr  lenrs  eireonlV-renees  de  cereli*  respeetives; 
mais  les  vitesses  de  ees  points  ne  sont  pas  les  memes.  Les 
ares  ,\1  .\T,  .\.V, /(</.  11,  di'crits  dans  le  mi'mie  temps  par 
deiix  points  qneleompies  .M,  .\,  sont  proporlionnels  a lenrs 
rayons  M P,  \ Q,  piiis(|iie  les  angles  Ml’.M’,  soul 

('•gaiix  ; les  ares  (|iie  res  deiix  points  deeriveiit  dans  Tiinilt' 
lie  leinps,  dans  le  eas  dn  monvement  de  rotation  iinirorme, 
soil!  done  aiissi  proporlionnels  anx  rayons  M P,  X On  en 
eoiielnl  rpie  les  vitesses  des  ddl'i'-renls  points  d’lin  solide 
aninn*  d'nn  monvement  de  rolalion  nnirorim*  amour  d'nn 
axe,  soil!  eiili'i*  elles  eomini*  les  dislanei‘s  de  res  points 
a Taxe. 

Si  Ton  mesiire  les  angles  par  les  longiieiirs  des  ares  ipii 
leiir  rorrespondeiil  snr  la  rirronfi'i'enre  dont  le  rayon  est 
TnnitT'  de  longnenr,  la  vitesse  angiilaire  d'nn  solid(‘  animT- 
d’nn  inouvenieni  de  rotation  nnil'ornie,  ne  sera  autre  rliose 
(pie  Tare  dr*rril  dans  I'liniK'  de  temps  parnn  point  dn  solide 
sitin'-  a Tnnite  de  distance  di*  Taxe,  r'est  a-dire  la  vitesse  de 
ce  point.  II  ri'-snlle  de  la  ipie,  si  Ton  nonmie  la  vitesse 
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:mguiuir<-,  et  r la  vilcssc  d'uii  point  (luHcoiniiic  silne  a unc 
distance  rde  I'axcde  rotation,  on  aura 


r = >■(,). 

§ 19.  Tout  nioiiv(  inent  de  rolalion  (|ui  n'esl  pas  iini- 
lornie  est  dil  vari«*. 

Uii  inouveinent  do  rotation  variepeut  elre  regardt*  coinine 
(9ant  la  succession  d'nne  infinite  de  inonveineiits  do  rotalion 
nnifornies,  dont  chacuii  a lieu  piaidant  iin  inteiaalle  de 
temps  inliiiiineiit  petit.  On  nomine  vitessi-  anj^iilaire  a iiii 
instant  (|uelconquc,  datis  un  inouveinent  de  rotation  varie, 
la  vitesse  aii};ulaire  dii  niotiveiiKMit  de  rotation  iiniforme 
eleuieiitaire  ijui  fait  partie  du  luouvcment  de  rotation  varie  a 
cet  instant. 

.Si  6 est  Tangle  dont  le  solide  a tourne  pendant  un  temps 
qnelconque  f,  c’est-a-dire  le  cliemin  parcourn  pendant  ce 

temps  par  un  point  dti  solide  sitne  a Tnnite  de  distance 

d 0 

de  Taxe  de  rotation,  sera  la  vttesse  de  ce  point  a la  lin  dn 
temps  f;  ce  sera  done  aussi  la  vitesse  angulaire  dii  solide  a 
cet  instant.  Ell  sorte  ipie,  si  Ton  nomine  w cette  vitesse  aiign- 
laire,  on  aura 

(Id 

'^  = Jr 

L II  inouveinent  de  rotation  varie  ponvaiit  iHre  regarde,  a 
cliaqne  instant,  cuninie  ('•taut  nnirornie  pendant  nn  intcrvalle 
de  temps  inliiiiiiient  petit,  il  est  clair  cpie  li'S  vitesses  dont 
sont  animes  les  divers  points  dn  solidi*  a nn  nieme  instant, 
out  entre  elles  les  implies  rapports  qnc  dans  le  cas  d’nii 
mouvemeiit  de  rotation  unifornie  ; ces  vitesses  sont  propor- 
tioniielles  aiix  distances  des  points  ii  Taxe  d<“  rottition.  Si  Ton 
iioinme  v la  vitesse  d'nn  point  sitiie  a la  distance  c de  Taxe, 
on  anta  encore 

V = r w. 
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g 20.  .Si  Toil  imagine  qu'uiie  figure  plane  soil  animee 
d'un  inouvemeut  de  rolatioii  auiour  d'unaxeperpendiculaire 
ii  son  plan,  on  voit  que  cette  figure  ne  soitira  pas  de  cc 
plan.  On  pent  la  regarder  comme  tournant  dans  son  plan, 
autour  du  point  d’intersectiou  de  ee  plan  avec  I’axe  dont 
nous  venous  de  parler  : ce  point  prend  le  nom  de  centre  de 
rotation  de  la  figure. 

Tout  ee  qui  a eUe  dil  du  mouvement  de  rotation  d’un 
solide  autour  d’un  axe,  pent  s’appliquer  directement  aii 
mouvement  de  rotation  d’une  figure  plane  dans  son  plan. 

§ 21.  Mouvement  ^lemenlaire  d’une  figure  plane 
dauH  w»n  plan.  — Pour  nous  rendre  compte  de  la  manicre 
donl  s’efrectiicun  mouvement  elementaire  (§  15)  (pieleonque 
d’une  figure  plane  qui  se  deplaee  dans  son  plan,  nous  com- 
mencerons  par  etablir  la  proposition  siiivante  : Une  figure 
plane,  mobile  dans  son  plan,  peut  eire  ainenee  d’unc  quel- 
conque  de  ses  positions  .a  une  autre,  par  un  mouvement  de 
rotation  autour  d’un  des  points  du  plan. 

Pour  le  demontrer,  cou&iderons  une  droite  faisant  partie 


de  la  figure  mobile;  et  supposons  que  eette  droite  soit  diri- 
gee  suivant  MA’,  fig.  12,  daus  la  premiere  position  de  la  ft- 
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giirc,  ft  suivaiU  M'N'  dans  sa  soconde  pusition.  Eii  A se 
trouveiil  deux  points,  I’lin  dc  la  lignc  M-\,  I’anlre  de  la 
ligne  M'\'.  Soil  1$  k;  point  dc  la  ligne  MN  qni  est  venu  sc 
placer  en  A siir  M'  ; soil  de  ineine  C le  point  de  M'K'  on 
eslveiiu  sc  placer  le  point  A consideni  conune  u])partcnaiit 
a M X.  On  aura  necessaircment 

A 11  = AC. 

Soil  cntiii  O le  centre  du  cerele  passant  paries  trois  points 

It,  C.  Si  Ton  Tait  loiirner  la  droite  .M  N autoiir  du  point  0 
comnie  centre,  jusqu’a  ce  que  le  point  II  vienne  en  A,  le 
point  A de  cetle  droite  vieiidra  en  ()•,  la  droite  M X se  placera 
suivanl  M'N';  el  la  figure  mobile,  supposee  lice  a celte 
droite  qui  rentiaine  dans  son  inouvenient,  passera  dela  pre- 
miere position  a la  seconde. 

Cette  demonstration  suppose  que  les  deux  positions  MX, 
M'X',  de  la  droite  que  foil  considfere  se  coupenten  un  cer- 
tain point  A.  II  pourrait  arriver  qu’il  n’en  fi'ilpas  ainsi  : les 
deux  lignes  MX,  M'X'  pourraient  I'tre  paralleles,  ou  bien 
sc  superposer.  Dans  ce  cas,  pour  amener  tous  les  points  dc 
M X a coincidcr  avec  les  points  qui  leur  correspondent  sur 
.M'X',  il  sullirait  de  donncr  a MX,  ct  par  consequent  a la 
figure  mobile  que  nous  supposons  liec  a cetle  ligne,  un  mou- 
vement  dc  translation  recliligne  d’une  diivclion  convenable. 
Or  un  monvement  de  ce  genre  pent  ('■Ire  regarde  comme 
etanl  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  centre  situc  ii 
finfini.  La  proposition  enoncee  ci-dessiis  est  done  loujonrs 
vraie,  a la  condition  de  regarder  le  mouvement  de  translation 
rectiligne  d’une  figure  plane  dans  son  plan  comme  n'lkanl 
(pi’un  < as  pariiculier  du  mouvement  dc  rotation  autour  d’un 
point  du  plan. 

§ 22.  Quel  que  soil  le  mouvement  d’unc  figure  plane 
dans  son  plan,  nonspouvons  le  dei’omposer  en  nne  suite  de 
rnouvements  elemenlaires,  conformi'ment  it  ce  que  nous 


r 

•I  initi7<vi 
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avons  dil  promlciimiciit  (§  15).  Coiisidcroiis  done  imdt'cc!' 
inouvomcMits  rlenu'iitaircs. 

La  flguiT  pent  anieneo  dc  la  posilion  (pi’olU*  occupc 
ail  (onininH  oinenl  ilc  co  niouv<*im*nt  a ccllc  qii’idle  occiipr 
a la  liii,  ail  inoyoii  d'uiic  roiatiiiii  aiitoiir  d’lin  ciTlaiii  point 
du  plan.  .Mais,  li-s  clioinins  paiToiiriis  par  Irs  divci’s  points 
do  la  figni'o  niobilr,  dans  ce  inouvoniont  de  rotation,  i-tani 
rvidemnu'iit  infininiont  polils,  on  pnit  Ic's  rcgardor  roininc 
rftiilignos ; ot  jiar  ronsr-ipient  ils  rohiridnit  l•xact^'nu*nt 
avec  los  clieniins  quo  oos  points  parcoiiront  dans  le  iiioiivo- 
inont  oloinontairo  donl  nous  nous  oooiipons  : done  oo  inoii- 
voinonl  idoniontairo  ost  idontiqiio  avoc  la  rotation  a 1‘aido  do 
la(]iiolle  on  a aineno  la  ligiiro  do  sa  position  initialo  ii  sa  posi- 
tion finalo. 

On  voit  pai'  la  quo  tout  nioiivoinont  idomonlairo  d'liiio 
ligiiro  piano,  dans  son  plan,  ost  iin  inouvoinonl  do  rotation 
iiiliniment  potit  aiitoiir  d'liii  dos  points  du  plan,  point  qiii 
pent  otresituo  ii  rintini.  Los  contros  aiitour  dosipiols  s’olToc- 
tiiont  ainsi  los  divoi's  mouvoinonts  tdonionlairos  donl  la  suc- 
oossion  ooiistitiio  lo  nioiivonionl  total  do  la  ligiiro,  sont  gonti- 
ralomont  dilToronts  los  iins  dos  aiilros  ; oi  la  ligiiro  no  toiirno 
antour  de  chaoun  d’oiix  quo  {loiidanl  un  intorvalle  do  toinps 
inrininiont  potit : e’ost  pour  oola  qu’on  donno  ii  cliaciin  do  oos 
points  lo  noni  do  centre  hmlavtane  de  rotation. 

§ 2.1.  II  rosiillo  do  00  quo  nous  voiions  do  diro  quo, 
dans  lo  inoiivomonl  d’lino  ligifro  plane  qiii  so  doplaoo  d'uno 
inanioro  ipioloonquo  dans  son  plan,  los  olioinins  inlininKuit 
potils  parooiiriis  par  los  dilToronls  points  do  la  ligiiro,  pon- 
dant  nil  inonio  oloinont  do  loiiips,  sont  dos  arcs  do  oorolo 
ayanl  Ions  |ioiir  oonli'o  lo  oontro  iiistanlaiio  do  rotation  do  la 
ligiii'o  oorrospondani  a oot  l'■l('■lnonl  dulonips;  on,  on  d'aiitros 
lorinos,  los  norinalos  anx  Iraji'otoii'os  dos  dilTdi'onls  points  do 
la  I'lgiiro  nudiilo,  inoiu‘os  par  los  positions  ipio  oos  points 
oonqioni  ii  un  nioino  instant,  passnit  toiitos  par  un  inomo 
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poiiil  du  plan,  ipii  t‘st  It*  cciiliv  instantani^  d<‘  rotation  rela- 
tif  a cel  instant.  II  cn  l■(’•snlll•  oncort’  ipic  Ics  vitcssrs  dos 
divrrs  points  do  la  figiirr,  a tin  ini-inc  instant,  sunt  pro- 
portiuniu‘ll(‘s  anx  distanrcs  dc  ros  points  an  rfiilif  inslan- 
tanr  do  rotation. 

.Si  Ton  connail  les  dirortions  dos  vitossos  do  donx  dos  points 

do  la  li^nro  inobile,  a un  instant  quoloonquc',  on  trouvora  lo 

ooiitro  instantano  do  rotation  rolatif  a rot  instant,  on  nionanl 

par  ohaonn  dos  points  nno  porptnidionlairo  a la  dirt^ction  do 

sa  vitosst*,  ct  dioroliant  U“  point  do  roiutintrc  do  oos  donx 
\ 

porpondionlair(‘s.  II  faiit  pour  oola,  biini  oniondn,  qu<‘  los 
donx  points  no  soiont  pas  tols  quo  lours  vitossos  soiont  por- 
pondionlairos  ii  la  lij'iio  droito  (|ni  los  joint.  Si  los  donx  por- 
pondienlairos  aux  dirootions  dos  vitossos  dos  donx  points 
sont  parallolos  ontro  olios,  lo  oontro  inslantain*  do  rotation 
so  troiivo  a rinlini,  ot  lo  inoiivoniont  oli'-niontairo  dola  fignro 
ost  nil  inoiivtMiiont  do  translation. 

Si,  ontro  los  dirootions  dos  vitossos  do  donx  dos  points  do 
la  fi^nro  niobilo,  on  oonnait  la  graiidonr  do  I'lino  do  oos  vi- 
tossos, on  pout  on  ddduiro  los  vitossos  do  tons  los  antros 
points  do  la  lignro.  II  sullit,  on  ofTot,  pour  oola,  do  ddtorini- 
nor  d'abord  lo  contro  instaiitand  do  rotation,  ooninio  il  vioiit 
dotrodit,  ot  do  s’appnyor  onsiiito  siiroo  cpio  la  vitosse  d’un 
point  qnolconqno  ost  a la  vitosse  oonniio dans  l(‘ rapport  dos 
distancos  dn  oontro  iustantam-  do  rotation  aux  donx  points 
anxquols  sorapportonl  oos  vitossos. 

II  fant  bien  so  gaixlor  do  oroiro  <pio  lo  contro  instantano  do 
rotation  d’uno  fijturo  piano,  niobilo  dans  son  plan,  ost  lo  oontro 
do  <onrbnro  dos  trajoctoiros  dos  divors  points  do  la  finuro. 
Dans  lo  inonvoinont  do  rotation  oloinontairo  aiitonr  do  oo 
oontro  instanUino*,  oliacpio  point  no  doorit  qn'iin  ('loinont  d<> 
sa  trajootoiro.  La  position  dn  oontro  instantano  do  rotation 
fait  done  sonloinont  oonnaitri*  la  dirootion  do  la  tan^onlo  a 
la  trajootoiro,  sans  rion  indiipior  rolalivoinoiii  a saoonrhnro. 
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S Ik.  Appliquoiis  cc  qui  precede  a quelques  exeinples. 

SoilAB,/?//.  13, 
line  ligiie  droilc 
dc  longueur  coiis- 
taiUe  qui  glissc 
dans  I'aiigic  droit 
YUX,  de  inaniere 
(pie  sou  cxlremile 
A resie  loujours 
siir  I’axc  OX,  el 
quo  sou  cxlri;i«ite 
B resie  toujoui's 
sur  I’axe  OY.  Dans  la  position  qu’oecupe  la  ligiie  mobile 
A B,  les  iiormales  aux  irajeeloires  desdeux  points  A,  B,  soul 
les  ligues  AC,  BC  ineiiees  perpeiidieulairemeut  aux  axes 
OX,  0 Y :1c  point  C csl  done  Ic  centre  instantaiie  de  rolation 
dc  la  lignc  A B.  On  sail  quc,  d'aprcs  la  maniere  doiil  la  ligne 
AB  sc  deplaee,  la  trajccloire  du  point  D osl  une  ellipse 
ayant  ses  axes  diriges  suivanl  OXet  OY;  d’ailleurs  la  lignc 
DC  doit  etrc  norniale  a la  irajectoirc  de  ce  point  D : done 

la  lignc  EF,  perpendieu- 
lairea  DC,  esi  la  tangenU;  a 
I'ellipsc  donl  nous  venous  dc 
parler. 

Soil  encore  A Bl), /?<7.  l^i, 
line  ligne  droite  qui  se  nieul 
de  maniere  a passer  toujours 
par  tin  point  iixe  0,  el  a 
avoir  toujours  son  point  B 
sur  la  ligne  fixe  M X.  La  vi- 
lesse  du  point  B elaiil  dirigee 
suivanl  M X,  la  perpendicii- 
laire  BC  a la  ligne  MX  doit 
passer  par  le  centre  iiislantane  de  rotation  de  la  ligne  nio- 
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bile.  Lc  point  dc  cetle  ligiie  .\BD,  qui  osi  acluellcmcnt  en 
O,  va  sVn  tdoigiier  pour  se  placer  a line  disianco  intininienl 
petite  de  0,  snr  la  position  infininient  voisine  de  la  dioite 
mobile ; la  vitesse  de  ce  point,  (|ui  est  actuellemenl  en  0, 
est  done  dirigee  snivunt  la  jiosition  ipie  la  ligne  mobile 
prendra  apres  s’etre  deplac»-e  d’nne  ipiantite  iidiniinent 
petite,  et  par  consequent  sa  direction  sc  confond  avec  celle 
de  la  ligne  AlU)  elle-meme  : la  perpendiculairc  (Hi  a la 
ligne  ,\BD  doit  done  anssi  jiasser  par  le  centre  instantane 
de  rotation.  Ainsi  le  centre  aiitoiir  dnqnel  s’elTectne  le  mon- 
vement  (di'-inentaire  de  la  droite  mobile,  a partirde  sa  posi- 
tion actnelle,  est  lc  point  C oil  se  cmqient  les  deux  per- 
pendiciilaires  BC,  OC.  Oil  sait  qiie  le  point  1)  diierit  une 
eonclioide;  Cl)  est  la  nonnale  a cette  eourbe;  et  la  ligne 
EF,  perpendiculaire  ii  (>i),  est  sa  tangente. 

Soit  enfin  Alt, /ijf.  15,  une 
ligne  droite  de  longueur  cons- 
tante,  dont  les  extremites  , B, 
sc  meuvent  sur  deux  eircon- 
ferences  de  cercle  ayant  les 
points  0,  O',  pour  centres.  Les 
normales  aux  trajectoires  des 
points  A et  B sont  les  rayons 
OA,  O B des  circonlereiices 
de  cercle  snivant  lesquelles 
ces  deux  points  se  meuvent  ; 
le  point  dc  concours  (i  de  ces 
deux  rayons  est  done  le  centre 
instantane  de  rotation  de  la 
droite  AB.  On  troiivera , comme  prfH'edemmcnt,  les  taii- 
geiites  EF,  E’ F'  anx  trajectoires  des  points  T),  I),  pris 
comme  on  voudra  sur  cette  droite  mobile. 

§ 2~j.  Slouvcmenl  clenieiilaire  d’un  Holldc  doHt 
tous  les  points  se  deplacent  parallelemenl  a un  mrme 
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plan.  — l*uur  voir  ni  (|iioi  coiisislc  ini  iiioum'iik-iiI  «Hc- 
nientaire  (|uclroii(|iif  (run  solide  doiit  (oils  Ics  poinls  si-  dd- 
pUu'cut  paralli-lciiicul  ii  uii  plan  lixo  P,  roiisidi-rons  Ics  poinls 
dll  solidi-  (|ui  sc  (roiivcnt  dans  iin  iiiciiu-  plan  I*  parallcic  a 
P.  LViiscnddc  dc  cos  poinls  foi  iiic  nno  ligmc  plane  inohilc 
dans  son  [ilaii  P'.  Oi'  lout  inouvciiiciit  cicnicntairc  di-  cette 
ligiirc  jilanc  csl  nn  niunvcnicnt  do  rolalioii  anionr  d'nn  oi-r' 
lain  point  ('  dn  plan  P',  on,  cc  ipii  ost  la  ini'-inc  olioso,  nn 
inonvoincnt  do  rolalioii  anionr  do  la  porpondionlairo  an 
plan  P , on  an  plan  P,  mondo  par  lo  point  (’.  Lo  solidi-  toni 
onlior,  ipii  osl  lii-  invai'iahloinonl  a la  fignro  doni  nous  par- 
lous, partioipoan  nidnio  nionvoinont  : done  lunl  inonvoinoni 
dli-nu-nlairo  d’nn  solido  donI  Ions  los  points  sc  di'-plaooni  pa- 
ralldloniont  ii  tin  plan  lixo,  ost  nn  nionvoinont  dc  rotation 
antoiird'iin  axe  pci-pondioulairc  a oo  plan. 

II  pent  arrivoripic  raxodo  rolalioii  antoiir  duqiicl  s'clToo- 
tno  lo  nionvonioiil  didinontairo  dn  solido  sc  tronvo  a rinfiiii  : 
dans  cc  oas,  co  inoiivcniont  didinontairo  sc  ri-diiit  a nn  moii- 
M-inonl  do  translalion. 

Los  axos  anionr  dosijnols  lo  solido  lonrne  pondant  los 
divers  didnu-nts  dn  ((-ni|)s  qiii  so  snooddonl,  sont  <'dndralo- 
nionl  dilTdronts  los  nns  dos  antros ; c’l-sl  pour  cola  qn'on 
donno  ii  I'axo  anionr  dnqnol  s'ofl'ootno  la  rolalioii  i-ldnion- 
tairo  dn  solido  ii  nn  inslant  qnoloonqno,  lo  noin  iX'itre  inx~ 
lantaiie  de  rotation. 

§ 2G.  .Mouvrinenl  dieiucntairc  d’unp  ilsurtr  xpherl- 

que  8ur  ma  Mphdre.  — En  appliqnant  lo  raisonnomont  dn 
§ 21  an  oas  d’nno  fi-'iiro  spln-riqnc  mobile  stir  la  siihdro  oil 
olio  ost  plaoi’-o,  ot  ronqilacant  los  lij»nos  droitos  quo  Poii  a 
oonsiddrdos  par  dos  arcs  do  --rands  oorelos,  on  di'-nioiitro  la 
proposition  snivanlo  : nno  lij-nro  spln-riqiio  ponl  dtro  ann-ni-o 
d nni-  qnolconqno  do  sos  positions  ii  nno  antro,  par  nn  nioti- 
vomoiil  do  rolalioii  anionr  d’nn  |ioiiit  do  la  splidro  ooniino 
pi'de,  on  I (-  ipii  osl  la  nienie  olioso  par  (in  iiionvoiiimit  do 
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mtatioii  aiitoiir  d'liii  (liuinclro  (If  la  splKJi'f  foiiiiiu'  a\c. 

On  on  foiidul,  cominf  dans  If  § 32,  (|iif  tout  iiiouvfinfiii 
('‘l(’>ineiitaiie  d'lnif  liguro  s|ili(Ti(|iif  siirsa  splicif  csl  mi  inoii- 
venifiit  (If  i‘(italii)ii  iiilinimfiit  petit  aulotir  d'lin  point  dc  la 
sphcro  cominf  pi'de,  on  liicn  c ncoic  aiitonr  d’nn  diamcti'f  dc 
la  splifi'(‘  coinnif  a\c . 

g 27.  .HouvomrnI  e lomoiilalre  d’ua  Holidc  dont  un 
|H>lnt  r^Klc  Immobile.  — Loi'S(pi'nn  solid(‘  sc  me  lit  df  tcllf  • 
inani(‘i'f  i|ii’nn  point  O (pii  cn  i'ait  partif  rcst(‘  constamnifiu 
fii  I'fpos,  l(>s  divfcs  points  dn  sididf  ipii  sc  tronvaifiit 
d’alioi'd  sne  la  sm'laff  (rune  splu'na'  ayaiit  If  point  O pour 
Cfiili'f , foniifiit  iiiif  lignr(‘ splii'-riqiif  ipii  sc  (l(■pla('f  cn  irs- 
tant  snr  cflK*’  sphere.  Or  tout  inonveincnl  ('■Ifnifiitaire  de 
Cette  tigiire  splii‘ri(|Uf  est  nn  monxMiient  de  rotation  aiitonr 
d'lin  dianiftre  de  la  spln'-re  : le  inonveinont  ipie  prend  en 
iin'me  temps  le  solidc  tout  entier  est  done  anssi  line  lotation 
aiitonr  d(*  ce  diann'-tre.  Ainsi  tout  inonvement  (’■Ifmentaire 
d'un  solid(‘  dont  tin  point  r(‘ste  immobile  est  line  rotation 
aiitourd'im  axe  iiistantam-  passant  pmci*  point. 

I. a consid('‘ration  de  la  ligiire  sphfri(|ii(‘  foriiK-e  par  les 
divers  points  dn  solidc  sitiies  a line  iiK'me  distance  dii 
point  iiiimobilf  O,  fait  voir  encore  qiie  le  solidc  pent  (‘•in* 
aiiifiif  d’line  (piclcompif  dc  ses  positions  siicccssivcs  a 
line  autre  par  line  rotation  aiitonr  d’lin  axe  ineiii-  par  le 
point  O. 

g 2S.  .Uouvement  elemenlaire  d'un  xolldeqiil  M>de- 
plaee  d'une  manlere  <|iieleonqne  dana  I'expaee.  — 

t^iiel  ipie  suit  le  moiivement  d’liii  solidc  dans  respace,  on 
pent  I’amener  d’liiic  de  ses  positions  a iiii(‘  autre,  c n Ini  don- 
nant  d’abord  iin  mouvmncnt  de  translation,  ensiiit(>  im  moii- 
veineiit  dc  rotation  aiitonr  d'liii  c(‘rtain  axe. 

Soienlen  elTet  A,  lb,  (1,  I),  fitj.  fti,  divers  points  dn  so- 
lidedaiis  sa  prciniine  position,  et  A',  II',  C',  I) , ces  imbiics 
l>oints  pris  dans  la  seconde  position  dn  solidc.  .loignoiis  le 
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luiiiit  A nil  point  A'  par  unt‘  ligno  druitc,  ot  mcnoiis  par  los 

points  I$,C,  D,  tics  droites 
BB",  CC",  DD"  dgales  el 
parailelesa  la  droitc  A A'. 
Pour  aniener  Ic  solide 
dc  la  |ireinieru  position 
( A B C I) ) a la  seeonde 
(A' BC  D),  donnons-lui 
d'abord  un  inonvemenl  do 
translation  reetiligne  re- 
pn'-senli'  on  grandeur  ct  cn  direction  par  la  ligne  A A' ; les 
points  B,  C,  D,  viendront  en  B",  C",  D".  II  n'y  aura  done 
pins  qua  donner  an  solide  un  second  niouvement,  en  vertti 
duqnel,  le  point  A'  restanl  iiuniobile,  les  points  B",  C ",  D" 
viendront  en  B',  C',  D'.  Mais  nous  savons  que  cc  sei^oud 
deplacement  du  solide  pent  s’elTeetner  jiar  tine  rolatioti  au- 
tonr  d'un  axe  passant  par  le  point  immobile  A'  (S  27).  Done, 
en  delinilive,  on  pent  amener  le  solide  de  la  premiere  posi- 
tion (A  BCD)  a la  seeonde  (A'B  C D ),  en  Ini  faisant  subir  : 
1°  line  translation  suivanl  A A';  2"  une  rotation  autour  d'un 
axe  M N passant  par  A'. 

S 2!).  Le  systeme  deces  deux  mouvemenls  ipie  Ton  donne 
an  solidi*  pent  etre  varic  d’ltne  infinite  de  manieres,  tout  en 
produisant  le  meme  rcsiiltal  delinilif.  II  snllit  en  elTet,  pour 
cela,de  fairejouer  siiccessivemenl  a cliaeun  des  points  quo 
Ton  pent  imaginer  Taire  parlie  du  solide,  le  role  que  I'oti  a 
fait  joner  :in  jioinl  A.  Parmi  ces  divers  syslenies  de  monve- 
ments,  il  en  existe  toujonrs  uii  dans  Icquel  la  Iraiislation 
s'cfl'eclne  parallelernent  a I’axe  dela  rotation. 

.Menons  en  ell'cl  un  plan  P pcrpeiidiculaire  a I'axe  .MX, 
el  considerons  la  figure  F suivanl  hniuelle  ee  plan  coupe  le 
solide.  Dans  la  translation  snivatil  A A',  la  figure  F se  trans- 
porle  dans  tin  plan  P , parallele  an  plan  P ; dans  la  rotation 
qtii  s’efreetuo  eiisuite  autour  de  M X,  celte  figure  F tourne 


Fig.  18. 
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clans  Ic*  plan  P',  c*t  y prciul  nni*  c'CTtainc-  position  F’.  Mais 
pour  lain*  passer  la  liguie  piano  clonl  il  s’aj'il,  do  sa  pro- 
inii'ro  position  F i sa  dornitre  position  F',  on  pout  d’abord 
liii  donnor  tin  inouvc'inont  dc  translation  suivant  la  poi'pon- 
dionlain;  qiii  inosnre  la  distanco  dos  plans  P,  P',  puis  la  fairo 
tourner  dansco  dornior  plan  autour  d’un  point  convonablo- 
mont  cboisi : si  I’on  oom^oit  cpiC!  lo  solido  soit  ontralnc^  par 
ootto  figure,  on  voit  ejue  la  succossion  dos  doux  mouvemonts 
(|ui  viennontd’(5tro  indicpios  Painonorado la  position  (A  BCD) 
a la  position  (A'lVC'  I)').  II  rc-sulte  do  lit  cpio  I’on  pont  aine- 
iior  tin  solido  mobile,  d’une  queleoncpio  dos  positions  qn’il 
ooonpe  suecessivoinont , a line  autre  de  cos  positions,  an 
inoy(*n  d’une  translation  suivie  d’unc  rotation  autour  d’un 
axe  dc  int'me  direction  que  la  translation. 

§ .SO.  Consid('*rons  maintenant  un  mouvoment  c^lomentairo 
d’un  solidc  qui  se  displace  d’une  manif^re  qui-Ioonqne  dans 
I'espace.  II  rc'-sulte  do  ee  cpii  viont  d’c'tre  dit  que  le  solide 
petit  c'tro  ament!  de  la  jtosition  cpi’il  oociipe  ait  oommoitoo- 
ment  do  ee  mouvement  it  colie  cpi’il  occiipe  la  fin,  par  une 
translation  iiiliniment  petite  suivie  d’uin*  rotation  infinimoiit 
petite  autour  d’liti  axe  de  mt'me  direction  que  la  translation. 
.Mais  ce  n’c'st  jtas  dans  la  succession  dc  cos  deux  inoiivo- 
ments  infiniment  potits  que  coiisiste  le  mouvement  ('*l<*mon- 
taire  dii  solide;  car,  dans  ce  mouvoment  (d(*mc*ntaire,  cliaciin 
dos  points  dii  solide  derrit  un  edemont  rectiligne  de  sa  tra- 
jectoire;  taiidisqu’on  vortudo  la  sncci*ssion  do  la  translation 
ot  de  la  rotation  dont  nous  venous  do  parlor,  cliacpie  point 
va  do  sa  position  initiale  a sa  position  linalo,  on  parcourant 
line  ligne  briscr*  forint'*e  de  deux  t'-lcdnenls  rectilignos  por- 
pondiculaires  I’lin  a I’antre.  Voyons  done  par  qitoi  nous 
pourrons  reniplacer  la  succession  dc!  la  translation  et  dc  la 
rotation,  pour  avoir  le  inouvemcnt  (■Icnnontaire  tel  qii’il  se 
produit  on  ivalitt^ 

Lorscin’nne  vis  so  motit  ou  pc'-notrant  it  I’intt'-rionr  d’un 
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ccroii  lixo,  I'liiicun  dcs  poiiils<i<-  la  vis  d**<’ril  line  lu'dico;  l(>s 
diveix's  hidiivs  (|ui  Ibriiirnl  ainsi  les  Irajocloires  di's  dinV‘- 
mils  points  d<-  la  vis  soul  traccos  sur  dos  surfacos  cvlindri- 
(jiM‘s  dc  inbmc  axi*  el  out  loutes  iiii  ineine  pas.  Un  iiiouve- 
meiil  de  ee  genre  pent  eire  designe  sous  le  l•oln  de  moure- 
ment  heli^iudal.  Dans  un  inouveinenl  eU'mentaire  de  eetle 
vis,  eliacuii  de  ses  points  deerit  nn  element  reetiligne  de  sa 
trajeetoire  lielieoidale;  d'ailleurs  la  vispoiirrait  evideinment 
^tre  ainenee  dela  position  (|u’ellea  aii  eoninieneenient  de  ei‘ 
mouveinenl  elementaire  a celle  qu'elle  oeciip<‘  a la  fin,  an 
nioyen  d'ninMranslation  infiniinent  petite  dans  la  direction 
de  son  axe,  snivie  d’une  rotation  infiniinent  petite  atitoiir  di‘ 
ret  axe. 

On  conclut  raeilemenl  de  la  ipie  le  deplaceinent  total  d’un 
solide,  (In  ,'t  la  succession  d'une  translation  inliniinent  p<‘titc 
et  d’line  rotation  infinimenl  petite  antour  d'nn  axe  de  im-ine 
direction  (|ue  la  translation,  pmili-tre  prodnit  par  nn  mouv('- 
nient  li(di<;oidal  infiniinent  petit  antour  du  ln('■ln<‘ axe ; (>t  par 
suite  que  tout  mouvement  eli'inentairc  d'lin  solid(‘  cpii  se  di'-- 
place  d’une  nianiere  (pielconque  dans  I'espace  cst  nn  niou- 
vmneiil  lu‘li(;uidal,  c’esl-a-dire  qii'il  pent  etre  assiinili- 
an  inonvemenl  d’une  vis  cpii  ptuietre  dans  son  ecrou. 

31.  Lorsqn’nnc  vis  se  inenl  a I’inU'i  ieur  dc  son  ecron, 
on  la  ix'gardc  sonvent  coinnn;  aniinee  de  deux  monvcnients 
exislant  simultaiu'-inent  : on  (lit  qn'ell(>  glisse  le  long  de  son 
ax(*,  et  (pi’eii  iin’mie  temps  elle  tourne  antour  de  cet  axe. 
D’apiV's  cette  mani(‘re  d(‘  voir,  nn  inonv(‘meiit  ('■l('•nlenlaire 
qnelconqn(‘  d'un  solide  mobile,  pent  (‘-tn*  regardi*  comme 
(In  a la  coc.rix/cnce  d’line  rotation  antour  d’nn  certain  axe  et 
d’un  glissemeiit  le  long  de  (ret  axe. 

La  ligm*  droite  antour  de  laqiielle  le  solide  tourne  et  le 
lung  de  hnpielle  il  glisse,  dans  eliacim  d(‘  ses  monvamienis 
el(nnentaires  suecessil’s,  eliange  ginierabmimit  de  position 
dans  I'espace  d’un  instant  a un  autre.  (’.’i‘st  pour  cela  (pi'on 
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hii  (loiii)o  le  iioiii  Uuttantanc  tie  rotation  et  tie  tjH*- 

nenient  tin  xofiile. 

Si  Ton  so  foiulo  sur  la  ])icnii«’i'o  nianioro  quo  nous  avons 
imliqiioe  poiii'  anionor  un  soliilo  d’uno  (|uol<'oii(|iU‘  d<“s«‘s  po- 
sitions a uiio  aiilro  (§  28),  on  pout  dire  oncoro  (pic  tout  inon- 
vciiK  111  oli'nionlairo  dn  solido  (>st  dn  a la  cooxistonco  d'liiic 
translation  I'-galc  cl  pnrallolc  an  nionvcnicnt  (di’-iiicnlairc  d'nn 
dc  SOS  points,  ct  d’nnc  l olalioii  antonr  d’un  axe  passanl  par 
cc'poini. 

S 32.  Soil  e la  (|uantiu'‘  inliuinicnt  polite  dont  Ic  solido 
glisse  Ic  long  do  son  a\c  iiistanlain-  dc  rotalion  ct  do  glisse- 
mciit,  piMidant  Ic  toinps  inliniiiioni  petit  tit.  II  csi  clair  ipio 
los  di'qdaconionts  oorrespondants  dos  dilTorcnts  points  dn 
solido  soul  Ids  quo  lours  projections  sur  col  axe  soul  ionics 
(•gales  a t.  La  vitesse  d'lin  point  qnolcompic  s’oblionl  on  di- 
visantson  d(’‘|>lacoincnt  pendant  le  toinps  dt,  par  cc  loinps; 
la  projcclion  do  coltc  vilosso  sur  I’axc  inslanlaiu*  dc  rola- 
lion  cl  do  glissoinont  s’obliondra  done  on  divisanl  t par 
dt.  Done  l(‘s  vitossi's  doiil  Ions  los  points  dn  solido  soul 
anini('-s  siinullaiunnont,  a un  instant  qnolconqno,  sont  Idles 
quo  lonrs  pnijoctions  snr  I’axc  insianlaiK-  dc  rotalion  cl 
dc  glissomont  rolalif  a col  instant,  soul  Ionics  ('‘gales  onlro 
olios. 

II  r(’‘snltc  dc  la  quo,  si  I'oii  iininc,  a parlir  d'nn  ni(‘‘inc  point 
0 de  I’cspacc,  dos  lignes  droites  (‘gales  ct  parallolcs  aux  vi- 
tessos  dont  Ics  divers  points  dn  solido  sunt  aniin(‘saun  nu'nio 
instant,  los  oxlr('‘mil(‘S  do  cos  lignes  droites  soroiil  tonics 
dans  nil  ni('‘inc  plan  pcrpondicniairo  a I'axo  iiistanlami  dir 
rotation  cl  dc  glisscinoiil ; on  sortc  quo,  si  Ton  abaisso  du 
point  0 uno  pcrpondioulairo  snr  co  plan,  oollo  pcrpondicu- 
lairc  sera  parallclc  a I’axo  iiistanlaiK;.  Or,  ponrdtilcrinincr  le 
plan  dont  il  s'agit,  il  sullit  d'en  connaitre  trois  points  nun  on 
ligiic  druitc;  il  sullit  done  anssi  d'avuir  moin*  par  Ic  point  O 
trois  droites  cgal(*s  ct  parallolcs  aux  vitessos  siinnllanccs  de 
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Irois  points  ilti  soliiU*,  nvcc  In  condition  (|iic  cos  trois  vitcsscs 
no  soicntpns  pnrallclcs  n nn  nicnic  ]>lnn. 

§ 33.  Monvemeat  eonllnu  d’une  figure  plane  dan«> 
ii«n  plan.  — Pour  arrivcr  a nous  representor  iiettcinent  Ic 
muiivement  continti  d’une  iigiirc  piano  dans  son  plan,  nous 
comnienoorons  par  oonsid(-rer  Ic  oas  suivant. 

Siipposons  (|nc  la  figure  mobile 
touriic  d’abord  d’un  angle  a niKour 
d'nn  point  0,  fig.  17,  pnis  d’nn 
angle  a'  aiitonr  d'nn  second  point 
O',  ensnite  d’nn  angle  a"  antonr 
(In  point  ()",etc.  Prenuns  la  figure 
a I'instant  oil  elle  va  oomnienoer 
sa  rotation  antonr  dn  point  (),  et 
tra(;ons-y  la  droite  00',  (‘gale  a 
00',  ot  faisant  aver.  colUvoi  iin 
angle  a;  apivs  avoii’  inoni‘  par 
O’l  la  droite  0 , M,  telle  qne  I’angle  O O',  M suit  I'-gal 
a I’angle  0 0' O',  traejons  la  droite  tJ',  O",  (‘gale  on  lon- 
gueur ii  O'O",  et  faisant  aver  O’,  M nn  angle  a' ; oonstrni- 
sons  de  nu'^nie  I'angle  O',  O "i  N ogal  ii  I’angle  O'O  "O'",  pnis 
menoiis  la  ligne  0 ,0'  'i  egale  ii  O'O",  et  faisant  nn  angle 
a"  avec  0 " N ; et  ainsi  de  suite.  Loi-sijiie  la  figure  mobile 
aura  toiiriu-  de  I'angle  a antonr  dii  point  0,  le  point  O’,, 
entraiiK*  par  elle,  sera  venu  on  O',  et  O ,.M  aura  pris  la  di- 
rection O' O '.  La  figure  tuiirnant  alors  d’nn  angle?  a'  aiitonf 
de  O',  la  droite  O',  0"i  viendra  co'iiicidcr  avec  O'O",  ct  le 
point  O",  tonibi‘i'a  on  O".  La  troisii'ine  rotation  do  ccite  figure 
ani(‘neia  le  point  0"'i  en  O'",  ct  ainsi  de  suite : en  sui  te  ipie, 
pendant  le  inonvement  de  la  figure  mobile , le  polygone 

OO'i  0"|0'"|....  ruulera  sur  le  polygone  O O'O"  O'" ; on 

bien  encore  , si  le  premier  polygone  ronic  sur  le  second , en 
entniinant  avec  Ini  la  figure  mobile,  il  donnera  ii  cette  figure 
precis(*ment  le  moiivement  epic  nous  Ini  avions  snppos(\ 
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§ 3U.  P:issoiis  maiiitcniiiil  :iu  cas  oii  iiiut  ligiiiv  plane  &e 
imnit  il'iine  nianierc  (|iiclcuiiqiie  dans  son  plan,  (^clte  figure 
estaniuiee  d'unerolatioh  intiniinent  pelUeaiUonrd'nncenlre 
instantane,  i>eudaiU  chaqiie  element  dii  temps  (§  23).  ('.e 
centre  instantanedc  rotation  occupe  generalement  des  posi- 
tions differentes  sur  le  plan,  d’nn  instant  a un  antre ; gi'me- 
ralement  aussi  il  coincide  siiccessivement  avec  divers  points 
de  la  figure  iiioliilc.  Siipposoiis  que  Toil  clierclie  : 1°  le  lini 
geonietri(|iic  des  positions  successives  de  ce  centre  instan- 
tjini*  snr  le  plan ; 2”  et  le  lien  gi'-onn'-triipie  des  jioinis  de  la 
ligiire  mobile  avec  lesqiiels  il  coincide  suecessivement.  Ilest 
clair  qu'on  pourra  regarder  le  mouvement  de  cette  lignre 
coinmc  dii  an  roiilemeiU  dii  second  lien  geometriqne  snr  le 
premier, 

Dans  le  premier  des  trois  exeniplesqnenousavonsdonnes 
dans  le  g 2/i,  la  diagonale  OC,  /iff.  13,  est  lonjoiirs  I'gale  a 
.\  l>  : done  le  lieu  gi’-ume|rii|iie  des  positions  successives  dii 
centre  instanlam''  C sur  le  plan  YOX  est  line  eirconrerenee 
de  cerele  ayant  le  point  0 pour  centre  et  la  ligne  A H pour 
rayon.  D’lin  antre  cote,  I’angle  IIC.\  idant  toiijonrs droit,  le 
lieu  g('‘ometriqiie  des  points  de  la  lignre  mobile  avec  l(‘si|iiels 
coincide  siiccessivement  le  centre  instantam’;  de  rotation, 
est  line  circonfiTence  de  cerele  di'crite  snr  A 1$  comnn'  dia- 
inetre.  Le  mouvement  de  la  ligne  A II,  donl  les  exln'-miK'-s 
glisseiit  sur  les  axes  ()X,OY,  pent  done  etre  prodiiit  par  le 
roiilement  de  la  seconde  de  ces  deux  eirconferences  ii  I’inti'*- 
rieiir  de  la  premiere. 

g 35.  llonvcmenl  conllnu  d’un  solidedonl  un  point 
rcsie  ininiobile.  — On  pent  clendre  immediatementce  qni 
vient  d'etre  dit  du  mouvement  coni  inn  d'nne  lignre  plane 
dans  son  plan , an  mouvement  contiiui  d’lin  solide  dont  un 
point  reste  immobile. 

Les  positions  que  I'axe  instantaiui  de  rotation  dii  solide 
preiid  siiccessivement  dans  I’espace,  btrmeni  nn  cone  ayant 
3. 
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pour  somniel  lo  point  qiii  lesto  immobile.  Los  positions 
qiic  cet  axe  instantanc  occupc  sucecssivement  a rinterieiir 
du  corps  formeiit  uii  second  edne  ayant  Ic  memo  somim  t 
qiie  Ic  premier.  Le  inoiivement  continu  dii  solide  pent 
etre  regardc  comme  du  au  roulement  du  second  edne  sur  le 
premier. 

§ 3G.  IMouvement  continu  d’un  solide  qnl  se  deplace 
d'une  manlere  queleonque  dans  I'espace.  — Nous 
pouvons  considerer  cc  inouvemenl  de  deux  manieres  diffe- 
renles. 

Tout  mouvement  elementaire  d’un  solide  pent  eire  re- 
garde Vomme  du  a la  coexistence  d’une  translation  egale  et 
parallele  au  mouvement  elementaire  d'un  des  points  du  so- 
lide, et  d'une  rotation  autourd'un  axe  passant  par  ce  point 
(§  31).  Si  I'on  prend  toiijours  le  memc  point  du  solide  pour 
appliquer  celte  consideration  dans  les  divers  elements  du 
temps  qui  se  suceedent,  on  arrive  au  resultat  suivant  : tout 
mouvement  continu  d'un  solide  pent  dtre  nttribue  au  rou- 
lement d’un  cone  lie  au  solide,  sur  tin  cone  qui  est  anime 
en  menie  temps  d’un  mouvement  de  translation  dans 
I’espace. 

D’un  autre  C()t(‘,  si  Ton  considere  I’axe  instantanc  de  ro- 
tation et  de  glissement  du  solide  relatil’a  eliaque  element  du 
temps,  on  voit  (|ue  les  positions  (|ue  cet  axe  ocenpe  successi- 
vement  dans  I’espace  foriuent  une  surface  reglee  j et  que  les 
positions  qu’il  occitpe  successiveinent  a rinlerieur  du  solide 
forment  une  autre  surface  reglee.  Le  mouvement  du  solide 
l»eut  elrc  regarde  comme  du  au  roulement  de  la  seconde  de 
CCS  deux  surfaces  sur  la  premiere,  aceompagne  d'un  glis- 
sement  le  long  de  la  geiiiMatrice  suivant  laquelle  les  deux 
surfaces  se  touebent. 


-»»c 
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2 .17.  Ifriinilion  dn  mouvemrnt  relallf.  — Pour  Plii- 
dicT  Ip  moiivpnipiil  d'lin  point  dans  I’pspupp,  on  poinpnrc  la 
position  fjn’il  oct  npc  a fhai]uc  instant  a cpIIp  do  pertains 
points  fixes  qu’on  nonime  point*  de  repere.  Le  niouvemeiit 
du  point  mobile  est  conipbdement  d('-termine  par  la  eonnais- 
sanee  des  ehangements  qn  eproiivent  supccssivement  ses 
distaiK;es  anx  points  fixes. 

.Maissi,  an  lien  de  comparer  les  positions  snccessives  dn 
point  ino)>ile  a des  points  fixes,  on  b‘s  compare  a des  points 
de  repere  qni  sont  enx-meines  en  monvement,  il  est  clair 
qne  le  niouvement  (|iic  Ton  trouvera  ainsi,  pour  le  point 
mobile  dont  on  s’occupe,  ne  sera  pas  son  mouvement  ircl. 
Un  pared  monvement,  obleiui  en  se  servant  de  points  de 
l eperecpii  nesont  pas  fixes,  senomme  un  mourenient  re/ii- 
tif;  e’est  le  mouvement  du  point  mobile  par  rapport  a ces 
points  de  repere.  Par  opi)osition,  Ic  mouvement  reel  dn 
point  dans  res|»ace  se  nonime  mourement  nhxo/n. 

^ .IK.  I'e  qn’on  enlend  pMr  monvement»  iiimnitane!* 
d’un  point.  — Considerons  un  point  en  mouvement  stir  le 
lionld'un  batean  qni  se  meut  Ini-nieine  le  lonj;  d’une  riviere. 

I n observatenr,  place  sur  le  batean  et  participant  a son  mou- 
veinent,  vena  Ic  point  mobile  se  deplacer  d’une  certaine 
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niaiiii'i  e par  rapport  au  bateau  ct  a lui-meme  ; niais  ce  mou- 
vemeiit  apparent  dii  point  mobile  cst  tout  diirerent  de  sou 
inouvemeiit  reel  dans  I’espaee  : cc  n’est  autre  chose  que  ce 
que  nous  venous  de  iioniiner  nn  monvcinent  relatif. 

La  connaissance  du  mouvenient  apparent  du  point,  com- 
binee  avec  celle  du  mouvenient  que  possede  le  bateau,  con- 
duit facilement  a la  connaissance  du  mouvenient  r(''el  ou  ab- 
solu  de  ce  point  dans  I’espace.  Supposons  en  elTet  ipie  le 
bateau  soit  aninie  d'nn  mouvement  de  translation  rectilijtne 
Kig.  18.  et  uniforme  suivant  la  di- 

rection Ab,  fig.  18,  avec 
line  vitesse  egale  a AD; 
et  qtie  le  point  mobile  ait 
stir  le  pout  du  bateau  un 
mouvement  apparent  rectiligne  et  unirorme  suivant  la  di- 
rection AC,  avec  tine  vitesse  egale  a AE.  An  bout  d’une 
seconde,  la  ligne  AC,  emportee  parallelmnent  a elle-meme 
par  le  bateau,  prend  la  position  DF;  mais,  pendant  ce 
temps,  le  point  mobile  a parcouru  la  portion  AE  de  celle 
ligne  : done,  a la  fm  decette  premiere  seconde,  le  point  mo- 
bile se  Iroiivc  en  G.  Au  bout  d’nn  temps  quelcomitte  /,  le 
bateau  s’etant  mn  d'nnc  quantile  All  =AD  X /,  la  droite  .VC 
se  trouve  dans  la  position  II L;  mais,  pendant  le  meme 
temps,  le  point  mobile  a parcouru  sur  la  ligne  mobile  A(!  un 
cliemin  A K = A E X / .•  doncia;  point  mobile  se  trouve  en  .M 
a la  fm  du  teiiqis /.  Le  rajiporl  de  .V 11  ii  .V 1)  elanl  egal  an 
l appoi  l de  V K ii  A E,  ou  ce  qni  revient  au  meme  au  rapport 
de  II AI  ii  DG,  il  s'ensuil  ipie  la  position  .M  du  mobile  ii  la  (in 
du  temps  t se  trouve  sur  la  ligne  dioitc;  \.\  qni  jiasse  [lar  les 
denx  points  .V  et  G : doncdejiile  mouvement  absoln  de  ce  mo- 
bile esl  nn  mouvement  rectiligne  dirige  suivant  la  droite  .V  5. 
La  similitude  des  triangles  .VDG,  .VllM,  nionlre  qne 
Eon  a 

A M = A G X / ; 
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dour  Ir  iiioiivrinriil  absolii  dii  puiiil  iiiuliile  rsl  tiiiironiK;,  rt 
A(j  rsl  sa  vil<‘ssr. 

§ 3i>.  (lonrc- 
votis  rii  };«'‘iirral 
(|ii'iin  point,  ra|>- 
porl('  a uii  sys- 
teine  d’axcs  mo- 
biles OX,  OY, 
OZ,  fig.  19,  dd- 
rrive  par  raj)- 
poi  t a ces  axes 
line  ligiK*  qnel- 
eumpie  A 15 ; el 
^ (pie,  par  suite 
du  nioiivement 
des  axes,  eett(! 
ligne  A 15  prenne 
sneeessiveincnl 

dans  I'espace  les  positions  A 15’,  A"I>',  A"'I5  ' Lc  point 

mobile  aura  dans  I’espace  un  moiiv('menl  absolu  ipie  nous 
ponrrons  i'acilement  determiner,  d'apri's  la  ronnaissanri*  de 
son  mouvement  relatif  suivant  la  ligne  A 11,  el  du  mouve- 
menl  donl  sonl  aniiiH's  les  axes. 

Snpposons  (pie  les  positions  .\l>,  A' 15',  A"  15  ", de  la 

combe  (pie  le  mobile  di’ci  it  |tar  rappoi  l aiix  axes,  corres- 
pondent anx  valeurs  t,  i\  /", du  temps;  snpposons  en 

outre  (|u’a  ces  diverses  (‘poipies  le  mobile  se  Iroiive  aiix 
points  .M,  X,  P,....  de  la  coiirbe  mobile  A 15.  A la  fin  du 
temps  /,  le  mobile  esl  en  M.  A la  lin  du  temps  il  est  an 
point  .\d(‘la  com  be  .\  15;  niais  eelK*  coiirbe  se  iroiive  alore 
dans  la  position  A'  15',  et  le  point  .N  a eti-  Iransporte  en  N'  : 
done  a la  tin  du  temps  le  mobile  est  en  X'.  On  verra  do 
iiK-iue  (pi’ii  la  fin  du  temps  , il  se  trouve  eii  P" ; et  ainside 
suite.  Le  point  mobile  decrit  done  dans  I’espace  la  trajee- 
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toire  M.VP"(V",  ci  il  y occupe  les  posilioiis  ,M,  A’,  P", 
aux  iiisUiiils  (pii  coiTcspondeiil  aiix  valours  t,  / ', 
dll  temps. 

§ 40.  Dans  les  deux  cas  quo  nous  venous  d’examiner, 
on  considere  le  mouvement  du  point  mobile  par  rapport  an 
bateau  ou  aux  axes  mobiles,  et  le  mouvement  du  bateau  on 
des  axes,  comme  etant  deux  mouvements  dont  le  point  est 
aiiime  simultaneiiumt.  Le  mouvement  du  point  par  rapport 
aux  points  dc  repere  mobiles  auxrpiels  on  le  compare 
(bateau  on  axes)  est  d('*si('ne  sous  le  nom  de  mouvement 
relalif,  eomme  nous  I’avons  di'-ja  dit;  le  mouvement  des 
|)oints  de  repere  eux-nirMnes  (bateau  ou  axes)  se  uonmie 
m o u rem  ent  iVcnl  ra  hi  emeu  I . 

L’operation  ipii  a poui’  objet  dc  trouvei-  le  mouvement 
absolu  d'uu  [loiiil,  eonnaissaiit  son  mouvement  d'enlraine- 
ment  et  sun  mouvement  relalif,  eunstitue  ee  (pi'on  uoinnie  la 
eomposition  des  mourements.  Le  mouvement  d'eiitraine- 
meut  et  le  mouvement  relatif  sont  soiivent  designes  sous  le 
nom  eolleetif  de  mourements  cumpusants ; et  alors  on 
donne  au  mouvement  absolu,  qui  resulte  de  la  eomposition 
deeesdeux  mouvements,  le  nom  de  monrement  resu/taut. 

Lii  point  ipii  oeeupe  sueeessivement  dilb'rentes  positions 
dans  I’espaee,  ne  pent  evidemment  avoir  ipi’tin  seiil  nioiive- 
ment.  (,>uand  nous  regardons  ee  point  eomme  aiiimea  la  fois 
de  deux  mouvements,  e’est  par  une  pure  o|)»'ratioii  de  I’es- 
prit ; eelt(“  diVomposition  d’uu  mouvement  en  deux  aiitresne 
pout  evidemment  avoir  rien  de  reel  ('). 

(■)  Peut-on  conslaler  par  I'ohserralion  I’inilrpcndanee  des  motiremenls 
simiiUani’s  d’uii  inf-inc  corps  ?>’ou»  n'lusitons  pas  a anirmrr  i|uc  rela  n'est 
pas  pnssililc ; cl  nous  no  saiirinns  asscz  exprimer  noire  etonncniont  ilc  cc 
(|u’il  y a (les  iMT.sonnes,  einineiiles  dans  la  science,  qui  jicnscnt  el  ecriveul 
le  cuntraire.  L’evislencc  des  mouvements  sluiullniu-s  d’lm  corps  n'a  ricii  de 
nk'l : c’esl  simpleiiient  une  conception  de  I’esprit,  siir  laquelle  I'observalion 
n’a  pas  de  prise.  Nous  ne  p<(uvons  pas  coinprendre  d’nilicnrs  cc  (jue  Ton 
cnlend  par  I'independanre  dc  ces  mouvemenU  siniultanes. 
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5 il.  II  ost  aist‘  de  comprendrc  quc  I’on  |)oul  pgalemcnt 
iTgarder  im  jioint  oomme  aiiime  a la  fois  de  trois,  dc 
qiiatrc,....  moiivcments.  Un  point  se  meut  sur  iin  bateau,  le 
bateau  sc  nicut  sur  unc  riviere,  la  terre  touriic  autour  dc  la 
ligiiedcs  pdles,  ellese  traiisporte  cn  memc  temps  aux  diffi*- 
reiits  points  dc  son  orbite  elliptiqiic  autour  dii  solcil.  Tons 
ees  mouvcinents  peuvent  t'lrc  consideres  comme  ('•tanl  des 
inouxciiicnts  siinultanes  dii  point  dont  on  s’oeeupc;  le  inou- 
veinenl  absolii  dc  ee  point  pent  eire  obtenu  d’apres  la  con- 
naissaiicc  dcccs  inouvenicntssiniiiltanr-s,  toutaussi  bien  que 
s’il  ii’y  cn  avait  quc  deux. 

Le  inouvement  dii  point  sur  le  bateau  est  un  mouvemeiit 
relalif;  le  inouvenu;nt  du  bateau  par  rapport  it  la  (*‘rre  est  un 
iiioiivenieiit  d’enlrainemenl  : la  composition  de  ees  deux 
iiiouvemeiils  donneru  le  niouvenieiit  du  point  mobile  par 
rapport  a la  leire.  Le  mouvemeiit  resultant  de  cette  eoiiipo- 
sition  est  encore  un  monveiiieiit  relatif,  puisqiic  la  terre  n’esi 
pas  eii  repos;  le  mouvemeiit  de  rotation  de  la  terre  autour 
de  la  ligne  di‘s  poles  est  iiii  moiiveineiit  d’eiitrahiement  : la 
composition  de  ces  deux  iioiiveaiix  nioiivenieiits  doniiera  le 
moiivenient  du  point  mobile  jiar  rapport  a des  axes  de  direc- 
tion conslante,  passant  par  le  centre  de  la  terre,  et  ainsi 
de  suite. 

g /i2.  €’ompo*lllon  des  vUesses.  — Lorsqii'iin  point 
mobile  est  regarde  comme  aniimWi  la  Ibisde  pliisieiirs  mou- 
vements,  son  moiivement  reel  s’oblient  par  la  composition 
d(‘  ces  moiivements  simiillanes.  .\ous  alloiis  voir  que  la  vi- 
tesse  du  point,  a chaqiie  instant,  pent  se  di'diiire  d'liiie  ma- 
niere  tics-simple  des  vilesses  (|u’il  possede  an  nienie  instant 
dans  cliaciiii  des  moiivements  composants. 

Dans  rexeniple  que  nous  avons  pris  d’abord,  d’lin  point 
aniine  d'lin  niouvenieiit  rectiligiie  et  iiniforme  sur  un  bateau 
qiii  sc  ineiit  Ini-ineme  d’liii  mouvemeiit  de  translation  rectili* 
gne  et  iiniforine  (§  38).  nous  avons  vii  que  la  vitesse  du 


Digitized  by  Google 


i.miK  I.  — K. 


h'2 

inoiivc-iiicnl  ubsolii  tin  poiiil  moltik*  csl  AG, /?</.  IS,  c’<-sl- 
iniiie  (|il’ellt‘  csl  rc|»rcscnt(‘c  p;ir  la  diagoiialc  du  parallelo- 
gratiiinc  A l)(i  K d(tnl  Ics  cOtes  soul  Ics  tiIcsscs  A I),  AK  dcs 
deux  inonvcmciils  composaiils. 

Nous  alloiis  voir  que,  dans  Ic  cas  g('-ii(M  al  quo  tioiis  avoiis 
coiisidiM  e ciisuitc  (§  .ID),  la  vilcssedu  mobile  dans  sou  mou- 
vcmciil  absolu  sc  d(-duit  ciicoie  dc  la  memc  mauierc  dcs  vi- 
losses  dans  Ics  d<-ux  inouvcinciils  composatils.  Si  noiissiip- 
posoiis  que  riiilcrvallc  de  temps  I' — /,  citqiloye  par  le  mobile 
ii  allcr  de  M eii  N , fig.  19,  soil  itifliiimcul  petit,  la  figure 
M .M’  N N'  devieut  iiii  paralhdogramme ; car,  les  cdlcs  .M 
M'i\'  elant  deux  positions  infiiiimcnt  voisincs  d’ltn  mcme 
cb-ment  de  la  Irajecloire  relative  A H,  et  faisant  enlic  enx 
par  eonstbpieiU  un  angle  qui  ne  pent  ctre  (prinlinimcnt 
petit,  on  doit  regardcr  ces  cdlcs  N',  M' N'  comme  egaux  ct 

liarallcles.  On  pent  done  dire  que  le  dcplacemenl  absolu 
M jV'  dll  mobile,  pendant  un  intcrvalle  de  temps  infmiment 
petit,  esl  la  diagonale  du  parallelogramme  (pii  aurait  pour 
edles,  1“  son  deplaeemenl  relalifM.X,  2"  sou  di'qilaeemenl 
d’enirainement  MM',  e’esl-a-direic  di'-placement  qu’il  aurait 
eprouvi*  pendant  ee  temps,  s’il  n’avait  pas  eliange  de  position 
par  rajiport  aiix  axes  mobiles.  Les  deplaeements  infiniment 
peiiis  M N',  .MN,  M.M'  soul  jno- 
porlioniiels  aux  vitesses  absolue, 
relative,  et  d’entrainemeni , puis- 
iproii  oblient  ces  vitesses  en  divisaul 
les  deplaeements  .MN',  M.N,  .AI  .M’ 
par  le  temps  iuniiimenl  petit  t' — t : 
done,  si  Ton  eoustiuit  iiii  paralle- 
logramme sur  les  vitesses  relative 
el  d’eiitrainemeui  A1  .S,  .M  H,  fig.  20, 
^ ».  la  diagonale  .AIT  de  ee  parallelo- 

gramme representera  eu  grandeur 
et  en  direction  la  vilesse  absolue  du  mobile.  Cette  propo- 
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sitiun  ost  souvcnt  ilrsigiicc  sons  le  iiom  do  pnruHrlo- 
grnmme  dr»  riie»xe». 

On  p<-nt  obscrvpr  quo,  si  les  vitcsscs  .MH,  .MS  cIkiii- 
pt-;iient  tie  i dies,  si  la  premiere  elail  line  vilesse  r<  lalive,  el 
la  seeoiitle  line  vilesse  ireiitraiiiemeiil,  la  eonstiuelioii  qiii 
(ioniie  la  vilesse  absolue  seiait  e\aelenient  la  menie.  .\iissi 
so  eontenle-l-oii  soiivenl  de  dire  qiie  .M  U el  M S soul  deuv 
vilesses  doni  le  poiiil  esl  aiiiine  siiiiidlanemeiil,  sans  indi- 
qner  la(|nelle  des  deux  est  line  vilesse  relalive;  el  on  les 
ooiifond  sons  le  iiom  de  compoxanfcx  de  la  vilesse  absolue 
M T,  qui  est  ii  son  tour  nomim'-e  lour  re'sii/faule. 

§ ^i3.  Lorsipi’mi  regardc  un  point  mobile  eomme  aninii; 
a la  fois  de  plus  de  deux  moiivemenls  (§  ^il),  on  obliiml  sa 
vilesse  absolue  an  inoyen  des  vilesses  des  divers  moiiveiuenis 
eomposanis,  en  appli(|iiant  siieeessivemenl  la  eonslruelioii 
dll  purallelogramme  des  vilesses,  dc  la  rnaniere  siiivanle  ; 

Fig.  21.  Soient  II,  .\C,  .\l),  AK, 

fig.  21,  les  vilesses  die  point, 
dans  eliaeiin  de  ses  inoiivc- 
inenls  launposauts.  On  Iroiive 
d'abord  (jiie  \ F esl  la  r(•sul- 
tanle  des  vilesses  A I!,  C;  en- 
siiileqiie  AG  esl  la  resiillanle 
des  vilesses  \ F el  A I),  el  par 
eoiiseqiieiil  la  resiillanle  des 
irois  vilessi's  .\lt,  AG-,  Al); 
enliii  qlie  AH  esl  la  resiiltaiite  de  .AG  el  A F^,  c’esl-ii-dire 
la  resiillanle  des  (|iiatre  vilesses  donnees. 

Pour  irouver  retie  resultaiite  delinilive,  on  pent  se  eoii- 
leiilerde  mener,  par  Fextremile  I!  de  la  premiere  vilesse  All, 
one  droitc  BF  egale  el  parallele  ii  .AC;  jtiiis,  par  le  point  I , 
line  droite  FG  egale  el  parallele  ii  .AH;  ensuitejiar  le  point 
G,  line  droitc  GH  egale  el  parallele  ii  AK  : la  droite  All,  ipii 
joint  le  point  .\  ii  Fextremile  du  polygone  AllFGH  ainsi 
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formi',  ost  la  resullaiitc  diordico.  Q'tlc  consirudion , a 
raitle  dc  huiudlc  on  determine  la  resnllanlc  d'un  nuinbrc 
qnelconqne  de  vitesses  donl  nn  point  est  anime  simnltane- 
incnt,  se  nomine  polygone  des  vitesses. 

II  est  dair  (jne  le  polygone  des  vitesses,  donl  le  paralle- 
logramine  des  vitesses  n'est  (in’nn  eas  pai'lieulier,  permetde 
composer  les  vitesses  simullanees  d'nn  point  dans  tons  les 
eas  possibles.  Si  ees  vitesses  simnltanees  soul  de  meme  di- 
rection et  (le  nuMiie  sens,  on  en  dcdiiil  (pie  la  viless((  r(‘sul- 
lanle  est  cgab;  a bnir  somiiie,  cl  (pi’die  est  dirigi-e  dans  la 
direction  ct  dans  le  sens  de  chacnne  d’dles.  Si  les  vitesses 


siinnltaii(-es  sont  de  mt-me  direction,  el  qne  les  tines  soieni 
dans  nn  sens,  les  autres  dans  le  sens  oppos(‘,  on  trouvera 
li‘iir  r('snltanl(‘  en  faisant  la  sommc  de  celles  (pii  soul  diri- 
gces  dans  nn  sens,  et  la  sommc  de  celles  (|iii  sont  dans  le 
sens  coniraire,  puis  relrandiaiit  la  jiliis  petite  de  ees  deux 
sommes  de  la  plus  grande  : la  diflta'ence  aiiisi  obl('nue  sera 
la  vitesse  iV'sidtante , cl  die  sera  tlirig(''e  dans  le  sens  de  la 
plus  gi  ande  des  deux  sommes  dont  nous  venous  de  parler. 

'i^i.  Dans  le  eas  oil  les  vitessi's  couqiosanles  sont  an 
nombre  de  trois,  el  oil  leui’s  directions  n(>  sont  pas  dans  iin 
iiK'iue  plan,  on  pent  Irouver  la  r(''siiltaiite  par  un  iiioyen  un 
pen  dillereiil,  (pie  nous  allons  laire  connailre. 


l il!.  22. 


■Soieiit  .\r>,  \C,  .VI),  pg.  22, 
l(-s  Irois  vitesses  composant(‘S. 
Ell  constriiisant  un  paralldo- 
granime  sur  VBet  VC, on  Iroii- 
vera  la  r('•sullanle  V E de  ces 
deux  vilesses;  si  eiisiiite  on  me- 
ii(‘,  ]iar  li‘  point  E,  ime  droili' 
EE  (>gale  et  parallele  ii  .VI),  VE 
sera  la  r(’■sullallle  des  trois  vi- 


Ic'-scs  .VI!,  .VI'.,  Al).  Or,  si  Eon  mi-ne  paries  points  1>,  C,  des 
droiles  IKi,  C.ll,  aiissi  (’-gales  el  paralieles  ii  .VI),  les  (-xlri-- 
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miles  I),  F,  fi,  II  <les  qiiaUc  ilroilcs  (*^alos  pi  parallHps 
A I),  EF,  lUi,  CII,  fornicionl  uii  pai  allplogramnie  pgal  ci 
]t:irallelc  an  parallplogiamnic  AUCF.  Doiu;  la  \ ilcsse  ivsiil- 
laiiie  AF'  est  la  diagoiiale  d’l.m  parallelipippde  I'uiisiruit  sui- 
les  irois  vilesses  foiiiposaiiles  AH,  A(-,  AI).  Ceitp  coiistnic- 
tioii,  sp«'*fiale  au  cas  dp  Irois  vitcsses  (-uiiipusaiitesiioii  siiiu-ps 
«Ians  uii  iiu'^iiur  plan,  so  iiumino  punilfe'/ipipide  de»  rite»»e*. 

2 f\?>.  Oil  a soiivoiit  bosuiii  do  doeomposor  iiiio  vitoss«‘  on 
deiiv  oil  liois  oomposanlos  sni\anl  dos  diroolioiis  doninVs. 
Celle  deeoinposiiion  s’oirocliie  lios-lacilonioni,  on  so  loiidant 
sur  ce  (jiii  piecode. 


Soil  AB,  fUj.  23,  lino  vilosso 
qn’il  s’agil  do  doi.oinposor  on  dou\ 
aulros  dirigecs  suivanl  los  lignos 
AC,  Al).  On  obsoi  vo  d’abord  qno, 
pour  quo  cola  soil  possible,  il  fanl 
qno  la  vilirsso  doiinoo  AB  soil  dans 
Ic  plan  CAD.  Si  cello  coiulilioii 


esl  rcniplie,  il  sullil  do  moiior  par  lo  |>oini  B dos  parallolos 


BF,  15F  aiix  lignos  A I),  .VC  : AK  el  A F sonl  los  donx  coin- 


pusaiites  clierolioos. 


Soil  onooro  \\\,  fifj.  iU,  niio 
vilosso  ipi’il  s’agil  do  doooin- 
posor  on  Irois  anli(;s  dirigoos 
snivanl  los  lignos  AC,  Al),  AC, 
non  siliu'os  dans  nii  inoino 
plan.  Alenons  par  lo  poinl  B 
li'ois  plans  rospoolivonionl  pa- 
rallolos anx  jilaiis  D.VE,  CAE, 
CAD,  ol  cliorclions  los  poinls 
E,  G , II  on  cos  jilans  conponi 
los  lignos  AC,  AD,  AE  : AE, 
AG,  ol  AH  soul  los  irois  vi- 


lesses  coniposanlos  qn’oii  voulail  oblonir. 
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s 4G.  iWonvement  d’uR  p«in(  rap|wrl^  ■ an  aystewc 

lie  eoordonnees  reclili^ncu.  — Pour  (Uitinir  comp|(*to- 
mciil  Ips  positions  successi VOS  cruii  point  mobile,  on  pout  les 
I'upportoi- a un  sysloine  d»!  coordonndos  roctilignos;  la  oon- 
naissanirodcs  variations  cpie  los  coordonndos  dprouvenl  aveo 
lo  lomps  entraine  ndcossaircinonl  la  connaissance  dos  di- 
vorsos  circonsianoes  du  inoiivoinont  do  co  point. 

Considdrons  d’abord 
le  nioiivemcnt  d’lin 
point  qui  rosto  tou- 
jours  dans  un  indmo 
plan  , ot  rapporlons 
80S  diversos  positions 
a doux  axos  ooordon- 
rf  " ^ nds  OX , OY  traces 

' dans  CO  plan , a.'i. 

Soionta:  I’abcisse  0»i,  et  y Pordonudo  Omi  du  point  mobile 
M a la  lin  du  temps  t.  C<*s  deux  coordonndos  a",  y,  variont 
avoc  le  temps,  cn  sorte  cpi’on  a 

^=/(0)  y = <f(0- 

Si  Poll  projotte  lo  point  M stir  Paxe  OX,  paralldlemont  a 
Pax(‘  OY,  la  proji'clion  sera  m;  dt;  mdnn*,  si  on  le  projotte 
sur  Paxe  OY,  parallelement  a Paxe  OX  , sa  projcHdion  sera 
«ii.  Los  doux  relations  qni  [>r(‘cddont  sont  done  los  dcpiations 
du  moiivomont  dos  projections  in,  mi,  du  point  HI  sur  los 
doux  ax(,*s.  Oil  los  nomine  souvont  aussi  les  equation*  du 
nwurenienf  du  point  M. 

L’diimination  do  / ontio  cos  deux  ('•ipiatious  rournit  une 
relation  outre  los  variables  a*,  y ; oo  n’ost  autre  chose  que 
Pi'“(pialion  de  la  tiajoctoiro  du  point  M. 

Ddsignons  par  ii  ot  m los  vilosses  dos  projections  m,  nit 
du  point  .M,  nous  aiirons 


y/  I i(t.  2.'. 


f/.r 

“ dt 


Ul 


~d,-9  (')• 
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I.ii  fuiiiiaissancedc  res  ilciix  vilosses  ixmiik'I  d(!  troiiver  la 
vitessp  r dii  poiiil  M,  eii  sc  fomlaiil  siir  <“c  fpic  u cl  «i  soul 
Ics  projcclioiis  (Ic  v sur  Ics  axes  OX,  UY  (§  13).  Kii  c(r<‘I, 
si  nous  mciions  par  Ic  point  .M  dcu\  droilcs  MX,  .Ml*  rcs- 
])C('livoinent  «‘galcs  a n,  »/i,  cl  |)arallclcs  aiix  axes  OX,  OY, 
il  cst  ais(‘  do  voir  qiic  la  vilcss<‘  r doit  clrc  rcprt'scntcc  cn 
graiuU'iu'ct  cn  direction  par  la  diagonalc  .Mt,)  dn  parallclo- 
grainnic  MXPt);  ccitc  diagonalc  .Ml)  cst  la  scnic  ligne  par- 
lanl  dll  point  .M,  donl  Ics  projections  snr  Ics  axes  soicnl 
M,  i/|.  On  pinil  done  dire  ipiela  vilesse  r dii  point  .M  cst  la 
ri'snilantc  des  vilesses  I/,  »/,  dc  ses  projections  snr  Ics  axi“s 
OX,  OY  (§  62). 

(ietlc  consecjucnce,  a laiinellc  nous  venous  dc  parvcnii’, 
pent  etre  etalilic  d’unc  aiitri'  nianicre.  On  pent  concevoir 
qtic  Ic  point  mobile  pai'coure  la  droitc  OX,  dc  nianicre  ipic 
IV‘(|iiation  dc  son  inouveinent  surcettc  ligne  soit 

^=./  (0; 

el  qu’eii  mcine  temps  la  ligne  OX  soil  animcc  d’un  moiivc- 
ment  dc  translation  reclilignc  paralleli'  a OY  et  rcprcscntc 
)iar  I'cquation 

y-'f  {')■ 

Kn  vertu  de  rcxislcncc  simullanec  dc  ees  deux  mouvements, 
le  point  M sc  mouvra  dans  Ic  plan  YOX  comme  nous  I'avions 
suppose  d'abord.  C.c  mouvement  absolu  dii  point  M |)cut  done 
etre  regai’dc  comme  resultant  de  la  composition  dcs  nioiive- 
meiils  dc  ses  deux  projections  sur  Ics  axes  OX,  OY;  el  par 
suite,  sa  vilesse  r doit  etre  la  resullanle  des  vitesses  u,  ui  do 
ses  projections. 

§ 67.  II  esl  facile  d’etendre  ce  qui  vienl  d’etre  dii  an  cas 
oil  Ton  rapporlc  Ics  positions  successives  d’un  jioint  mo- 
bile .M  il  Irois  axes  OX,  OY,  0/,  fig.  2C).  Si  Ton  designe  par 
X,  y,  2 Ics  trois  coordonnccs Om,  Owi,,  Own  dii  point  .M,  it 
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la  Till  dll  temps  /,  ces  quantiles  val  ient  avec  lo  leiiips,  en  sorle 
qu'uii  a 

=/('),  y = ?('),  i = 

Fig.  2(1.  Les  points  m,  ?;i,, 

m-2  soul  les  projeelions 
de  M snr  les  axes,  fai- 
tes  parallelement  an\ 
plans  YUZ,  X()Z,  XOY. 
Les  irois  relations  qni 
precedent  sonl  done 
X.  les  eipialions  dn  nion- ' 
vement  de  ces  pro- 
jections dn  point  M ; 
on  leur  donne  anssi 
le  noin  dei|nalions 
(In  inouvement  dn 
point  M. 

En  eliininanl  la  va- 
rialde  t enlre  ces  Irois  eipiations,  on  tronve  deux  relations 
enire  les  variables  x,  \j,  z ; ce  sonl  les  equations  de  la  Ira- 
J(‘eioir(*  dn  point  M dans  I’espace. 

Kepresentons  par  it,  it,,  iii  les  viless('sdes  iirojeetions 
in,,  mi  dn  point  M,  nous  anrons  ^ 


u=^^=f(t),  = (/). 


Ces  vitesses  u,  it,,  »/j,  sonl  les  projections  de  la  vilesse  r dn 
point  M dans  I'espace.  Un  en  concluia  sans  peine  (pie,  si 
Ton  mene  par  le  poi  nl  M trois  droiles  paralleles  anx  axes  OX , 
OY,OZ,et  ('-gales  respeciivemenla  n,  it,,  M2,lavilessereslla 
diagonale  dn  paraikdipipede  conslruit  snr  ces  trois  droiles. 
Done  cclle  vitesse  c dn  point  M est  la  r(^sullaiile  des  trois 
vitesses  u,  in,  i/j,  de  ses  projections  snr  les  axes  (§  hU). 
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On  parvienl  au  meme  resultat  on  supposantquc  le  point 
■nubile  sc  ineuvc  sur  I’axcOX  conforitiemeiil  a Tequation 


qu’en  im'me  temps  cet  axe  OX  ait  uii  mouvcment  de  trans- 
lalion  loctiligno,  purallele  a I’axe  OY,  et  roprescnte  par  I’e- 
quatiun 

y = ? W ; 

et  qn'cntin  le  plan  XOY  ait  aussi  uii  mouvcment  de  transla- 
tion rectiligne,  parallele  a I’axe  OZ,  et  represents  par  i’e- 
qnation 

2 ='!>(')• 


La  coexistence  de  ccs  trois  mouvements  equivaut  au  mou- 
vement  du  point  M dans  I’espace,  tel  que  nous  I'avions  d’a- 
bord  coiisidere.  On  pout  done  regarder  les  mouvements  des 
piojections  du  point  M sur  les  axes  commeetant  les  mou- 
vements composants  de  son  mouvement  absolu  , et  par  con- 
s<*quent  les  vitesscs  m,  m,,  mj,  des  projections  m,  m,,  mj , 
sout  les  composantes  de  la  vitesse  r de  ce  point  M. 

§ 48.  Slouvement  d’un  point  rapporte  a un  ByatSiHe 
de  ceordonueeH  polairea.  — On  peut  encore  rapporter  les 
diverses  positions  d'un  point  mobile  a un  systeme  de  coor- 
dounees  polaires.  Nous  allons  examiner  successivement  le 
cas  des  coordonnees  polaires  dans  un  plan,  et  celui  des 
coordomiees  polaires  dans  I’espace. 


Fig.  21. 


.Soient  P le  pSle , et  AP 
I’axe  polaire,  fig.  27,  aux- 
quels  sont  rapportees  les  po- 
sitions du  point  mobile  M, 
(|ui  se  meut  en  restant  dans 
un  plan  passant  par  I’axe  AP. 
Designons  par  r le  rayon 


vectenr  MP,  et  pai‘  0 Tangle  .MPA.  Les  (|iianlites  r et  0 va- 


■'ienl  avec  le  temps  t,  la  connaissance  des  relations  ipii  les 


i 
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lient  i celte  dcrnierc  variable  bullit  pour  que  le  luouvcment 
du  puiul  M soil  coinpleteineiil  euiimi. 

On  peul  regarder  le  point  .AI  eomnie  niarehant  le  long  dn 
rayon  veclenr,pendanlqn(“  ee  rayon  vecleiir  lonrne  antourdu 
pdle.  La  composition  de  res  deux  monvenieiits  simnltam^s  dn 
point  M donnera  son  mouvenicnt  reel.  Le  monvcinent  du 
point  M le  long  du  rayon  vecteur  est  un  monvement  relatif; 
dans  ce  cas,  on  Ini  donne  !c  noni  sp«'-cial  de  mourement  dn 
gli$$ement.  Le  inouvemeiit  de  rotation  du  rayon  vecteur 
autour  du  pdic  est  un  mouvement  d’entrainement ; on  Ini 
donne  egalement  ici  nn  nom  special,  celui  de  motiremenl 
de  circulation. 

La  vitessc  de  glissement  dn  point  M le  long  du  rayon 
vecteur  est 

dj- 

dr 

La  vitesso  de  circulation  du  point  M,  suppose  immobile  sur 
le  rayon  vecteur,  est 


Si  Ton  portc  la  premiere  eu  MS,  sur  le  prolongement  du 
rayon  vecteur  PM,  et  la  seconde  eii  .MR,  snivant  tine  perpen- 
diculaire  a ce  rayon  vcicteur,  on  tronvera  la  vitesse  abso- 
lud  .MT  du  point  M,  en  appliqnant  la  construction  du  paral- 
lelogramme  des  vitessesaux  deux  composantes  MR,  .MS. 

§ UiK  Lorsqn'nn  point 
mobile  M se  nieut  d’une 
maniere  qiielcompie  dans 
I’espacc,  on  pent  didinir  sa 
position  a chaque  instani  en 
donnant  : 1°  sa  distance  r 
a nn  point  lixe  on  pdle  1’, 
fio-  28 ; 2“  I’anglc  6 que  le 
rayon  vecteur  MP  I'ait  avec  sa  projection  ortliogonale  PB 


X 
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sur  un  plan  fixe  APB;  3°  eniin  Tangle  quc  la  projection 
PB  fail  avcc  unc  lignc  fixe  PA  iratoc  dans  cc  plan.  Lcs  trois 
coordonnees  r,  6,  ip  varient  avec  le  temps  t.  Les  relations 
qui  les  lieiit  ^ cettc  derniere  variable  constituent  les  equa- 
tions du  mouvement  du  point  M. 

On  peut  regardcr  le  mouvement  du  point  M dans  Tespace 
comme  resultant  de  la  composition  de  trois  moiivements  si- 
multanes,  savoir : 1°  uu  mouvement  de  glissement  du  point  .M 
le  long  du  rayon  vecteiir  PM ; 2°  un  mouvement  de  rotation 
du  rayon  vecteur  PM  autour  du  point  P,  dans  le  plan  BP.M  ; 
3"  un  mouvement  de  rotation  du  plan  BPM  autour  de  Taxe 
PZ  perpendiculairc  au  plan  APB.  La  vitesse  de  glissi>- 
ment  du  point  M,  le  long  du  rayon  vecteur,  est 

dr 
dt ' 


La  vitesse  du  point  , suppose  immobile  sur  le  i-ayon  vecteur, 
pendant  que  cette  ligivc  tourne  autour  du  point  P,  dans  le 
plan  BPM,  est 

de 

’■(S' 

La  vitesse  du  point  M,  suppose  immobile  sur  le  plan  BP.M, 
pendant  que  ce  plan  tourne  autour  de  PZ,  est 


r cos 


Supposons  que  Ton  porte  la  premiere  de  ces  trois  vitesses 
sur  le  prolongement  du  rayon  vecteur  PM  ; la  seconde  sur 
one  perpendiculairc  a PM,  men^*e  par  le  point  M,  dans  le 
plan  BPM;  el  la  troisi6me  sur  tine  perpendiculairc  an  plan 
BPM,  menee  par  le  point  M : il  suHlra  d’appliquer  ii  ces 
trois  vitesses  composantes  , perpendiculaires  eutre  elles 
deux  i deux,  la  construction  du  parallelipip<‘de  des  vi- 
tesses (§  UU'),  pour  trouver  la  vitesse  absolue  du  point  M 
dans  Tcspace. 

4, 
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§ 50.  lleliiodc  de  HoltFrial,  pour  le  truce  deK  lan- 
Kcnleii  anx  courbca.  — La  vito&se  d’uii  point  mubilcest,  a 
chaque  instant,  dirigec  suivant  la  tangente  a la  coiirbc  qn’il 
decrit.  II  cn  resultc  que  la  connaissance  de  cetlc  vitesse  en- 
traine  celle  de  la  tangente.  Concevons  qne  le  nioiivement  du 
mobile  soit  decompose  en  plusieurs  inoiivements  compo- 
sants;  si  Ton  pent  trouver  les  vitesses  simiiltanees  dans  ees 
mouveinents  composants,  on  siinplenient  les  rapports  (pii 
existent  entre  ellirs,  on  en  deduira  la  direction  de  la  vitesse 
absolne  du  mobile,  et,  par  suite,  la  direction  de  la  tangente 
a sa  trajectoire.  Telle  est  la  mcTliode  indicpiee  par  llobcrval 
pour  le  trace  des  langentes  aux  com  bes.  Nousallons  donner 
qnelqnes  exemples  de  son  application. 

Reprenons  la  conclioide , dont 
nous  nous  somnies  deja  ocenpe-s 
(§  24).  On  mene  par  le  point  lixe 
(),  fifj.  29,  une  droitc  quelconqne 
OAR,  et  Ton  porte  sur  cette  droit(‘ 
une  longueur  coiistante  AR,  a par- 
tir  du  point  .V  oil  ellc  coupe  une 
droite  fixe  MA’  : la  conclioide  est 
le  lieu  des  points  R ainsi  obtenus. 
Si  nous  regardons  le  point  O 
coniine  iiii  pole  untonr  dnquel 
tourne  le  rayon  vectenrOAR,  nous 
pourrons  regarder  les  vitesses  des 
points  A et  B coinme  resultant  chacune  de  la  composition 
d’uiie  vitesse  de  circulation  autonr  dn  jioint  0 et  d’nne 
vitesse  de  glissenieiu  le  long  du  rayon  vectenr  (,§  48).  Les 
vitesses  de  glissement  de  ces  denx  points  k et  R soiit  i^  i- 
deniment  egales , puisque  la  distance  de  ces  denx  points 
ne  varie  pas.  D’un  autre  cote,  lenis  vitesses  de  circulation 
soiit  piopoi  tionnclles  ii  leni  s distances  OA,  OR,  an  jioiiit 
fixe  O.  La  \itesse  absolne  dii  point  A e.'t  dii  igee  snivaiit  la 
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lipnc  AIi\  ; soil  AC  cetto  vitesse  : en  ('onslriiis:iiit  lo  rocinngle 
AECn,  on  aura  AD  pour  la  vitcsse  dc  circulation  du  point  A, 
el  AE  ponr  sa  vitesse  dc  glisscmcnt.  Si  nous  tra^ons  BF  per- 
pcndiculaire  a OB,  juscpi’a  la  rciicontre  dc  la  lignc  OD  pro- 
longee,  BF  sera  la  vitesse  de  circulation  du  point  B;  si  nous 
portons  cn  outre , sur  le  prolongement  dc  OB,  une  lon- 
gueur B(i  egale  a Ah,  BG  sera  la  vitesse  de  glissement  du 
point  B : la  diagonale  BII  du  rectangle  BFGII  sera  done  la 
vitesse  du  |K)int  B,  et,  par  coiisi‘quenl,  cetle  ligne  BH  sera 
la  tangente  a la  conchoide  an  point  B. 

L’ellipsc  est  le  lien 
des  points  A , fig.  AO, 
tels  (jiic  la  soinmc  de 
leurs  distances  A F , A F' , 
a deux  points  fixes  F,F', 
est  constante.  Si  nous 
regardons  le  point  A 
comnic  appartenant  an  rayon  veclenr  AF , mobile  autour 
du  point  F,  sa  vitesse  pourca  etre  deeomposee  en  une 
vitesse  de  circulation  ct  une  vitesse  dc  glissement.  II  en 
sera  de  mi'me  si  nous  regardons  ce  point  A comme  appar- 
tenant au  rayon  vecteur  AF',  mobile  autour  du  point  F'. 
La  Somme  ,\F  -h  AF'  rcstaiit  constante,  il  en  resultt^  ne- 
cessairemeut  que  les  deux  vilesscs  de  glissement  du  point  A 
soiit  egales,  el  que,  si  I’une  des  deux  est  dirigee  suivant 
le  prolongt'ment  de  F.\,  I'aiitre  est  dirigee  de  .V  vers  F'.  Soil 
AB  la  vitesse  de  glissement  du  point  sur  le  rayon  vccteur 
FA;  si  nous  connaissions  la  vitesse  de  circulation  corres- 
pondante,  il  nous  suflirait  de  la  porter  sur  la  j*erpcndicu- 
laire  BC  au  rayon  vecteur  F.\  B,  puis  de  joiudre  son  extrcmiite 
au  point  ; la  ligne  aiiisi  oblenue  serail  la  vitesse  du  point  A. 
Soit  de  memo  .M)  la  vitesse  de  glissement  du  point  .A.  sur  le 
rayon  vecteur  F'  A;co  porlant  la  vitesse  de  circulation  cor- 
responiiante  sur  la  perpendiculaire  DE  au  rayon  vecteur  F A, 
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et  joignant  son  oxtiH^mite  nu  point  A,  nous  aiirions  encore  la 
Vitesse  de  cc  point.  L’exlremile  de  la  ligne  qui  reprt‘sente  la 
vitesse  du  point  A,  devant  se  trouver  a la  foissur  BC  ct  sur 
DE,  sera  done  le  point  (>,  oil  les  deux  lignes  BC,  DE  se  ren- 
contrent ; et  par  conse<|uent  AG  sera  cette  vitesse.  L’egalite 
dcs  lignes  AB,  AD,  montre  quo  la  ligne  AG,  qui  est  la  lan- 
gente  4 I’ellipse  en  A,  divise  I’angle  B.AD  cn  deux  parlies 
egales. 

g 51.  MoBveMeals  aloialtaiifa  d’an  aollde.  — Si  Ton 

rapporle  les  positions  successives  des  diflerents  points  d’lin 
solide  en  moiivement  a des  axes  coordonnes  qui  so  depla- 
cent  eux-memes  dans  I’espace,  on  trouvera  ainsi,  non  pas 
le  mouvement  absolu  du  solide,  mais  son  mouvement  relalif 
par  rapport  a ces  axes  mobiles.  On  pout  regarder  le  solide 
comme  animd  4 la  fois  dc  deux  inouvenients,  donl  Tun  est  le 
mouvement  relalif  dont  nous  venons  de  parler,  el  I'aiitre  est 
le  mouvement  d'enti'atnemeiil  qii’il  aurait  s’il  etail  lie  invaria- 
blement  aux  ax«?s  mobiles.  Le  mouvement  rdel  du  solide  s’ob- 
tiendra  par  la  composition  du  mouvement  relatif  et  du  mou- 
vement d’entrainement  qne  nous  snbstilnons  par  la  pensi'e  4 
ce  mouvement  ivel. 

Xous  avons  dejii  fait  usage  de  cette  consideration,  qni  eon- 
siste  a regarder  le  mouvement  reel  d’nn  solide  comme  dit  a la 
coexistence  de  deux  aulres  monvements,  lorsque  nous  avons 
dit  qn'une  vis  qni  pim^tre  dans  son  eerou  glisse  le  long  de  son 
axe  el  tonrne  en  m^me  temps  antonr  de  cet  axe  (§  31). 

. IJn  solide  pent  d’ailleurs,  comme  un  point,  t'tre  regarde 

comme  anime  a la  fois  de  trois,  Ao  quatre monvements 

distinets,  dont  la  composition  fournira  toujours  le  mouve- 
ment reel  du  solide  dans  I’espace. 

Nous  aliens  voir  comment  on  pourra  composer  entre  eux 
les  divers  monvements  simnitanes  d’un  solide,  dans  tons  les 
cas  possibles;  et,  pourcela,il  nous sulTlrade nous occuperde 
la  composition  des  monvements  elemcnlaires  simullan<5s. 
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piiisqu’cn  appliqiiaiit  Ics  propositions  quo  nous  allons  otablir 
aux  mouvonKMits  elrinonlaires  qui  so  prodiiisoiit  ponclaiU  los 
(doiin'tils  siiooossifs  dii  toiiqis,  on  on  dodiiira  sans  poino  la 
runiposition  dos  monvonionts  oontinus  siinultanos  du  solido, 
do  quolquo  natnro  quo  soionl  cos  niunvoinonls. 

§ 52.  C'ompoNillon  den  niouvonienU  eiemenlalrcM 
MimullanfK  d’an  iwlide.  — Cumpotifiun  dc*  translatiunn. 
— Si  un  solido  ost  aninn-  ii  la  fois  do  doiix  nionvomonls  (d('“nion- 
tairos  do  translation,  oliaonn  do  sos  points  d<'>orira,  on  vortii 
du  inouvomonl  rosultant,  la  diagonalo  du  paralldlogrammo 
oonstruit  stir  los  ohoniins  inlinimont  potitsqu’il  paroonrrait  on 
vorlit  do  oliaonn  dos  inoiivoincnts  oomposants  (§  52).  Mais 
lous  los  paralUdograminos  construits  ainsi,  pour  los  divors 
points  du  solido,  out  lours  odtos  ogaiix  et  parallolos ; lours 
diagonalos  soronl  dono  aussi  <'galos  ot  parallolos  : done  le 
niouvomont  rosultant  du  solido  sora  oncoro  un  mouvoinoni 
do  translation.  On  voil  do  plus  quo  la  vitosso  du  solido,  dans 
CO  niouvomont  rosultant,  ost  roprosontoo  on  grandourclen 
direction  par  la  diagonalo  du  paralkdograninio  conslruit  stir 
losdroites  qui  ro  prosen  lent  los  vilesses  dos  niouvonicnts  corn* 
pusants. 

Si  un  solidt?  ost  aniiiid  d'nn  nombre  quelconqiie  do  inou- 
veinonls  olomcntairos  do  translation,  son  mouvoiiicnl  rosul- 
tant sora  oncoro  un  niouvomont  do  translation;  ot  la  vi- 
tosso do  CO  niouvomont  losiiltant  so  doduira  dos  vitessos  dos 
mouvemonts  oomposants,  par  la  oonstrnction  du  polygono 
dos  vitessos  (§  Dans  lo  cas  oil  il  n’y  aura  quo  trois 
mouvemonts  coniposants,  et  oii  los  vitessos  do  cos  trois  inou- 
vomonts  no  soront  pas  parallolos  ;i  un  niomo  plan,  la  oon- 
slructioii  du  polygono  dos  vitessos  pourrarUro  rouiplacoo  par 
oollo  du  parallolipipodo  dos  vitossos  (§  55). 

§ 5.^.  Composition  d’nne  translation  et  d’une  rota- 
tion. — ('onsidi'-rons  un  solido  aiiiind  ii  la  fois  d'liiio  transla- 
tion, ot  d’unc  rotation  autonr  d’nn  axe  porpondiculaire  a la 
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direclion  dc  lu  iraiisluliun.  Soil  0,  fig.  .11,  la  projtTliim  dc 

I’axe  aulour  duqtiel  s’elTeclue 
la  rotation,  dans  le  sens  indi- 
qne  par  la  fleclic  a;  ct  AB  la 
dirertion  de  la  translation , 
dont  le  sens  est  indiqiie  par  la 
fleelie  b.  Desi^ons  par  w la 
Vitesse  angulairc  de  la  rota- 
tion, et  par  » la  vitessr^  de  la  translation,  wrf/  sera  I’angl); 
dont  le  solide  touring  autour  de  I’axe  (),  pendant  le  temps 
dt,  et  rdt  sera  la  quantite  dont  il  se  deplace  parallelement 
a AB,  en  vertu  de  la  translation,  pendant  le  nieine  temps. 
Abaissons  du  point  0 line  perpendiculaire  snr  .AB,  et  pre- 
nons  surcette  perpendiculaire  tin  point  .M  tel  que  I’oii  ait 

r = w X OM. 

Le  point  AI  s’abaissc  au-dessous  de  OM , et  peipendiculai- 
rement  a cette  ligne,  d’une  qiiantiti*  w rf/  X O.M,  pendant 
le  temps  rf/ , en  vertu  de  la  rotation  autour  de  I’axe  0 ; il  s’l^ 
l«!ve  en  mc'me  temps,  suivant  la  memo  direction,  d’une  qnan- 
tite  r dt,  en  vertu  dc  la  translation  : ces  deux  quantites 
etant  egalcs,  d’apresla  manierc  dont  le  point  M a ide  clioisi, 
il  en  resulteque  ce  point  .M  reste  immobile.  On  concint  im- 
mediatement  de  la  que  le  mouvement  resultant  du  solide  est 
line  rotation,  autour  d’liu  axe  mene  parle  imiiil  .M, parallele- 
ment a I’axc  0 de  la  rotation  composante.  Pour  trouver  la 
vitesse  angulairc  avec  laquelle  s’clTectue  cetic  rotation  resul- 
tante , nous  observerons  que  le  point  0 se  deplace , pendant 
le  temps  dt , d’une  quantite  r dt , en  vertu  de  la  translation , 
et  qu’il  ne  se  deplace  pas  du  tout  en  vertu  de  la  rotation 
composante ; son  deplacement  total  est  done  c dt , et  si  nous 
le  regardons  comme  du  a la  rotation  resultante,  il  nous  suf- 
lira  de  le  diviser  par  O.M,  pour  avoir  I'angle  decril  pendant 
le  temps  dt  en  vertu  de  cette  rotation  : le  quotient 
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i>  dt 

oivi 


ctaiit  i-gal  a 'j>  dt , (i'api  es  la  relation  qui  nous  a sor\i  a de- 
leriiiiner  OM,  il  s’ensnit  qnc  la  vilessc  angulairc,  dans  la 
rolation  l esnltanto,  est  egale  a w.  Le  sens  de  cctte  rotation 
resultaiite  est  d’ailleni’s  indique  par  la  lleehe  c,  c’est-a-dire 
i|irilestle  niemc  qne  ccliii  de  la  rotation  coinposante. 

Dans  !e  cas  oil  Ton  aura  iin  solidc  anime  a la  fois  d'nnc 
tininslation,  et  d’nnc  rotation  autour  d’un  axe  non  perpendi- 
ciilairc  a la  direction  de  la  translation,  on  deconiposera  la 
translation  eii  deux  composaiites  (§§  52  et  hh),  dont  I’line 
soit  parallele  ii  I’axe  de  la  rotation , et  I’antre  Ini  soil  per- 
pendiculaire.  On  coinposera  la  secondc  de  ces  translations 
composaiites  aver  la  rotation,  ce  qiii  donnera  une  rotation 
egale  autour  d'nn  axe  parallele  au  premier.  II  restera  alore 
line  rotation  , et  une  translation  dirigee  suivant  I’axe  de  cette 
rotation  , dont  la  coexistence  equivaut  a un  mouveinent  heli- 
(•oidal,  tel  que  le  mouvemcnt  d’une  vis  qui  penetre  dans  son 
ecroii  (§31). 

Le  iiiouvement  lieligoidal  elemcntaire  d’un  solide  pouvant 
etre  regarde  comme  resultant  dela  composition  d’une  rota- 
tion autour  de  I’axe  instantanc  de  rotation  et  de  glissement 
du  solide,  et  d’une  translation  le  long  de  cet  axe,  il  est  facile 
d’en  conclure  I’expression  de  la  vitesse  il’iin  point  quelcon- 
que  du  solide  mobile.  Si  Ton  designe  par  r la  vitesse  de  la 
translation , par  a>  la  vitesse  angulairc  de  la  rotation  , et  par 
r la  distance  du  point  quo  Ton  considere  a I’axe  instantanc 
de  rotation  et  de  glissement,  on  aura 

V et  w )• 

poui'  les  deux  composaiites  de  la  vitesse  du  point;  et  comme 
ces  deux  composaiites  sont  dirigees  ;i  angle  droit  I’une  snr 
rantre,  la  vitesse  resiiltante  a pour  valeur 
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On  voilpar  la  (|iic  la  vilcssc  d’lin  point  dii  solide  mobile  esl 
d'aiiumt  plus  grand)'  quo  ec  point  cst  plus  idoigiu';  de  I'axc 
insUintane  de  rotation  el  de  glisseinent;  cl  que  cel  axe  esl  le 
lieu  des  points  du  solid)'  dont  lu  vilesse  cst  minimum. 

^ § 54.  Cotnpotilion  de*  ro- 

talion*  aulour  d’ajce*  parat- 

N • lide*.  — Supp))Sons  qu’iin  so- 

^'iB•  S2.  lide  soil  anime  a la  fois  de  deux 

rotations  autour  do  deux  axes  paralleles  proj)!les  en  0,  0 , 
fig.  32 , dans  le  sens  des  (leches  «,  a' , el  avec  des  vilesscs 
angidaires  o>,  (■)'.  Prcnons,  sur  la  ligne  00',  un  point  M tel 
quo  run  ail 

&>  X OM  = w'  X O'  M. 

Ell  vertu  de  la  rotation  w «//  autour  de  I’axe  O , b;  jioint  .M 
s’abaisse  au-d)?ssons  de  00'  d'une  quantile  wrf/  X OM;  en 
vertu  de  la  rotation  ti>'  dl  autour  )le  I’axe  O',  ce  point  M s’e- 
leve  au-dessiis  de  00'  d’une  quantiti'  co’  rf  / X O'M : ces  deux 
di'placements  simultani'setant  c'gaux  et  direclement  oppos)‘s, 
il  s’ensuil  que  le  point  M reste  immobile.  Done  le  mouve- 
menl  ii'sultanl  esl  unc  rotation  autour  d'un  axe  qui  passe 
par  le  point  M , ct  qui  cst  parall^lc  aux  axes  des  rotations 
composantes.  Get  axe  de  la  rotation  resiiltanie,  situedansle 
plan  des  axes  d)!s  rotations  composantes,  el  entre  ces  deux 
axes , divisc  la  distance  00'  qui  les  separe  en  di'ux  parties 
O.M,  O'.M,  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angu- 
laires  w,  w'.  Le  deplacement  total  00,  dupoinlOest  du  uni- 
(luement  a la  rotation  <a!dt  autour  de  I’axc  O',  ct  esl  I'gal  a 
dt  xOO';  si  I’on  regarde  cc  di'placement  total  ) dmme 
du  a la  rotation  ivsultante  aulour  de  I’axe  M,  I’angle  ihu'i  il 
pendant  le  temps  dt,  dans  celle  rotation  resullanlc,  sera 
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00 1 w'rf/XOO' 

(1m  ^ oli  ■ 

En  observant  que  00’ — O.M -hO'.>I , ol  tonaiil  compU'  dr  la 
relation  quia  srni  a drlinir  Ir  point  .M,  on  trouvera  <pirrol 
angle  deerit  pendant  le  temps  dt,  dans  la  rotation  resnltante, 
cst  (‘gal  a 

(o)  -1-  o>')  di  : 

done  lu  vitosse  angnlaire,  dans  le  monvernenl  iTsultant,  esl 
&)  + &>',  e’est-a-dire  la  sornmedes  vitesses  angnlaires  dans  les 
nionveinents  composants.  l.a  rotation  resnltante , atitonr  de 
I’axe  M , s’elTeetue  d’aillpiirs  dans  le  sens  de  la  fleclie  b, 
e’est-a-dire  dans  le  mi'me  sens  que  chaeime  des  rotations 
composantes. 

En  raisonnant  absolument  de  la  irn'ine  inaniere,  dans  le 
cas  oit  tin  solideserait  anitnti  de  deux  rotations  de  sens  con- 
traires,  iintour  d’axes  paralbdes , avec  des  vitesses  angnlaires 
b),  b)',  etsupposant  b>  >'>)',  on  arrive  au  n'snitat  suivant.  Le 
inouvement  r(*sultant  est  tine  rotation  autour  d’un  axe  paral- 
lele  aux  axes  des  rotations  composantes,  sitmi  dans  le  plan 
de  ces  deux  axi'S , en  delioi's  d(^  1a  portion  dii  plan  qu’ils 
eomprennent  eiitrc  eux ; et  dii  cdlii  de  I’axe  eorix'spondanl  it 
lu  plus  grande  vitesse  angulaire  u ; les  distances  de  cet  axe 
de  la  rotation  nisultanteaux  axes  des  rotations  composantes, 
sont  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angnlaires 
correspondantes  b>,b>';  la  rotation  r(‘sultantc  a lieu  dans  le 
sensde  la  rotation  composante  dont  la  vitesse  estu,  et  la 
vit(!ssc  angulaire  de  cette  rotation  irsultante  cst  (*galc  :'i 

6)  — W'- 

Dans  le  casparticulieroiiles  deux  rotations  composantes, 
autour  d’axes  parallelcs,  s’clTcetuent  en  sens  contraires  et 
avec  des  vitesses  angnlaires  (‘gales , il  ivsulte  de  ce  qui  vient 
d'etre  dit  que  le  mouvement  absolii  du  sulide  est  une  rotation 
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niiloiir  d’liii  a\o  sitiid  a riiilini,  datis  U>  plan  des  axes  des  ro- 
Inlions  coniposantes , et  que  cetle  rotation  sVITectnc  aver  nne 
vitesse  aiigulnire  nnlle;  c’est-ii-dire  quo  le  monveinent  n-snl- 
lanl  doit  I'tre  unc  translation  dirigee  perpendiculairement 
an  plan  des  axes  des  rotations  eoinpos:intes.  On  pent  le  re- 
eonnaitre  directenient  do  la  inaniere  snivante.  Soient  0,  O', 
fig.  .13,  lesaxes  des  rotations  eomposantes,  et  ro  lenr  vitesse 

angnlaii'e  eommnne.  Pen- 
^ dant  le  temps  dt,  nn  point 
Bt  • qneleoiKine  M pris  entre  les 
deux  axes,  et  dans  lenr  plan, 
s’eleved’une  quantiteur//  X OM,  perpendienlairemeiit  a ee 
plan,  en  verinde  la  rotation  antoiii'  de  I’axe  0;  il  s’j'-leve,  siii- 
vant  la  meme  direetion,  d’une  qnantiti’*  d t y.  O’M , en  vertn 
de  la  rotation  aiitonr  de  I'axe  0'  : son  di’plaeement  total  est 
done  X (O.M -t O’ M),  on  ee  qui  est  la  mt'me  chose 
tji  dt  y.  00',  e’est-a-dire  qn’il  est  independant  de  la  position 
du  point  M siir  le  plan  des  deux  axes  0,0',  et  entre  ces  deux 
axes.  De  meme  uii  point  (jneleonque  M’,  pris  sur  le  plan  des 
axes  0,0',  en  dehors  de  ces  axes,  sVleve  de  wrf/  X O.M', 
pendant  le  temps  dl,  en  vertn  do  la  rotation  autonrde  I’axe 
O ; il  s’abaisse  en  meme  temps  de  uidt  y O'M',  en  vm'ln  de  la 
rotation  autonr  de  I’axe  O'  : son  deplacement  total  est  done 
<odt  X OM' — oj  dt  X O'.M',  on  encore  m dt  y 00',  conime 
|)our  le  point  .M.  Il  suit  de  la  que  rexisteiice  simultanee  de 
deux  rotations egaleset  de  sens  contraires,  autonr  d’axes  pa- 
ralleles,  ce qui  constitue,  snivant  Pexpression  admise,  un  cou- 
ple de  rofation*,  equivaut  a une  translation  dirige'-e  perpen- 
diculairement an  plan  des  axes  des  deux  rotations,  on  att 
plan  du  couple;  et  que  la  vitesse  de  cett(>  translation  s’ol>- 
tient  en  mnitipliant  la  vitesse  angulaire  commune  des  deux 
rotations,  par  la  distance  des  axes  autonr  desqnels  ces  rota- 
tions s’effeetueiil  (oj  X 00  ). 

.'si  nn  solide  est  anime  a la  lois  d'nn  noiiihre  qiielconqiie 
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(l<‘  I'oliiliuiis  de  meme  si^iis  iiutmir  d':i\<>s  pnrullrlos,  on  troii- 
vera  facilenient  son  mouvemenl  resultaiK , cn  ooinposant 
d’abord  doux  de  ces  rotations  en  une  seule , coinme  nous 
ravonsditaii  commencement  de  ce  paragraphe  ; composant 
ensuite  la  rotation  resultante  ainsi  oblenne  avee  une  troi- 
sit>me  des  rotations  dont  il  s'agit ; puis  ectte  scconde  rota- 
tion resultante  avec  une  quatrieme  des  rotations  donnees, 
et  uinsi  de  suite.  Le  mouveineut  resultant  delinitif  sera  done 


line  rotation,  de  nu'me  sens  qiie  les  rotations  eomposantes 
donnees,  autour  d’lin  axe  parallele  aiix  axes  de  ces  rotations 
eomposantes ; et  la  vitesse  angiilairc  resultante  sera  la 
somme  des  vitesses  angulaires  eomposantes.  Dans  le  eas  oil 
un  solide  sera  anime  ii  la  fois  d’lin  nombre  qiielconque  de  ro- 
tations autour  d’axes  paralleles,  les  uiies  dans  un  sens,  les 
aiitrcs  dans  le  sens  opposi’-,  on  trouvera  le  mouvement  re- 
sultant de  la  maniere  suivaiite  : on  cuniposera  d’abord  eii 
une  seule  toutes  les  rotations  qui  out  lieu  dans  uii  sens,  puis 
un  en  fera  aiitaiit  des  autres  rotations  qui  out  lieu  en  sens 
eontraire  ; enliu,on  eomposera  entre  elles  les  deux  rotations 
n'-sultantes  partielles  ainsi  obtenues,ce  qui  donnera,pour  le 
inoiiveiiient  resultant  du  solide,  une  translation  ou  une  ro- 


tation, suivaut  quo  les  vitesses  angu- 
laires de  ces  deux  rotations  resultan - 
tes  partielles  scront  egales  ou  ine- 
gales. 

§ 55.  Cumpotition  des  rotalitms 
autour  d'ares  voncourants.  — Con- 
siderons  un  solide  anime  de  deux 
rotations  «•lelnentaires  siiniiltanees  au- 
tour de  deux  axes,  .\B,  CD,  qui  pas- 
sent  par  un  meme  point  E,  fig.  34,  et 
representons  par  w,  to',  les  vitesses 


* I ig.  it.  u ;ingulaires  correspondant  ii  cbacune 


d’elles.  Le  point  E ue  s»*  deplai;ant  cn  vertii  d’aiiciiue  de  ces 
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deii\  rolalions,  il  est  clair  quelc  niouvomont  iV-siillant  sera 
uiie  rotaliun  autoiir  d'un  axe  passant  par  le  point  £ (§  27). 
Pour  trouvcr  eet  axe,  imaginons  que  nous  portions  sur  les  di- 
rections AH,  CD,  ct,  a pariir  de  leur  point  de  rencontre  E,  des 
longueurs  EF,  EG,  proportion nelles  aux  vitesses  angulaircs 
b),  a>' ; supposons  en  outre  que  ces  longueurs  soient  porlees 
dans  un  sens  tel,  qu'en  nieltant  souoeil  au  point  E,  et  regar- 
dant, soit  dans  la  direction  EF,  soit  dans  la  direction  EG,  on 
voie  la  rotation  correspondante  s’effectuer  dans  le  sens  dans 
lequel  nous  voyous  habituellemeut  tourner  les  aiguilles  sur 
le  eadran  d'line  liorlogc  ou  d'une  montre.  Cela  fait,  construi- 
sons  unparallelogramineEFGII,  sur  les  deux  lignes  EF,  EG; 
nous  allons  voir  que  la  diagonale  EH  dece  parallelogramnie 
est  preciseinent  Faxe  de  la  rotation  resultaute. 

En  eflet,  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  AB,  et  pendant 
le  temps  dt,  le  point  II  s’eleve  au-dessus  du  plan  BED,  d’une 
quantile  ui  dt  y,  HP;  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  CD 
et  dans  le  nn^me  temps,  ce  point  H s’abaisse  au-dcssous  du 
plan  BED  d’une  quantile  u'  dt  X HQ.  Or,  les  deux  trian- 
gles HFP,  GIIQ,  etant  semblables,  il  s'ensuit  qu’on  a 

HP_  HF_EG_w' 

HO~HG“  EF“ 

011  en  deduit 


to  X HP=w'  X HO  : 

done  les  deplacements  simultaiies  co  / X HP,  u'  X IH), 
du  point  H,  dus  aux  deux  rotations  composautes,  soul  egaiix 
entre  eux,  et  comme  ils  sonl  tons  deux  diriges  perpendiculai- 
remenlaii  plan  BED  eten  sens  contraire  I’un  de  I’autre,  il  en 
resulle  quelc  point  11  reste  immobile.  La  ligne  EH  est  done 
bien  I’axe  autour  duquel  s’efleclue  la  rotation  elementaire 
qui  constitiie  le  mouvemenl  resultant  du  solide. 

Beste  a trouver  la  grandeur  de  la  vitesse  angulaire  D 
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dans  cc  mouvcmcnl  resultant.  I’oury  arriver,  obsorvonsquc 
le  poiiitG  se  deplace  d’une  qiiaiitite  CO X GR,  en  vertu  de 
la  rotation  autour  de  AH,  et  qu’il  ne  se  deplace  pas  en  vertu 
dc  la  rotation  autour  de  CD  : son  deplaccmeiit  total  est  done 
CO  rf/  X GR.  D’un  autre  cOtc,  sil’on  regarde  ce  deplacement 
total  du  point  G comme  tin  a la  rotation  resultante,  on  trouve 
qu’il  a pour  valeur  Cl  dt  X GS;  on  doit  done  avoir 

CO  rf/  X GR  = t2  <//  X G.S, 

d’oit  Ton  tire 

J) 

CO  GS 

Or,  les  deux  triangles  EFII,  EGII,  sont  eganx  ; Ics  pro- 
duils  EF  X GR  et  Ell  XGS,  qiii  represenleiit  les  dunl)l*‘s 
de  lours  suiTaces,  sont  done  aussi  (‘gaux  ; on  on  dediiit 

GS~  EF’ 

et  par  consequent  on  a 

CO  ~ EF' 

II  resulte  de  la  que,  si  les  vitesses  angulaires  composantes 
CO  et  c.)'  sont  represent^cs  par  Ics  longueurs  EF,  EG , anx- 
quolles  olios  sont  proporlionnolles,  la  vitesse  angnlairo  rc^ 
snItantoQ  sera  representee  par  la  longueur  Ell.  Quant  an 
sens  do  la  rotation  resultante , il  est  aiso  do  voir  qu’il  est 
bioii  tol,  quo,  si  Ton  mettait  son  a*il  au  point  E,  ot  qu’on  re- 
gardit  dans  la  direction  EH,  on  verrait  le  solide  tournor  dans 
le  sens  oil  nous  voyons  tourner  les  aiguilles  d'une  horloge. 

D’apri's  cela,  les  lignes  EF,  EG  citant  prises  do  maniore  ii 
repivscnter  les  directions  des  axes  dos  rotations  composan- 
tes, ainsi  qne  la  grandeur  et  le  sons  de  la  vitesse  angnlairo 
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autour  do  ••haoun  d<*  ccs  axes,  la  diagonal*;  EH  du  paralltdo- 
gi’amnic  conslruit  surlcsd*Mi\  ligiios  EF,  EG,  reprdscnte  il<* 
ini^mc  la  diieciion  dc  I’axe  dc  la  rotation  resultante,  uinsi 
qucla  grandeur  et  le  sens  de  la  vitessc  angulaire  correspon- 
dante.  Cette  proposition  constitue  cc  qii’on  noinine  le paral- 
lelogramme  de*  rotation*. 

La  construction  qiie  nous  venous  dc  deinontrcr,  ct  qui  sort 
a composer  entre  elles  deux  rotations  eli-inentaires  simulta- 
nees  d’un  solid*;  autour  dc  deux  ax*‘s  qui  ])assent  par  iiii 
in*-me  point,  est  enliereinent  analogue  a la  construction  a 
I'aide  de  laquclle  on  compose  deux  viP'sscs  simultau*;*‘s 
d’un  nu'me  point  (§  42).  Nous  pouvons  eii-conclure  de  suite 
que,  quaiid  on  aura  a composer  entre  elles  un  nombre  quel- 
conque  de  rotations  (flcinumtaires  simuluinees  d’un  solide  au- 
tour  d’axes  dont  les  directions  concourent  toutes  en  uii 
ni«^me  point,  on  y arrivera  en  opt-rant  de  m*}me  que  quaiid  il 
s’agit  de  troiiver  la  irsultante  d’un  nombre  quclcoiiqiie  de 
vitesses  simultam’-es  d’un  point.  On  represeutera  la  gran- 
deur et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  relative  a cliacune  d*‘s 
rotations  composantes , au  inoyen  d’unc  certaine  longueur, 
portee,  comine  nous  I'avoiis  dit,  surl’axe  autour duquel  s’ef- 
fectue  cette  rotation.  Un  traiterales  diverses  lignes  uinsi  ob- 
tenues  comme  si  dies  etaient  les  vitesses  simultaiuVs  d’un 
point,  et,  a I’aide  du  polygone  des  vit*‘sses  (§  /i3),  on  trouvera 
leur  ■'('sultante.La  ligne  ainsi  *)btenuefera  coiiuaitrc  la  dircc- 
Jion  de  I'axc  dc  la  rotation  r*;sultante  cherclme,  et  aussi  la  gran- 
deur et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  de  cette  rutatiou  resul- 
tantc.  Cette  construction,  qui  a pour  objet  de  trouver  la  rota- 
tion resultante  d’un  solide  anim*‘  a la  fois  d’un  nombre  *{uel- 
conqucdc  rotations  composantes  autour  d’axes  concourants, 
se  nomine  polygone  de*  rotation*. 

Dans  le  casoii  les  roUitions  composantes  sont  au  iioinbr*; 
de  trois,  ct  oil  les  axes  de  ces  rotations  ne  sont  pas  dans  un 
nu^me  plan,  on  pent  i ciiiplac*‘r  le  polygone  des  rotations  jiar 
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mu*  (-oiistrucliun  analogue  au  paralUMipipede  ties  vitesses 
(S  ^^0  i construclion  speeiale  sous  le  iioin  tie 

parallelipipede  de*  rotations. 

^ § 56.  Composition  de  dear 

,f  rotations  autour  d’axes  non 
.<iitae's  dans  an  meme  plan.  — 
Soient  II,  (’.I),  fig.  35,  les  axes 
r / ties  deux  rotations  ideinentaires 

siniultaiiees  (I’un  solide.  >ioiis 

/ Fin.  35. 

siipposons  tpie  CCS  axes  lie  soiit 
Xe  pas  sitiies  dans  nil  meme  jtlan. 

\ l*ar  tin  point  K,  pris  sur  .\l(, 

\,  inenons  C'D'  parallele  it  Cl). 

' Nous  ponvons  regarder  la  imi- 

tation autonr  de  CD  ooinnie  rt'-- 
siilUinl  de  la  eoinposition  d’unc  rotation  egale  et  tie  inline 
sens  autour  de  Ci)',  et  d'une  translation  dirigee  perpendi- 
ndairement  au  plan  CDC’D' (§  53).  Cette  translation,  tit? 
meme  grandeur  etde  inemc  sens  qiie  le  deplaeemt>nt  elt'-- 
mcntairc  du  point  E du  ii  la  rotation  aiitonr  de  CD,  s'ef- 
feetiie  suirant  EF,  avcc  tine  vitesse  egale  au  produit  de  la 
Vitesse  angulairc  autour  tie  C.D,  par  la  distance  des  paral- 
leles  CD,  C D'.  Si  nous  substitnons  a la  rotation  autour  de 
CD,  les  deux  monvements  siniultaiies  dont  nous  venous  de 
parler,  c’est-a-dire  la  rotation  autour  tie  C D'  et  la  transla- 
tion suivant  EF,  nous  aiirons  ii  composer  entre  eiix  trtiis 
nioiivements  elemciitaires , savoir  : la  rotation  autour  de 
.\B,  la  rotation  autour  tie  C'D',  et  la  translatitni  suivant  EF. 

Cette  composition  s’effectiiera  de  la  manieri;  snivaiite  : on 
composera  d’abord  les  deux  rotations  autour  tie  .Vli  et  de 
C D',  ii  I’aide  du  parallelogramme  des  rotations  (§  55); 
puis  on  composera  la  rotation  resuluinte  ainsi  obtenue  avec 
la  translation  suivant  EF  (§  53),  ce  tpii  donnera  neccssaire- 
inent  nn  nioiiveinent  lielicoTdal,  puisqne  EF,  perpendicniaire 
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au  plan  CD  C'D',  ne  pcuipas  I'tre  perpendiculaire  a I’axe  de 
la  rotation  rcsultantc  qui  est  situe  dans  le  plan  AEG'. 

§ 57.  Compogflion  de»  mourementt  quelconquet.  — 
Tout  mouventent  ekWiu'iitairc  d’un  solidc  equivaut  a la 
coexistence  d’une  rotation  autoiir  d’un  axe  et  d’une  transla- 
tion le  long  de  cet  axe.  La  composition  de  deux  mouvemeiits 
elemcntaires  quelconques  d’un  solide  revient  done  a la  com- 
position de  quatre  mouvemeiits  simultanes,  donl  deux  sont 
des  moiivements  de  translation,  et  les  deux  autres  des  mou- 
vements  de  rotation.  Si  Ton  compose  d’abord  les  deux  rota- 
tions eiitre  elles,  on  trouvera  eii  g(-neral  pour  resultat,  uiie 
rotation  unique  et  une  translation  (§  5G) ; si  Ton  compose 
ensuite  les  deux  translations  entre  dies,  et  avec  celle  qui 
peut  resulter  de  la  composition  des  deux  rotations,  on  ob- 
tiendra  une  translation  unique  : les  mouvemeiits  elemcn- 
taires donnes  serontdonc  remplac»‘S  par  une  rotation  et  une 
translation,  ce  qui  donnera  eii  genei’al  tin  mouvement  lieli- 
(oTdal  (§  53). 

Si  un  solide  est  aniine  a la  fois  de  plus  de  deux  mouve- 
ments  eliMiientaires  quelconques,  on  trouvera  le  mouvement 
resultant  dii  solide  de  la  maniere  suivante  ; on  composera 
entre  eux  deux  des  mouvemeiits  donnes,  etl’oii  obtiendra  aiiisi 
un  mouvement  resultant  partiel  de  meme  nature  ipie  chuciin 
des  moiivements  composants,  d’apres  ce  que  nous  venous  de 
dire;  on  composera  ensuite  ce  mouvement  resultant  inirtid 
avec  un  troisieme  des  mouvemeiits  composants ; puis  le  se- 
cond mouvement  resultant  partiel  qui  en  proviendra  , avec 
un  quatriemc  des  mouvemeiits  composants ; et  ainsi  de  suite. 
Le  resultat  dcTinitil'  sera  en  gi'nieral  un  mouvement  lieli- 
(oidal,  ce  qui  devail  etre  necessairement,  puisqiie  le  niouve- 
ment  lielivoidal  est  le  mouvement  (dementaire  le  plus  geiUMal 
dont  un  solide  ptiisse  etre  aiiime. 

§ 68.  Decompogition  d’un  mouvement  e'h'mentaire 
quelcotique  d’un  go/ide,  en  Iroig  tranglaliong  paral/efeg 
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a troin  axc»  recta  tigii  fa  ire*,  ef  en  trot*  rotation*  aufotir 
de  ce*  axe*.  — .Siipposons  qu’un  solido  mobile  soil  rapporte 
a trois  axes  eoordoniies  reetangiilaires  OX , OY,  OZ,  et  eon- 
sidiVons  111)  point  faisani  parlie  dn  solide,  on  lii‘  iiiraiiable- 
ment  a lui,  qui  coincide  avec  I’origine  0 an  commencement 
du  mouvenient  elementaire  dont  nons  nous  ocenpons.  Nous 
pouvons  diW  omposer  ce  mouvement  tdemi'iitaire  du  solide, 
en  line  translation  egale  H parallele  au  mouvement  dn  point 
dont  nous  venons  dc  parler,  et  une  rotation  autour  d’nn  axe 
passant  par  ce  point  (§  31).  La  translation  pent  toujours  se 
di'composer  en  trois  translations  dirigees  respcctivcment 
siiivant  lesaxes  OX,  OY,OZ(§§  52  et  45);  la  rotation  s’ef- 
fectuant  autonrd’un  axe  qni  passe  par  le  point  0,  peutegale- 
ment  se  dtk’omposer  en  trois  rotations  autoni'  des  memes  axes 
CS  § S’’  Done  tout  mouvement  elementaire  d’un  so- 

lide pent  se  diaoinposer  en  trois  translations  paralleles  i 
trois  axes  reclangnlaires  pris  a volonte  et  en  trois  rotations 
autour  de  ces  axes. 

g 59.  Theoric  den  tuouvemcnfi)  relatirs.  — Mou- 
rement  refatif  d’un  point,  par  rapport  a un  *y*teme 
d'axes  uninie  d’un  mourement  de  tran*fation  dan*  Vet- 
pace.  — I'll  jioint  mobile  decrit  dans  I’espace  la  lr^jectoire 
M.M'M",  fig.  3G,  et  se  trouve  en  M a la  fin  du  temps  /, 
en  .M’  a la  fin  du  temps  en  M"  ;i  la  fin  du  temps  t”,  etc. 
On  rapporte  ce  point  a un  sysleme  d’axes  .V  A r;,  A f,  qui 
se  deplacent  en  restant  paralleles  aux  axes  fixes  OX,  OY, 
OZ,  et  on  se  propose  de  trouier  le  mouvement  relatif  qni 
en  resiilte,  e’est-a-dire,  le  monvement  apparent  du  point 
mobile,  pour  un  observateur  qui  participerait  au  mouvement 
des  axes  mobiles,  A A t;,  A ?. 

SoitA  A'  A"  la  trajectoirc  de  rorigine  mobile,  qni  se  trouve 
en  a la  findu  temps  I,  en  .Va  la  fin  dn  temps  t‘ , en  A"  ^ 
la  fin  du  temps  /'',ctc.  A la  fin  dn  teiiqis  t,  I’observateur, 
que  noussupposerons  place  a I’origiiie  desaxes  mobiles,  voit 
5. 
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le  point  mobile  suivant  la  direction  AM,  A la  (indn  temps 

il  l<‘  Yoit  suivant 
A'M'.  Menons 
A' A'  egale  et  pa- 
rallele  a A M ; il 
faudrait  qiie  le 
])oiiit  mobile  se 
trouvat  en  X a la 
lin  dll  temps  /', 
pour  qiie  robser- 
t vateiir  criit  qu’il 
lie  s'est  pas  de- 
place  pendant  le 
lig  30.  temps  t'  — t.  All 

lieu  de  cela , le 
point  mobile  est  en  M'  a la  lin  dii  temps  /'  .■  il  doit  done  sem- 
bler  ^trealle  de  N en  M'  pendant  ce  temps  ( — /.  Mais  I'oli- 
servatcur,  qui  se  croit  immobile,  rapporte  aii  point  A ce 
que  nous  venons  de  trouver  pour  le  point  A' ; en  sortc  que, 
si  par  ce  point  A nous  menons  une  droite  km  egale  et  pa- 
rallele  a A'M',  e’est  le  cliemin  Mm',  cgal  et  parallele  a i\  M', 
qui  lui  sembic  avoir  etc  parcouru  par  le  point  mobile.  De 
inline,  si  I’on  mene  par  le  point  .A  unc  droite  Am"  egale  el 
parallele  ii  on  obtient  la  position  m"  on  le  point  mo- 

bile sembic  litre  venu  se  placer  il  la  fin  dii  temps  t'\  et  ainsi 
de  suiU".  La  ligne  M m'm"  est  la  trajectaire  du  mourement 
relalif. 

Si  /' — t est  infiniinent  petit,  M M',  M m',  M N sont  les  de- 
placements elementaires  simultanes,  dans  le  mouvemeiit 
absolu  du  point  mobile,  dans  son  mouvemeiit  relatif,  et  dans 
le  mouvementdc  roriginc  des  axes  mobiles;  le  premier  est  la 
diagoiiale  du  parallelogrammc  coiistruit  sur  les  deux  autres. 
En  divisantces  deplacements  par  on  a les  vitesses  cor- 
respondautes  dans  ces  trois  mouvemeuts,  vitesses  qui  soiit 
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dirigws  suivniil  les  lignes  M M',  M/n',  Mi\;  done  la  vitesse 
absolue  du  point  mobile  cst  la  resnltantede  sa  vitesse  rela- 
tive el  de  la  vitesse  derorigiiiedesaxcsinobiles.  Solent  MT, 

MS,  MR,  fig.  37,  ccs  trois 
vitesses,si  I’on  prolonge  MR, 
an  dela  du  point  M,  d’une 
quantile  M R'  egale  a M R,  M S 
sera  la  diagonalc  du  parallc- 
logranime  ;\1R'ST  : done  la 
vitesse  relative  MS  est  la  resnltantede  la  vitesse  absolue 
MT,  et  d’une  vitesse  MR'  «*gale  el  eontraire  a la  vitesse 
M R de  I’origine  des  axes  mobiles. 

Coiicevons  que  les  coordonnees  x,  y,  z du  point  mobile, 
l apportees  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ,  fig.  36,  soient  don- 
nees  eii  fonetion  du  temps  t par  les  relations  suivanles  : 

^=/(0  , y = <?(0  , 2=i|'{0- 

Concevons  en  outre  que  les  coordonnees  Xu  y,,  z,  de 
rorigine  des  axes  mobiles  soient  egalement  donnees  en  fone- 
tioii  du  temps  t par  les  relations  : 

^i=/<(0  , yi  = •?,(()  , = 

Les  coordonnees  r:,Cdu  point  mobile,  rapportees  anx 
axes  mobiles  A^,  An,  A?,  seront  liees  an  temps  t par  les 
relations  : 

?=/(0-/.(0  , n=?(0-?.(0. 

Ce  sont  les  equation*  du  mourement  relatif. 

Considerons  specialemenl  le  cas  oil  le  point  donl  on  clier- 
che  le  iiioiivemenl  relatif  est  en  repos  absolu.  Ses  coordoii- 
ii»k*s,  rapportees  aux  axes  fixes  OX,  OY’,  OZ,auront  alorsdes 
valeui’s  conslantes. 

x=z  a , y = b , 2 — c; 
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el  par  suite  Ics  equations  de  son  luoiivement  relalif  dcvien- 
dront 

. r,  = b — 'f,{i)  , i;  = c— 


evideiument  rouniies  par  les  formulcs 

x'  = a—f,{i)  , y'  = t — (f)  , 2'  = C—  4-1  (i). 

Done  les  cooi  doiinws  dc  roriginc  mobile  A,  par  rapport  aux 
axes  fixes  M X‘,  M Y',  M Z',  soul  consiamuienl  egales  aux 
coordonneesde  M rapporlecs  aux  axes  mobiles  A?,  \r,,  A^. 
On  en  conclut  neeessairemenl  que  la  irajeetoire  relative  on 
apparcutc  du  point  M,  par  rapport  a ces  axes  mobiles,  est 
symetriqiie  de  la  trajeeloire  reelle  du  point  A.  Ces  irajee- 
loires  sont  symetriques  I’liiie  dc  I’antre,  et  non  egales,  parce 
que  les  eoordonnees  x',  y',  du  point  A se  eomptent  eii 
sens  contraires  des  cooidonneesrelatives  S,  r,  ? du  point  M ; 
elles  seraient  egales,  si  les  eoordonnees  x',  \j' , z',  lout  eii 
ayantrespeclivementlesineines  valeui-s  (jueH,  r,,  ?,  se  eomp- 
aient  suivanl  les  axes  M X",  31  Y",  M Z". 
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Dans  Ic  cas  particulier  oil,  Ic  point  M otant  en  repos  ab- 
solii,  le  point  A decrit  une  trajectoire  plane,  la  trajectoire 
apparente  ou  relative  du  point  M cst  aussi  plane.  £t  coniine 
deux  figures  planes  symcti  iqiies  sont  eii  meine  temps  egales, 
on  enconeliit  quo,  dans  ce  cas,  la  trajectoire  apparente  dti 
point  M est  exacteiiient  la  nieme  qiie  la  trajectoire  reellc  du 
point  A ; ces  deux  trajectoircs  ne different  que  par  la  position 
qu’elles  occupent.  Nous  pouvons  eiter,  conime  exemple,  lo 
niouvement  annuel  de  la  terre  aiitour  du  soleil ; dans  ce  niou- 
veinent,  la  terre  decrit  line  ellipse  dont  le  soleil  occiipe  iiii 
des  foyers  : il  en  resulte  que,  pour  un  observateur  place  siir 
la  terre,  le  soleil  senible  decrire  annuellenieiit  tine  ellipse 
egale  a la  precedente,  dont  uii  des  foyere  est  oeeiipe  par  la 

§ 60.  Mourement  rela- 
lif  d’un  point,  par  rap- 
port a un  tytthne  d’axet 
anime  d’un  mourement 
de  rotation.  — Suit  A B, 
fig.  .39, 1'axe  de  rotation  du 
systeine  d’axes  mobiles  par 
rapport  auxquels  nous  vou- 
loiis  determiner  le  moiive- 
ment  relatif.  Nous  pou- 
vons, si  nous  voulons,  sup- 
poser  qiiele  systeine  d’axes 
mobiles  ait  ele  clioisi  de 
manicre  que  I’un  d'ciix  coincide  avec  cet  axe  AB. 

Soieiit  M,  .M',  M " les  positions  du  point  mobile  a la  fln  des 
temps  t,  V , t ".  Le  point  M,  eonsiderc  coniine  lie  atix  axes 
mobiles,  decrit  un  eercle  .M  N'N",  en  vertii  de  la  rotation  de 
ces  axes  aiitour  de  A B,  et  se  trouve  par  exemple  en  N'  a la 
fill  du  temps  et  en  N"  a la  findti  temps  P est  le  centre 
de  ce  cercle.  Pour  que  le  point  mobile  parut  dtre  dans  la 
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im^mo  pusitioii  a la  liii  dii  l(‘iii|)s/'  i|u’a  la  liii  ilu  U‘m|)s  t,  pour 
Tobst'i  valeiir  (|ui  se  iiicnl  avec  los  axes,  il  I'aiKlrait  epic  re 
point  so  irouviU  ('ll  .\' a la  lin  du  toiiips  niais  il  i*st  alors 
on  M'  : done  il  a pani  allor  do  >'on  .M'.  I/ohsorvaloni',  nose 
oroyant  pas  on  inonvomoni,  rapportc  eette  trajoi^toire  appa- 
mile  a la  position  M (in’avait  d’abord  le  point  mobile;  on 
sorlo  (jiio,  poni' Ini,  lo  mobile,  a soinbb'  allor  do  M on  m', 
oolto  ligne  .M  m'  dtant  la  ligne  N'  .M'  qn’oii  a fail  lonrnor  aii- 
lonrdo  AH,  .jnsqii’a  ocipio  X viomioon  Al.  Do  nu‘'mo  le  point 
mobile  devi  ail  (‘Ire  on  .\  ",  ;i  la  fin  dn  temps  I ',  iiour  somblor 
ooenper  la  memo  place  qua  la  fin  dn  temps  t;  il  est  alors 
on  M"  : il  a done  jiai  n allor  de  X"  en  M",  on  pinidt  do  Al 
oa  m",  la  ligne  AI  m"  n olant  autre  que  la  ligne  X"  AI"  cpi’oii 
a fait  toiirnei' anionr  de  AH,  jusqn’a  ee  (pie  X"  vioiine 
on  AI. 

La  trajeeloire  du  moiivonicnt  rolatif  dn  point  mobile  ost 
done  M ni  hi  ",  il  est  clair  (pie,  pour  robionir,  on  pent  don- 
ner  ;i  oliaqne  instant  an  point  mobile  un  mouvonient  de  rota- 
tion autourde  A H,  I'galct  eontraire  aumonvement  des  axes 
mobiU's  autour  de  eelte  ligne ; en  oomposant  le  mouvoment 
absolu  du  point  mobile  avoc  cc  nouveau  mouvemoiil,  on 
troiivera  son  niouvement  rolatif  ou  apparent. 

Il  resulte  de  lit  quo,  dans  le  cas  partieulier  oil  le  point 
dont  on  cliorelie  le  mouvemont  rolalif  est  en  repos  absolu 
dans  I’espaeo,  oe  mouvonient  rolatif  ost  nn  monvomeiit  de 
I'otalioii,  dgal  et  eontraire  an  mouvemont  de  rotation  des 
axes  mobiles.  On  en  trouve  un  oxcmple  dans  le  mouvomonl 
diurne  des  astres ; ce  mouvemont  n'estipt’une  apparonoe  due 
il  cc  quo  la  terre  est  aiiimec  d’un  niouvement  de  notation 
('■gal  ot  eontraire,  autour  de  la  ligne  des  piMes. 

§ ()1.  Mourement  relatif  d’lin  point,  par  rapport  a un 
tygteme  d'axet  qui  $e  deplace  d’une  manicre  quelconque 
dan*  Vegpacc.  — II  est  facile  de  g(‘n('raliser  ce  qui  pircede, 
de  nianiere  a determiner  le  niouvement  rolatif  d’un  point  par 
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I'lippoi't  :'i  im  syslcmp  d’axes  qiii  sc  tlcplacc  (i'liiic  inaiiicrc 
qiicicoiiqiic  dans  IVspacc. 

Iina^inons  qnc  I’on  domic  a I cnsciTiblc  dii  point  mobile 
ct  dcs  axes  mobiles  auxipiels  on  Ic  l oniparc,  mi  inoiivenicnl 
I'ommmi  (|uelcumpic;  Ic  moiivnncnt  rclalirdu  point  parrap- 
porl  aiix  axes  lie  sera  pas  dian^e  par  rexisience  dc  ce  moii- 
vemeiit  eonininn.  Si  I'on  clioisit  ce  monvenienl  coniimin  de 
telle  manrere  qn’a  chaque  instant  il  soit  e^al  et  coiitraire  :iit 
iiiuiivemenl  qiie  pussedent  les  axes  a cet  instant,  cenx-ci  se 
troiivei’ont  reduits  a I'etat  de  repos ; ipiaiit  au  point  mobile,  il 
sera  anime  d’lin  monvemeiit  resnltant  de  la  composition  dii 
niuiivenienttpril  avail  d’abord,  et  de  ceini  ipi’oii  \ient  en  ou- 
tre de  Ini  doniier  : ce  mouvemeiit  rr'snilant  ne  sera  autre 
chose  cpie  le  niouvenient  relatirclierclit'. 

11  est  aise  de  voir  d'apres  cela  ipie  la  vitesse  dn  point  mo- 
bile a mi  instant  (pielconqne,  dans  son  mouvemeiit  relatif,  est 
la  resnitante  de  sa  vitesse  absoliie,  et  d’nne  vitesse  I'gale  et 
coiitraire  a celle  tpi'il  aiirait  s'il  etait  lie  invariablement  aux 
axes  mobiles,  dans  la  position  qn'il  ocenpe  a cet  instant. 

§ 62.  Jlouremeiif  relulif  dr  deux  nulidet  tjui  ne  dr'p/a- 
rent  chacun  d'une  manih'e  quelronque  daiin  I'enpace.  — 
I.oi-sqiie  deux  solides  A,  II,  sc  menvent  d’une  manierc  quel- 
ctmqiie  dans  I'espace,  on  tronve  le  mouvemeiit  du  solide  A 
par  rapport  au  solide  II,  on,  ce  qni  revient  nu  meme,  par 
rapport  a des  axes  coordonnes  que  Ton  suppose  liesinvaria- 
blemcnt  a ce  solide  Bet  mobiles  avec  Ini,  en  operant  comme 
nous  venous  de  I'indicpier  dans  le  paragraplie  preci'dent.  On 
attribue  it  renscmbledes  solides  A et  II  iin  mouvement  com- 
imin  egal  et  coiitraire  an  mouvement  du  solide  II.  Cc  so- 
lide B se  tronve  ainsi  ramene  a I'etat  de  repos  ; et  si  Ton  com- 
pose le  mouvement  qn'avait  le  solide  \ avec  celiii  (pi'on  vient 
de  Ini  donner,  on  tronve  iiii  mouvement  resultant  qiii  est  pri'*- 
cisemeiit  le  monvemeiit  relatii’  clierclie. 

9 63.  Tlieorle  du  roulement  et  du  ^llitseincnt  den 
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■olldeti  leu  uns  sur  Ira  autrra.  — Nous  avons  parh>  d'une 
courbe  roulanl  sur  uiie  autre  courbe,  et  d'uue  surface  roulant 
sur  unc  autre  surface,  lorsque  nous  avons  cherche  it  nous 
faire  unc  idee  dc  la  manierc  dont  s'eflcctue  le  inouvcmcnl 
coutinu  d’une  figure  plane  dans  son  plan,  ct  d’un  solidc  dans 
I’espace.  Quoique  Ton  ait  facileinent  coinpris  alors  en  quoi 
consistait  cc  roulement,  nous  allons  en  donner  iei  uiie  deli- 
nition  precise,  afin  que  I'on  voic  clairement  quelle  est  la  na- 
ture dc  ce  genre  de  inuuveiueut,  dans  tons  les  cas  oil  il  pent 
se  presenter. 

Un  ditqu’une  courbe  roule  sur  une  autre  courbe,  lorsque 
la  premiere  courbe  se  ineut  par  rapport  a la  scconde  sans 
qii’elles  cessent  d’eti’e  Uingent(;s  I’une  ii  I’autre,  el  qu’en  ou- 
tre le  point  de  coulaclse  deplaec  cii  nn'inc  temps  de  quantity 
cgalessur  ces  deux  courbes.  Cette  dernierc  condition  pent 
d'ailleurs  elre  enoncee  autrcmenl,  en  disant  que  les  diverses 
parties  de  la  premiere  courbe  vicnneiit  successivement  s’ap- 
pliquer  sur  des  arcs  dc  memo  longueur  dc  la  scconde 
courbe. 

Lorsque  deux  solidcs  se  meuvenl  Tun  par  rapport  a I’autre, 
et  que  leurs  surfaces  sc  touchcnl  constamment  parun  point, 
le  point  de  contact  se  deplace  en  general  sur  chacune  de  ces 
surfaces.  Cousiderons  le  lieu  geomcHrique  des  positions  que 
ce  point  de  contact  occupe  successivement  sur  la  surface  du 
premier  solide,  et  aussi  le  lieu  geonuUrique  des  positions 
qu'il  occupe  sur  la  surface  du  second  solidc.  Si,  dans  le  moii- 
vemenl  des  deux  solides  I’un  par  rapport  a I’aulrc,  la  pre- 
miere de  ces  deux  courbes  roule  sur  la  secondc,  conforme- 
ment  a la  definition  que  nous  venous  de  donner  du  roulement 
des  courbes, on  dit  que  le  premier  solide  roule  sur  lesecond. 

Deux  solides  peuvent  se  toucher  a la  fois  par  plus  d'lin 
point.  S’il  y a uii  iiombre  (ini  dc  points  de  contact  isolcs  les 
unsdes  autres,  ily  aura  roulement  des  deux  solides  I'lin  sur 
I'autre,  pour  ceux  de  ces  points  de  contact  pour  lesquels  les 
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conditions  qiii  out  etc  iiidiquccs  dans  lecas  d'un  seui  point 
de  contact  scront  reniplics. 

Dans  le  cas  oil  deux  solides  se  touchentpar  nnnonibreinfini 
do  points  do  contact,  formant  par  Icur  enseinble  ce  qu’on 
nomine  line  ligne  de  contact,  on  dit  qn'il  y a I'oiileinent  dc 
I'liii  siir  I'autre  dans  toute  IVtcndiie  de  la  ligne  dc  contact, 
lorsipie  les  cboses  sc  passont  coninie  nous  allons  I’indiquer. 
Coiicevoiis  qu'un  ait  trace  uiie  courbe  quelconque  sur  la  sur- 
face dll  premier  solide,  de  telle  inanierc  que  cette  courbe 
rencontre  la  ligne  de  contact  dii  premier  solide  avec  le  se- 
cond, dans  les  divei'ses  positions  quelle  prend  successivement 
sur  ce  premier  solide.  Concevons  en  outre  que  Ton  ait  mar- 
que, sur  la  surface  du  second  solide,  la  suite  dcs  points  oil 
cette  surface  est  toiicliec  successivement  par  la  courbe  que 
roll  a tracec  sur  la  surface  du  premier ; cette  suite  de  points 
de  contact  formera  line  autre  courbe  tracee  sur  la  surface  du 
second  solide.  Si,  dans  le  mouvement  dn  premier  solide  sur  le 
second,  les  deux  courbesdoiit  nous  venous  deparler  roulenl 
I'line  sur  I’autre,  de  qiielqticmaniere  que  la  premiere  dc  ces 
courbes  ait  etc  tracee  sur  le  solide  correspondanl,  il  y a roii- 
lenienl  du  premier  solide  sur  le  second,  tout  le  long  de  Icur 
ligne  de  contact. 

§ 1)4.  La  definition  que  nous  venous  de  donncr  du  roii- 
lement  d'unc  courbe  sur  une  autre,  ou  d'liii  solide  sur  tin 
atilre,  dans  les  divers  cas  qui  peuvent  se  presenter,  ne  siqi- 
poseeii  auciiiic  maniere  querunc  desdeux  courbes,  ou  I'uii 
des  deux  solides,  cst  cn  repos.  Le  roulenient  est  abtulu  ou 
reialif,  siiivantque  I'line  des  deux  courbes  on  Tun  des  deux 
solides  est  immobile,  on  bien  que  les  deux  courbes  ou  les 
deux  solides  se  deplacent  en  nieme  temps  dans  I’espace.  Le 
roulemcnt  reialif  pent  d'ailleurs  6tre  ramene  ii  uii  roulenient 
absolu,  par  le  iiioyen  que  nous  avons  iiidique  pour  ramener 
tin  mouvement  relatif  quelconque  a uu  mouvement  absolu 
(§62). 
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J.ui'squ’mu'  coiirbc  imjl)ile  roulesur  imo  rom  lw  immobile, 
soil  ([tu!  cos  courboscKisiont  soulos,  soil  qu’ellessc  troiivenl 
ll•;u■ocssur  les  surfaces  do  doux  solidos  qui  roulonl  I’un  siir 
raiitro,  il  ost  clair  (|uo  lo  point  di-  contact  dos  doux  courbos, 
consid«-rd  coninio  appurtoiiaiit  a la  comix-  mobile,  rostc  on 
repos  pendant  un  intorvalle  do  tonq>s  inliniinont  petit ; lo 
moiivenionl  diomonlairo  do  la  combe  mobile,  on  du  solide 
ampiel  elle  appartiont,  doit  dune  etre  line  rotation  antoni- 
d’nn  ;ixo  passant  par  ce  point  de  contac't  27\  II  resnite 
do  hi  quo,  si  nn  solide  eii  monvoment  touche  constammonl  nn 
solide  immobile  par  pinsienrs  points,  el  s'il  y a ronlemeut  dn 
premier  solide  siir  lo  second  on  chacmn  do  cos  points  de  con- 
tact, le  monvoment  elomentairedusolidc  mobileost  a chaqne 
instant  nne  rotation  aiitour  dim  axe  passant  par  sos  divi-rs 
points  de  contaot  avec  le  solide  immobile  ; et  qne,  par  con- 
sequent, tons  CCS  points  sont  m-cessairemont  on  ligno  droito. 
Dans  le  cas  oh  lo  solide  on  monvoment  touche  le  solide  immo- 
bile on  nne  inlinile  de  points,  formant  nne  ligno,  il  no  pent 
y avoir  roulomont  du  premier  solide  snr  le  second  lout  le 
long  de  lour  ligne  de  contact,  qn'anlanl  (pie  cette  ligne  ost 
droite.  I’onr  (piiin  solide  pnisso  ainsi  ronlei-  dime  maniei  e 
continue,  pendant  nn  temps  qiiolconquo,  snr  nn  autre  solide 
immobile,  lout  le  long  dime  ligne  de  contact  de  lours  sur- 
faces, il  ost  lui'essairo  (pie  les  surfaces  de  cos  deux  solidos 
soient  d(-s  surfaces  regteeg. 

Ce  ri-snitat  anqnel  nous  venous  de  parvonir,  pour  le  cas 
dn  ronlement  absolu  dim  solide  mobile  snr  un  solidi;  immo- 
bile donl  il  touche  la  surface  on  pinsienrs  points,  ost  dirocte- 
mont  applicable  an  cas  dim  ronlement  rolatif;  puis(|nim 
paroil  ronlement  pent  ('-tro  rtimenc-  a nn  ronlement  absolu 
des  iiK-mes  solidos  sc  tonehant  snccessivemenl  par  les  menios 
points. 

S 65.  Tonies  les  fois  qne  deux  solidos  sont  on  monvemeiil, 
liin  par  rapport  ii  I'antre,  sans  quo  lours  surfaces  cessont 
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(le  s(*  lutu-lier,  ot  qiic  les  condilioiis  qiii  caraclt-risonl  lo  roii- 
l(‘mciit  (S  C;$)  lie  soul  pas  reniplies,  on  clil  (jn’il  y a gli**e- 
meiit  de  I’lm  des  solides  snr  I’aiili  e.  Le  glisseineiU  est  abso/u 
oil  relalif,  suivant  qu’iin  seiil  des  deux  solides se  ineiil  dans 
I’espace,  on  bien  qu’ils  soul  tons  deiix  en  inouvenieiit.  Moiis 
n’avbiis  besoin  de  nous  oeeuper  qne  du  glissement  absolu, 
pnisqiic  le  glissement  relatif  pent  toujoiii's  etre  raniein-  a 
eire  nn  glissement  absolii,  par  I'application  d<‘  ce  qui  a lUe 
dit  dans  le  paragraplie  (>:2. 

II  pent  arriver  qiie  le  eontact  des  deux  solides,  qne  nous 
siipposei'ons  d'abord  ii’avoir  lieu  (pi'eii  nn  point,  reste  tun- 
junrs  en  un  meme  point  de  la  sniTaee  de  I'uii  de  ces  solides, 
et  qu’eii  mt'me  temps  il  se  di'-place  snr  la  surface  de  I'antre. 
La  quantitc  doiil  les  points  des  deux  surfaces,  qui  coinci- 
daient  au  commencement  d’nn  moiivement  l'■lementaire  ipiel- 
conqne  du  solide  mobile,  se  troiivent  ecartes  I'lin  de  I'antre 
il  la  fin  de  ce  muiivement  ebnnentaire,  forme  ce  qii'on  nomine 
le  glitsemeiit  elemettlaire  ; la  vilesse  de  celui  de  ces  deux 
points  qui  appartienl  au  solide  mobile,  est  la  ri!eg*e  de  gfig- 
sement, 

Ln  general,  le  point  de  contact  se  deplace  ii  la  fois  siirles 
surfaces  des  deux  solides.  Le  glissement  elementaire  est  ton- 
join's  la  qnantite  dont  les  deux  |>oints  qni  coincidaient  se 
sont  ecartes  en  vertu  d'un  niuiivement  *'‘leinenlaire  du  solide 
mobile,  et  la  vitesse  de  glissement  est  lonjours  la  vitcsse  de 
ceini  de  ces  deux  points  ipii  appartient  au  solide  mobile;  ce 
glissement  idementaire,  et  la  vilesst*  de  glissement  (|iii  lui  cor- 
respond, sont  tonjours  diriges  dans  le  plan  tangent  cominnii 
aux  dcnx  solides  mene  par  lenr  point  de  contact. 

Le  mouvenient  dn  solide  mobile  pent  se  decomposer  ii 
elia(|uc  instant  en  un  mouvement  de  rotation  autoiir  d'un 
axe  passant  par  son  point  de  eontact  avee  le  solide  immo- 
bile, et  un  mouvement  de  translation  : la  vitesse  decernon- 
vementde  translation  est  preciseinenl  la  vitessedeglisseinent. 
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Le  solide  en  moiivemont  pent  toucher  le  solido  immobile, 
par  plusieurs  points  isoles  et  cn  nombre  fmi,  oii  bieii  par 
unc  infinite  de  points  formant  une  lignc  ou  mi'me  une  sur- 
face de  contact  Dans  ce  cas,  on  pent  dire  pour  cbacun  de 
ces  points  ce  que  nous  venous  de  dire  du  point  de  conlaet 
unique,  dans  le  cas  oil  nous  supposions  qu’il  n'y  en  avait 
qu’un.  II  y a un  glissement  el^mentairc  et  une  vitesse  de 
glissement  pour  cbacun  de  ces  points  de  contact,  et  ou  les 
determinera  exactement  de  la  im'me  maniere  que  si  les  so- 
lides  ne  se  touchaient  que  par  un  point. 

§ 66.  Application  aux  Engrenages.  — Les  engre- 
nages  sont  des  organes  de  maebines  destines  i transmeltre 
le  mouvement  de  rotation  d’un  arbre  a un  autre  arbre.  Ils  se 
composent  de  roues,  garnies  de  dents  sur  tout  leur  contour, 
ou,  suivant  rexpression  admise,  de  roue$  deute'et,  que  Ton 
adapte  aux  arbres  entre  Icsquels  on  veutetablir  cettc  com- 
munication de  mouvement.  Les  dents  de  la  roue  montee  sur 
le  premier  arbre  penetrent  entre  les  dents  de  la  roue  quo 
porte  le  second  arbre,  ou,  en  d’autres  ternies,  les  dents  des 
deux  roues  eugrenent  les  lines  avec  les  autres;  en  soi  te  (|iie 
I’un  des  deux  arbres  ne  pent  pas  tourner  sans  que  rautre 
tourne  en  mi'me  temps. 

On  coiistruit  les  dents  des  engrenages  de  telle  maniere 
que,  si  le  mouvement  de  rotation  de  rune  des  deux  roues  est 
uiiiforme,  le  mouvement  qui  en  irsulte  pour  I’autre  rouesoit 
aussi  uniforme;  ou  bien,  ce  ipii  revient  au  meme,  de  maniere 
que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  roues  resle 
constant,  quel  que  soit  le  mouvement  de  I’une  d’elles. 

Kous  distinguerons  les  engrenagi's  cyliudriques,  qui  ser- 
vent  a iHablir  la  communication  du  mouvement  de  rotation 
entre  deux  arbres  de  directions  paralleles;  et  les  engrenages 
cjniques,  qui  jouent  le  meme  i dle  dans  le  cas  dc  deux  ar- 
br.jsdont  les  axes  de  rotation  concouieiit  en  un  im'rne  point. 

§ 67.  Engrenage$  cglindriquen.  — Soient  O,  O', 
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fig.  40,  les  projections  des  axes  de  deux  arbres  paralleles, 

sur  un  plan 
perpendicu- 
laire  4 leur 
direction.  I)e- 
signons  par 
CO  la  Vitesse 
angulaire  de 
I’arbrc  0,  et 
par  co'  celle 
del’arbre  O'; 
nous  suppo- 
serons  que 
res  deux  vi- 
tesses  restent 
constantes 
pendant  le 

monvement.  Divisons  la  distance  00'  en  deux  parties  0.\, 
O'A,  telles  que  Ton  ait 

OA  _ w 
OA  “ w ’ 

puis  decrivons  deux  circonfercnccs  de  cercle,  des  points 
0,  0'  coiimie  centres,  avec  O.A  et  O'A  pour  rayons  : ces  deux 
circonferences  se  noiniiient  les  circonfA-encet  primitivet 
de  I’engrenage. 

L’arc  deceit  pendant  le  temps  dl,  par  nn  point  de  la  cir- 
conference  OA,  est  ('gal  a co  c//  x O.V ; I’arc  demerit  dans  le 
mt'me  temps  par  un  point  de  la  circonference  0'.\,  est  egal 
a oj'  dt  X 0'.\  : done  ces  deux  arcs  sont  c^gaux,  d’apres  la 
position  que  le  point  A occiipe  sur  la  ligiie  00'.  Ainsi  I’en- 
grenage  doit  iHrc;  conslruit  de  nianiere  cpi’il  passe  en  m^me 
temps  des  arcs  egaux  dcs  deux  circonferences  primitives  par 
la  ligne  des  centres.  On  en  concliit  fadlcment  que,  pendant  le 
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inouv(‘inoiit  des  deux  roups,  l<‘s  piiroiilpi’cncps  primilivos 
inulpiil  I’liiip  siirl’aiitip  0;^^'. 

Oil  adupio  pour  surfacps  drs  drills  drs  roues,  des  surfaces 
cylindriques  ayaiit  leurs  geueralrices  paralleles  aiix  axes  des 
arbres;  on  n'a  done  qu’ii  delerniinei’  la  forme  des  bases  de 
ces  surfaces  cyUudriipies,  c’esl-a-tlire  les  profils  des  deiiis. 
Le  profil  des  dents  de  rune  des  deux  roues  peul  eli'e  pris  ar- 
bitraireinent ; celui  des  dents  de  raulre  roue  s’en  d*'‘diiiia 
par  la  condition  que,  le  mouvement  se  iransnuilanl  parl’in- 
terinediaire  de  ces  dents,  les  circonfvrences  primitives  de 
I’engrenage  rouleul  rune  sur  I'antre. 

Soit  AB  Ic  profil  d'uiie  dent  de  la  roue  O'.  Si  I'oii  fait  tour- 
iter  les  deux  roues  indepeiidammenl  I’mie  de  I’aulre,  en  leur 
donuaiit  les  vitesses  angulaires  r.i,  w',  le  profil  de  la  dent 
correspondanle  de  la  roue  0 devra  rester  coiistamment  tan- 
gent ii  la  courbe  AB,  Unit  que  res  deux  dents  se  liouveront 
dans  des  conditions  couvenables  pour  etre  en  prise  I’lme 
avec  I'aiitre,  en  (‘gard  a leur  longueur.  II  en  sera  encore  de 
nieiiic  si,  outre  les  mouvenieuts  de  rotation  isoU'-s  dont  nous 
venous  de  parler,  on  donne  it  I’ensemble  des  deux  roues  iiit 
niuuvement  conimmi  de  rotation  egal  et  coniraire  an  niou- 
vemeiit  de  la  roue  0,  afiu  de  rediiire  cette  roue  0 ii  fetal  de 
lepos,  el  de  domier  it  la  roue  O'  mi  mouvement  absolu  qui 
soit  precisi'-menl  le  mouvemeiil  relalif  (|u'ell(?  avail  par 
rapport  ii  la  roue  O (§  (i2).  Le  niouveiiienl  ipie  prendra 
ainsi  la  roue  0 sera  evidmnment  iin  rouleineiit  de  la  cir- 
cotifereuce  primitive  O'.V,  sur  la  circoiifi-rence  OA  supposi-e 
iinniobile.  Done  le  piofil  .\I).M,  que  foil  doit  domier ii  la  dimt 
de  la  roue  O,  esl  Veitreloppe  des  positions  succi-ssives  que 
pretid  la  courbe  AB,  lorsqu’elle  esl  eniralnee  par  le  cercle 
O’A,  roulaiilsur  le  cercle  OA. 

Le  cercle  0'.\,  roulaut  coitime  nous  venous  de  le  diie  sur 
le  cercle  OA  ipii  resle  immobile,  el  elanl  Venn  dans  nne  po- 
sition qnelcouque  O'l  \i  de  nianiere  ii  lonelier  le  cercle  tt.V 
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€Mi  C,  on  ob(icnt  Ic  point  uii  la  pusiiiuii  ourrcspoinlanto  Ai  Hi 
«lt‘  la  runrlx,'  AH  louche  son  eiiveloppe,  en  abaissant  dii 
point  C la  norinalc  Cl)  sue  A,  Hi.  Car  Ic  ccrclc  niobil<‘,  eii 
coiilinuanla  rouler,  tourne  (i'abord  d'unc  quaiilitc  inlinimcnt 
|H‘tite  aulonr  du  cciilre  iustautauc  C.  Soil  DC  D'  I'ani^lc  dont 
il  tourne  ainsi : I’arc  l)D'  dc  la  courbe  -\|H|  pent  cli’c  re- 
garde  conime  un  arc  dcccrele  deceit  du  point  C comme  cen- 
tre, avecCD  pour  rayon,  .\pres  la  rotation  intinimeiil  petite 
dont  lions  parlons,  le  point  D'  de  la  coiirbe  .\i  Hi  sera  done 
venu  eii  D ; ct  par  suite  le  point  D esl  situe  ii  la  fois  sue  la 
courbe  Ai  H,  et  sue  la  position  inrniiiiieiit  voisinc  (pi'elle  va 
prendre  en  toiirnanlautourdu  point  C : done  enliii  le  point 
I)  apparlienl  ii  I'enveloppe,  qui  est  le  lieu  geonielrique  des 
iiitei’sections  successives  dc  la  courbe  mobile  .\H. 

Le  prolil  des  dents  dc  la  roue 
0 eiant  deduit  conime  nous  vi*- 
nons  de  le  dire  du  profil  adople 
arbitrairemeiit  pour  les  dents  de 
la  roue  O',  coiisideroiis  ces  deux 
roues  dans  line  position  telle 
que  les  deux  proGIs  se  toucliciit 
en  un  point  qiielcoiique  M,  fig. 
/tl.  D’apres  cc  ipii  a ete  dit,  la 
ligne  A.M  esl  la  nomialc  com- 
mune aux  deux  proGIs  en  M. 
Le  mouvement  relalif  de  la  roue 
O'  par  rapport  a la  roue  0 t^ant 
un  mouvement  de  ronlement  du 
cercle  O' A sur  le  cercle  OA,  le 
mouvement  relatif  tdemenlaire 
de  celie  roue  O'  sera  une  rotation  iiiliiiiment  petit*-  autour 
du  point  k ; dans  ce  mouvement  elt'-nienlaire,  le  profil  E F 
adapt*-  il  la  roue  O'  glisse  d’nne  certaine  quaiilil*-  sur  le 
profil  CH  a*laple  ii  la  roue  O : nous  allotts  dtdermint-r  la 
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valeur  de  co  glissenient.  La  roue  O louriie  avcc  unc  vitesse 
angulaii'C  w,  ei  la  roue  O'  avec  line  viiesse  angiilaire  w' ; 
lorsqiie  nous  donnons  a I’enscmble  des  deux  roues  tin  nioii- 
vement  egal  et  contraire  au  niouvemeni  de  la  roue  O,  pour 
ramener  celle-ci  a leiat  de  repos,  cl  faire  prendre  i la  roue 
O'  un  mouvenient  absolu  egal  au  inouvement  relatif  qu’elle 
avail  d'abord , celle  roue  O'  se  li'ouve  aniniee  a la  fois  d’une 
viiesse  angulaire  w niitour  de  I’axe  0,  el  d’une  viiesse  angir 
laire  ca',  de  inline  sens  que  la  pri‘cedente , autour  de  I'axe 
0'  : ces  deux  rotations  simultanees  de  la  roue  O',  conside- 
r^es  pendant  relemenl  de  temps  dt,  equivalent  ii  tine  lola- 
tion  unique  autour  d'un  axe  parallele  aux  axes  0,  O',  mene 
par  le  point  A,  et  la  viiesse  angulaire  de  celle  rotation  ri^ 
sullante  cst  egale  a w + w'  (§  56).  L’angle  diVril  par  la  roue 
O',  pendant  le  temps  dt , en  vertu  de  son  mouvemenl  re- 
lalif,  est  done  ( w -L  w')  dl ; et  si  nous  designons  par  p la 
longueur  de  la  norinalc  A M,  nous  aurons 

p (m  + w')  dt 

pour  le  deplacemeut  relatif  dli^menlaire  du  point  M pris  sur 
le  profil  EF,  c’csl-a-dire  pour  ce  que  nous  noinmons  le  glis- 
seinent  dldmenlaire  (§  05).  Si  nous  dt'signons  par  d»  Fare 
inrmiment  petit  de  chacune  des  cii  confcrences  priniitives  qni 
passe  par  la  lignedes  centres  pendant  le  temps  dl,  et  par  r,/, 
les  rayons  OA,  O'A  do  ces  circonfiueuces,  nous  aurons 

, ds  , ds 

tji  at  =z—  , oi  dt  = —, 

r r 

et  par  suite  Fexpression  du  glissemeut  elenienlaire  de- 
viendra 

S 68.  Engrenagei  coutgueg.  — Dans  le  cas  oil  les  axes 
de  roiatiou  des  deux  arbres  coucoureul  vers  un  luiuue  point 


Digitized  by  Google 


MOUTEMENTS  COMPOSES.  63 

S,  fitj.  62,  on  determine  la  forme  des  dents  des  roues  qui  doi- 

vent  transmettre  le  mou- 
rement  de  rotation  de 
I’un  de  ces  denx  arbres 
6 I’autre  , par  des  con- 
siderations analogues  6 
cedes  que  nous  venons 
de  presenter  pour  le  cas 
oil  les  axes  des  deux  ai"- 
bres  sont  pai’allelcs. 

Soit  encore  ca  la  vi- 
«•  tesse  nngulairc  de  I’ar- 

bre  qui  lourne  autour  de  I’axe  S N,  et  w'  cede  de  I’autre 
arhre,  qui  tourne  autour  de  SN'.  Prenons,  dans  le  plan 
\ S uii  {(oint  A tel  que  les  distances  0 A,  O'A  dc  ce  point 
aux  axes  S A',  S N'  salisfassent  a la  condition 


0 A _ w' 

(FI  - w* 

puis  d^crivons,  des  points  0,  O’,  comme  centres,  dans  des 
plans  respeetivement  perpendiculaii'cs  aux  axes  Si\,  SN', 
des  circonfenmees  de  ccrele  ayant  0 A el  O'A  pour  i*ayons. 
L’intersection  des  plans  de  ces  denx  cercles  passe  par  le 
point  A ; ede  est  perpendiculaire  an  plan  N S N',  et  jiar  con- 
sequent aux  deux  lignes  OA,  O'A : done  cette  intersection  est 
une  tangente  commune  aux  denx  cercles  en  A.  Si  nous  re- 
gardons  les  deux  circonferences  0 A,  O'A  comme  les  bases 
de  deux  ednes  ayant  tons  denx  le  point  S pour  sommet, 
ces  deux  ednes,  qui  se  touchent  le  long  de  la  generatrice  A S, 
senomment  les  conet  prtmilifi  de  I’engrenage. 

Pendant  lemouvement  des  deux  arbres,  les  deux  circonK- 
rences  0 A,  O'A , roulent  I’unc  sur  I’autre ; on  le  reconnalt 
exactement  de  la  mdme  maniere  que  dans  le  cas  des  engre- 
6. 
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nngcs  cylindriqiies.  Lcs  deux  ediies  ]irimitirs  rouleiil  I'gnle- 
nieiil  full  sur  TuuUe. 

On  prend  pour  surfaces  des  dents  des  deux  roues  des  sur- 
faces coniqucs  ayant  le  point  S pour  somiuet  cominun.  Si  Ton 
donnc  arbitraireinent  la  surface  des  dents  dc  Tune  des  deux 
roues,  on  determine  celle  des  denis  de  I'autre  roue,  en  faisani 
rouler  le  cdne  priniitif  de  la  preinieri!  roue  sur  le  cdue  pri- 
niitif  de  la  seconde  : la  surface  cliereliee  n’esi  autr<*  chose 
que  I’enveloppe  des  positions  successives  que  prend  la  sur- 
face doniiec,  en  vertu  de  ee  rouleinent.  II  est  aisc  de  voir,  en 
outre,  quo  le  plan  qui  passe  a un  instant  quelconque  par  la 
ligne  de  contact  des  deux  cdnes  primitifs  et  par  la  ligne  de 
contact  des  surfaces  couiques  de  deux  dents,  apparttmant 
I’une  a la  premiere  roue,  I’autre  a la  seconde  roue,  est  dirige 
normalement  a ces  dernieres  surfaces,  tout  le  long  de  leui- 
ligne  de  contact. 

Si  Ton  veut,  a un  instant  quelconque,  determiner  leglis- 
sement  elementaire  des  dents  rune  sur  I’autre,  en  un  point  .M 
pris  sur  leur  ligne  de  contact,  on  y arrivera  encore  comme 
dans  le  cas  des  engrenages  eylindriques.  Pour  trouver  le 
mouvement  relatif  elementaire  de  la  roue  O',  par  rapport  a la 
roue  0,  pendant  le  temps  dt,  compte  a partir  de  I’instanl 
que  Toil  considere,  appliquons  a I’ensemble  des  deux  roues 
O,  O',  un  mouvement  commun  egal  et  contraire  au  mouve- 
ment de  la  roue  0 ; cette  roue  0 sera  reduite  au  repos,  et  la 
roiicO'sera  animee  it  la  foisd’une  vitesse  angulaire  u autour 
de  I’axe  S i\,  et  d’une  vitesse  angulaire  u>  autour  de  I’axe 
SN'.  Mais  ces  deux  rotationssimultaneesde  la  roue  0'  equi- 
valent it  une  rotation  unique  (§  .55),  autour  d’un  axe  que  I’on 
reconnaitra  sans  peine  ^tre  dirige  suivant  la  ligne  de  contact 
S A des  deux  ednes  primitifs ; et  la  vitesse  angulaire  U de 
cette  roUilion  resultantc  sera  lepir.sentee  par  la  diagonale 
SII  dll  parallelogramme  SKGII,  si  les  cotes  SF,  SO  sont 
pris  de  maniere  ii  repr«‘senter  les  vitesses  aiigulaires  compo- 
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saiitfs  w,  Si  I’oii  designe  Tangle  OSA  par  a,  el  Tangle 
O'  S \ par  on  a 

S II  = S F cos  a SG  cos  a' ; 
on  aura  done  aussi 

Q = 0)  cos  a + w'  cos  a’. 

IVapri'S  eela,  Tangle  decrit  par  la  roue  O',  dans  son  mou- 
veineiit  relalif  elemenlaire  aulour  de  Taxe  SA,  si‘ia  egal  it 

(to  cos  a + w'  cos  a')  dl ; 

et  si  Ton  designe  par  p la  longueur  de  la  perp<‘udienlaire 
ahaiss(*e  dn  |)oint  M dont  on  vent  trainer  le  glissemenl,  sur 
Taxe  de  rotation  instantane  SA,  on  aura 

p (w  cos  a + w'  cos  a')  dt 

pour  le  glisscment  elementaire  de  ce  point  M.  Designons 
encore  par  dt  Tare  infiniment  petit  de  chaenne  d<!s  cireon- 
ft'neiiees  OA,  O'A  tpii  traverse  le  plan  i\SN"  pendant  le 
temps  dl,  etpar  r,  r les  rayons  0A,0'A  de  ees  eireonfi*- 
reiiees,  <;l  eetle  expression  du  glissement  elementaire  du 
point  .M  deviendra 

p cos  a + cos  a' j ds. 

II  est  aisiUIe  voir  qne  Texpression  analogue,  Irouvee  dans 
le  eas  des  engreiiagcs  cylindriqnes,  n’esl  (pi’un  eas  partieu- 
lier  de  eelle  qne  nous  venous  d’oblenir  : il  sudil  en  elTet 
de  snpposcr  a el  a'  nuls  dans  eette  derniere  expression,  pour 
qiTelle  devienne  ideiiliqno  avec  eelle  qui  se  rapportc  anx 
eugrenages  eylindriqnes. 
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ACCfcLfeRATION  DANS  LE  MOIVEMENT  D’I'N  POINT. 


g G9.  Acceleration  dans  le  monTcmcnt  rccliligne 
uniformemcnt  vnrle.  — ConsidiTons  iiii  point  so  nioii- 
vant  on  lignc  droilp,  d'un  moiivemcnt  nnironiioinoiu  acce- 
lerc  (§  11).  L’equalion  dc  ce  mouvemenl  esl  dc  la  forme 

s = a+  bt-\-  c t', 

ct  la  Vitesse  esl  donnec  a uu  instant  quelconqiie  par  la  re- 
lation 

V = b 2 c i. 

Ainsi  que  nous  I’avons  doja  rcmarqui’,  dans  un  paroil  inou- 
vement,  la  vitesse  r s’acoroit  proporlionncllemenl  an  temps 
t;  ct  2c  est  la  quantile  dont  ellc  s’aeerolt  dans  runiuWle 
temps. 

On  pout  dire  que  2e  sort  de  mesure  an  degre  plus  ou 
moins  grand  de  rapidile  ou  de  lenteur  avec  lequel  s’eircelue 
raccroissement  de  la  vitesse,  dans  le  mouvenient  partieulier 
dont  on  s’occupe.  Cette  quantile  2c  est  designee  sous  le  nom 
A'aeceleration.  Un  voil  qn’elle  jone,  relativemenl  a la  varia- 
tion de  la  vitesse,  dans  le  mouvemenl  reeliligne  iiniformt'-- 
menl  accedere,  1<!  rAle  que  joue  la  vitesse  relativemenl  a la 
variation  de  I'arc  de  trajeetoire  qui  separe  le  point  mobile 
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d’lin  point  flxedecotte  triijrrioiro , dansle  mouvement  uni- 
forme  (§  G).  Cette  dcflnition  de  I’acceleration , etablic  en 
admettant  implicitement  que  b ol  c sont  tons  deux  positifs, 
s'applique,  cn  general,  quels  que  soient  les  signcs  de  b et  c; 
c’est-ii-dire  que,  dans  le  mouA’cmcnt  rectiligne  uniforme- 
mcnt  varie  quelconquc,  represente  (‘galemenl  par  I’equalion 
ci-dessns,  on  desigiie  toujoiirs  2e  sons  le  noin  d’acctd<Va- 
tion.  On  voit  que  I’acctderation  est  positive  on  negative  en 
ineinc  temps  quo  c. 

Pendant  un  intervalle  dc  temps  infmiment  petit  la  Vi- 
tesse V s’aceroit  de  2c  dt : c’est  ce  que  nous  nommerons 
r element  de  rite*»e  acqiii/ie,  on  la  rite*»e  acquite  elemen- 
taire,  correspondant  a ec  temps  inrinimcnt  petit.  II  sulTit 
eomme  on  voit  de  diviser  la  vitesse  acquisc  elementaire  par 
dt,  pour  avoir  I’acceleralion. 

g 70.  AccH«r«tion  dans  le  monvcment  reetlligne 
«-arie  en  (general.  — Nous  avons  vu  (J  8)  par  quelles  eon- 
sid<‘rations  on  est  autorisc  ii  regardcr  un  mouvement  varie 
quelconquc  comme  eumt  la  succession  d'une.  infinite  de  mou- 
vements  uniformes  dont  chaenn  a lieu  pendant  un  intervalle 
de  temps  infiniment  petit.  Dos  considerations  entierement 
analogues,  appliquecs  au  cas  d'un  mouvement  rectiligne 
dans  lequel  la  vitesse  varie  d’une  manicTC  quelconque  d’un 
instant  aim  autre,  nous  peimettront  »5galement  de  regardcr 
le  mouvement  rectiligne  varie  en  geniu'al,  comme  dtant  la 
succession  d’une  infinite  de  mouvements  rcotilignes  unifor- 
mement  varies,  tons  de  mOme  direction,  dont  chacun  a lieu 
pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit. 

Cela  pose,  on  nomme  acceleration  i un  instant  quelcon- 
que, dans  un  mouvement  rectiligne  varie,  I’acceleration  du 
mouvement  rectiligne  iiniformement  vaiie  qui  foime  un 
di‘s  (dements  du  mouvement  rectiligne  varie  a I’instant  (juc 
Ton  considere. 

Soit  V la  vitesse  du  mobile  a la  fin  du  temps  / , cl  c + dp 
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ce  qucdevienl  ccUe  vitesse  a la  flu  du  temps  t + dl,  dr  est 
la  vitesse  acqiiise  par  le  mobile  pendant  reUMiicnt  de  temps 
dt.  Si  nous  rcgardons  le  monvemenl  coinmc  iinirormement 
varie  pendant  cel  element  dii  temps,  eonformement  a ce 
que  nous  venous  dc  dire,  nous  n’aurons  (ju’a  diviser  la  vi- 
tesse  acquisc  elemeiilaire  dr  par  le  temps  dt , pour  avoir 
I’acccleralion  a la  flu  du  temps  t;  en  sorte  que,  si  nous  dt^ 
signons  cetlc  acceleration  par  /,  nous  aurons 


Si  Ic  inouvemenl  rectiligne  varie  a pour  ei|Uution 

^=/(0. 

on  en  dcduil 
ct  pur  suite 

J =/'(')• 

§,71.  La  loi  de  variation  de  la  vitesse  du  mobiltr,  dans  le 
mouvement  rectiligne  varie,  pent  etre  representee  par  line 
ligiie  com  be,  de  meme  que  precetlemment  nous  avons  repnU 
sente  pur  line  coiirbe  la  loi  de  variation  de  la  distance  ipii 
si'pare  le  mobile  d’un  point  lixe  de  sa  trajectoire  (§  .i),  II 
siillit  en  elTet,  pour  cela,  de  representer  un  temps  quelcon- 
qiie  / par  uue  cerlaine  ligne  dont  la  longueur  lui  soil  pi  o- 
ponionnelle,  el  de  regarder  celle  ligne  et  eelle  qui  repre- 
senle  la  vitesse  correspondante  r du  mobile,  eomme  cUant 
I'abscisscet  rordonnee  d’un  point,  rapportees  a unsysteme 
d’axes  coordonnes  rectangnlaires.  La  forme  de  la  courbe, 
dont  les  dillerents  points  correspondent  ainsi  aiix  divers 
systemes  de  valeiirs  de  t et  de  donnera  ime  idee  nette  de 
a maniere  dont  la  vitesse  du  mobile  varie  avec  le  temps. 

Dans  le  cas  du  mouvement  imirormemenl  varii*,  la  vi- 
tesse  variant  proportionnellement  au  temps,  la  courbe  qui 
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rrpresenlc  la  loi  de  celte  vuriutioii  do  la  vilosse  sc  rcduil  a 

imo  ligiio  droilc  A II,  pg.  43. 
L’aocoldralioii , dans  uii  pareil 
niouvcniont,  otaiit  la  (piaiitiic 
doiit  la  vilosso  du  mobile  s’ac- 
croit  dans  runitd  de  temps,  on 
robtiendra  par  tine  construc- 
tion analogue  a colic  qui  nous 
a pormis  de  trouvor  la  vitessc 
dans  lo  cas  du  mouvomont  tini- 
formo  dont  la  loi  ost  (‘galomont 
roprdsonlde  par  uno  ligne  droito  (g  7).  On  monera,  par  iin 
point  qiiolcouquo  C,  uno  ligne  Cl)  parallolc  a I’axc  OT  el 
ogale  ii  la  ligne  quo  Ton  a adoptee  pour  repn-sontor  I'linite 
d«‘  temps  ; puis , par  le  point  I),  on  menoru  une  parallolc  I)  E 
a I’axe  O V , jusqu'a  la  rencontre  d(?  la  ligne  A B,  en  E ; la 
loiigtiour  de  la  ligne  I)  E fora  connaitre  la  quantitd  dont  la 
Vitesse  s’accroit  dans  rnnitd  de  temps,  c’ost-a-dirc  rac(a'*ld- 
r.itton.  II  cst  a peine  nocessaire  d'ajouler  quo  la  construc- 
tion quo  nous  venous  (roxpliqner,  en  adinettant  implicitc- 
ment  quo  la  vitessc  augmente  avec  lo  (<‘mps,  s'appliquerait 
dgulement  dans  le  cas  oil  la  vitessc  irait  on  diminiiant,  c'ost- 
a-dire  oil  racceleration  serait  m'-gative. 

Lorsqu’un  mouvomont  rectiligne  n’ost  pas  uniformcmenl 
varid,  la  ligne  qui  reprdsente  la  loi  de  variation  de  la  vilcsse 
du  mobile  nVst  plus  uno  ligne  droito.  II  ost  aise  de  voir  (]uc 
la  considdration  siir  laquelle  nous  nous  sommos  appuyds 
pour  di'dinir  raccdldration,  ct  qui  consiste  a rogardor  le  mou- 
vement  varid  conimc  forme  par  la  succession  d’une  infinitd 
de  mouvomonts  unifurmi’-meiitvaridsayanl  lieu  cliacnn  pen- 
dant un  intonalle  de  temps  inlinimont  petit,  rovioiU  ii  re- 
gardor  la  courbo  qui  roprdsonte  la  loi  do  variation  de  la 
vitessc  du  mobile  coinme  un  polygono  inlinitd'simal. 

Soit  C,  fig.  44,  le  point  do  celte  courbo  qni  correspond  ii 
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unc  valour  quelconquc  / dii  temps.  Le  mouvement  unifor- 

meinenl  varie  qui  forme  iiii 
des  elements  du  mouvement 
varie , a I'instant  que  nous 
considerons,  cst  rcpresenle 
par  I’elemcnt  de  la  eoiirbo 
AH  correspondant  au  point 
j C ; et  si  ce  mouvement  iini- 
forniement  varie  se  eonti- 
nuait  pendant  un  temps  quel- 
conque,  il  serait  represente  par  le  prolongcment  reetiligne 
de  relemcnt  do  eourbo  dont  nous  vcnons  de  parler,  c’est- 
a-tlire  par  la  tangente  CD.  L’aeetdtMation  dans  le  mouve- 
ment varie  a la  lin  du  temps  /,  etant  precisdment  I’accele- 
ration  de  ce  mouveinent  uniformemenl  varie  (§  70),  nous 
en  trouverons  la  valeur  en  opiTant  sur  la  tangente  C D 
comme  nous  avons  open*  il  n’y  a qu’nn  instant  sur  la  ligne 
A D dela  fig.  l\?>.  Trat;ons  la  ligne  CE  parallele  a OT  el  egale 
il  la  ligne  qni  repn-sentc  I’nnite  de  temps ; puis  menons  par 
le  point  E unc  parallele  EF  it  I’axe  OV,  jusqu’i  la  rencontre 
de  la  tangente  CD  : la  longueur  do  la  ligne  EF  nous  fera 
connaltre  I’acceleration  dans  le  mouvement  varie,  a la  lin  du 
temps  /. 

g 73.  Aer^l^rallon  dnn«  le  monvemeiit  earvlllg^ne. 

— Dans  un  mouvement  reetiligne  quelconque,  la  vitesse  ac- 
quise  ('bMiientairc  relative  a I’element  do  temps  dl,  n’est 
autre  chose  quo  la  vitesse  inflniment  petite  qni,  en  se  com- 
posant  avec  la  vitesse  du  mobile  a la  fin  du  temps  t,  produit 
la  vitesse  qu’il  possede  a la  fin  dn  temps  t + dt ; e’est  la 
vitesse  qui  liii  a etc  commnniqiKM'  pendant  le  temps  infini- 
ment  petit  dt.  Dans  le  cas  oil  le  mouvement  sera  cuniligne, 
nous  nommerons  encore  element  de  ritexxe  aequixe,  ou  ri- 
tcuge  aequine  ehhnentaire , la  vitesse  que  le  point  mobile 
acquiert  pendant  le  temps  infiniment  petit  rff,  e’est-a-dire 
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la  Vitesse  qiii,  on  so  composant  avoc  la  vitcsse  du  mobile  ^ 
la  flu  du  temps  t,  pioduit  cello  dont  il  est  aiiiine  a la  fin  du 
temps  t -I-  dt. 

En  outre,  nous  nonimerons  acceleration  du  mobile,  a la 
fln  du  temps  t,  la  vitesse  qu’acqucrrait  ce  mobile  pendaiit 
I'unite  de  temps,  si,  dans  cliacuiie  des  portions  infiniment 
petites  el  egales  dans  Icsqnelles  on  pout  concevoir  que  cclte 
unitd  de  temps  soil  partagee,  it  acquerait  un  (dement  de  vi- 
tessc  de  m('me  grandeur  et  de  mc'me  direction  quo  redemeut 
de  vitesse  qu'il  acquiert  nddleinenl  pt'iidant  le  memo  temps 
iuriiiiinent  petit  a partir  de  la  fin  du  temps  t.  II  est  clair  que 
racc(*l(d’ation  dans  le  mouvemenl  reetiligne  est  comprise, 
coinme  cas  particulicr,  dans  raccedtiration  telle  que  nous 
lu  definissons  pour  le  mouvemenl  curviligne. 

11  i'(isultc  de  cette  dedinition  t{ue  l'acc(il(iration,  a un  ins- 
tant quelconque,  dans  b;  cas  gidudal,  est  une  vitesse  linie, 
dunt  la  direction  cl  le  sens  sont  les  mt'-nu's  que  la  direction 
ct  le  sens  de  la  vitesse  acquise  edtimentaire  relative  it  cel 
instant;  et  que,  de  plus,  pour  avoir  la  grandeur  de  cello 
a(!cidLdalion  , il  suffil  de  diviser  la  vilessc;  aciiuisc  (didneii- 
tairepar  le  temps  infiniment  petit  dt  qiii  lui  correspond. 

Dans  le  cas  oii  le  mouvemenl  est  recliligne,  la  vitesse  du 
mobile  a toujours  la  meme  direction  ; la  vitesse  acquise  (de- 
mentaire,  el  par  suite  I’acccdid  ation,  auront  done  aussi  tou- 
jours la  im'me  direction,  (|ui  est  cellc  du  mouvemeiit.  Lctrs- 
que  le  mouvemenl  est  cun  iligne,  il  n’eii  est  plus  de  meme  ; 
la  direction  de  I’acccileralion  n’esl  pas  coiinuc  immeidiate- 
menl,  comme  dans  le  mouvemenl  reetiligne.  Aussi  a-t-on  a 
dtiterminer,  dans  chaque  cas  particulicr,  a la  fois  la  gran- 
deur el  la  direction  de  I’acctdidMlion  : c’esl  ce  (pi’on  fail  en 
dc-terniinant  1(!S  grandeurs  de  deux  composantes  de  cello 
acc(ilL'raiion  suivanl  des  directions  connues,  aiiisi  que  nous 
allons  rindi(iuer. 

§ 73.  Aceeleration  langentlclle , acc^leralloo  cen- 
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triprie.  — Soil  AB,  fig.  45,  la  Irajecloire  dii  point  mobile. 

Supposoiis  qu’il 
sc  irouve  eii  M 
a la  fin  du  temps 
/,  el  on  M'  a la 
fin  du  lemps 
Par  nil 
point  qneleon- 
que  C menons 
line  droite  CD 
•'•gale  el  paral- 
lele  a la  vit<-sse 
t'  dll  mobile  en  M ; puis  nne  seconde  droite  C E ejtale  et  pa- 
rallele  a la  vilessc  e-+-rfr  qu’il  possi'sde  en  .M'.  La  lignc  l)E 
esl  evidemmenlegale  et  parallele  ii  la  vitessequi,en  se  eoni- 
posant  avee  la  vilesse  r du  mobile  en  M,  prodnil  la  vitesse 
p-\-dr  du  mobile  en  .M'  : done  celle  ligne  DE  esl  egale  et 
parallele  ii  la  vilessc  acquisc  elemeniaire  eorrespondani  ii 
rtdcmenl  du  temps  que  le  mobile  emploie  ii  aller  de  M en  M'. 
II  resulte  de  lii  que  racn’diiration  dn  mobile,  ii  la  fin  dii  temps 
/,  esl  dirigee  snivant  une  parallele  ii  DE  meiiee  par  le  |)oint 
M ; el  de  plus,  que  la  grandeur  de  celle  aeceliTatioii  s’ob- 
tiendra  en  divisant  DE  par  dt. 

Si  nous  abaissons  E F perpendieiilaire  snr  (’.  D,  el  qne  nous 
eonstriiisions  le  rectangle  DFEG,  nous  ponrrons  regardin’ 
la  vilessc  infiniment  petite  DE  eomme  resultant  de  la  com- 
position des  vitesses  DF,  DG.  Nous  ponvons  done  aussi  re- 
garder  la  vitesse  acqiiise elemeniaire  du  mobile  en  M,  eomme 
resultanl  de  la  composition  de  den\  antres  vitessi’s,  dont 
rune,  egale  a DF,  esl  dirigee  snivant  la  tangente  ii  la  Irajec- 
loire en  M,  et  I’aulre,  egale  a D(i,  esl  dirigee  suivant  nne 
perpendieulaire  ii  celle  langi’iile  menee  dans  le  plan  oscula- 
teurde  la  conrbe,  e’est-ii-dire  snivant  le  l ayon  de  com  bin  e 
3111.  En  divisant  ees  deux  coni|)osanles  de  la  vilesse  acquise 
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iMi'iiifiilain'  par  dt,  on  aura  Irs  gniiuUairs  drs  liriix  roinpo- 
sanles  dr  raciaderalioii  siiivunl  Irs  iiiriiirs  diierlions. 

La  composaiite  dr  I’accrlrralioii  dii  mobile  suivaiit  la  taii- 
"eiili"  a la  ti-ajertoire  seiiomme  Vacvelerttlion  tangentieUe. 
Sa  valrur  s’oblienteii  divisaiil  I)F  par  dt  : inaisoii  a 

1)F  = (r  4 f/r)  cosda  — r , 

en  drsigiiaiil  par  d%  I’anglc  infinimeiU  prlit  quo  formeiit 
eiilre  riles  Irs  directions  des  vitesses  relr  + rfr,  ou,  re 
qiii  revirnt  an  iin^nie,  I'anglc  des  tangentes  a la  Irajeetoiie 
meners  par  les  points  M,  M';  on  a done  pour  I’expressiou 
de  I'aceeleration  tangenticllc 

DF  (r  + (/r)  cosda — v dv 

qjianlild  quisc  rrdtiit  simplement  a 

</r 
di  • 

La  vilrssr  r,  qui  rst  fournie  par  la  relation  (§  t»' 


est  positive  ou  negative,  suivant  (pi’ellc  rst  dirigee  dans  le 
sens  dans  lequel  on  eonipte  les  distances  positives  sur  la  ti  a- 
jeetoir(>,  ou  cn  sens  eontrairPi  il  eii  est  de  ineme  de  I’aece- 
leration  tangeulielle,  tpii  est  egalement  positive  ou  m'-gative, 
suivant  qu’elle  est  daiis  le  sens  des  vitesses  positives  ou  en 
sens  contraire. 

La  composaiite  do  I’aceeleration  suivant  le  rayon  de  cour- 
bure  dc  ,1a  trajectoire  se  nomme  Vavieleration  eentripete. 
Fdle  «*st  toujours  dirigee  de  la  courbe  vers  le  centre  de  cour- 
bure  O.  Sa  valenrs’obtient  en  divisantDG  par  dt,  et  comnie 
ou  a 

l)G  = (p+</t')sinda, 
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il  eii  resultc  que  I’accTh'i’ation  ceiilriiMae  csl  «*gale  i 
(v-\-dr)siailx 

7li 


ou  simplcmcnt 

dot 
V — . 

dt 

Obscrvons  maiiitcnaiit  (jue  I'angle  f/apst<'gal  I’anglo  dt‘s 
nurnialc's  (|iii  joigiiciil  los  deu\  j)oiiils  M,  ]\F'  an  rcntip  dc 
rourbiii  P O ; ni  sorie  (lue,  si  I’un  ddsigiic  It;  rayon  de  coiir- 
burc  MO  par  p,  on  a 


* dx ds  r 

di  pdf  p 

D’aprescola,  la  valeiir  dc  I’accelcralion  ccntripcte  devicnl 


V 


1 


P ■ 


Si  I’on  fonslrnit  nn  parallclogramnic  snr  rarcelcralion 

dp  r* 

tangcnticlle  , cl  raccidi-ration  ccnlripcle  — , la  diagonalc 


dc  cc  parallt'dograinmc  sera  raccclt'-ralion  j dn  mobile  an 
point  M,  a laqnellc  on  donne  sonvenlle  noin  d’tucelvruliim 
totule,  pour  la  dislingner  de  ses  eoniposanles. 

Dans  le  cas  dn  niunvement  rccliligne,  p csl  iiifini,  I'atH'e- 
Icralion  ccnlripcle  esl  nulle,  el  I’accclcralion  lolale  sc  rednit 

i sa  composanlc  langentiellc  ^ . Danslc  casdn  inonveincnt 

curviligne  nniformc,  “ csl  mil,  el  raceeltW’alion  lolale  sc 

, . r* 

rcdnil  iisa  coniposante  norinalc  — . Lniin,  dans  Ic  cas  dn 


monvcmenl  rccliligne  nnirorine,  Ics  den\  composanles  de 
racceleralion  lolale  sonl  nnlles,  cn  sorie  (|iie  I’acctderalion 
lolale  esl  aussi  nulle. 
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11  cst  also  dc  voir  quo,  si  I'oii  construit  uiic  courbc  pour 
reprtisenler  la  loi  dc  variation  dc  la  vilcssc  d’uii  point  mobile 
sur  sa  trajectoirc  cnnilignc,  cii  operant  comiiic  nous  I'a- 
vons  indiquc  (§  71)  pour  Ic  cas  d’uii  mouvement  rectiliguc, 
on  pourra  so  servir  de  cctte  courbe  pour  trouver  I’accclera- 
tioii  tangcnticlle  a tin  instant  quclcouquc,  cxactemcnt  do  la 
meine  inaniero  qu’on  s’eu  scrt  pour  trouver  I'acceleration 
dans  un  mouvement  rectiligne ; puisquc  rexprcssion  dc  I’ac- 
ccleration  tangenticllc  duns  le  mouvement  curviligne  est  la 
mcmc  quo  i’exprcssion  de  I'acceleration  dans  le  mouvement 
rectiligne. 

§ 74.  Aeecl^rallon  dans  le  mouvement  projele  sur 
un  plan  flxe.  — Quand  on  projetle  le  mouvement  d’un  point 
sur  un  plan  fixe  (§  12),  la  vitesse  dc  la  projection  est  a 
chaque  instant  la  projection  de  la  vitesse  du  point  dans  I’es- 
pace.  Imaginons  done  que  Ton  ait  construit,  pour  le  mouve-  < 
inent  que  Ton  projettc,  le  triangle  CUE,  fig.  45,  dans lequel 
les  trois  cdtes  CD,  CE,  DE  sont  respcctivcment  egaux  et 
parallelcs  a la  vitesse  v du  mobile  a la  fin  du  temps  /,  u la 
vitesse  »+</r  relative  a lafindu  temps  /+<//,  eta  la  vitesse 
acquisc  elemcnUiire  correspondant  a relement  de  temps  dt. 

Si  Ton  projette  cc  triangle  C DE  sur  le  plan  lixe,  on  aura  un 
autre  triangle  que  nous  designerons  pare</e.  Dans  ce  trian- 
gle projete,  leedte  cd,  projection  de  CD,  scraegal  ct  pa- 
rallele  a la  vitesse  de  la  projection  du  mobile  sur  le  plan 
fixe  a la  tin  du  temps  t ,•  le  cdtd  ce,  projection  de  C E,  sera 
aussi  egal  et  parallelc  a la  vitesse  dc  la  projection  du  mobile 
a lalin  du  temps  ; done  le  troisieme  cote  de,  projec- 
tion dc  D E,  jouei'a  par  rapport  au  mouvcmcnl  projete  cxac- 
temcnt le  miime  rdlc  que  D E par  rapport  au  mouvement  dc 
I’espace,  e’est  ii-direquc  de  sera  V‘gal  el  parallelc  a la  vitesse 
acquisc  eleincntaire  de  la  projection  du  mobile  correspon- 
dant au  temps  intinimenl  petit  dt.  Un  en  conclut  de  suite 
quo  I'acceleration,  dans  le  mouvement  projete,  cst  la 
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projection  de  racceler.ition  dans  le  inonvement  de  iVs- 
pace. 

II  faiit  bien  observer  qn’il  s’agit  ici  nniqueiinnit  des  acee- 
leraliony  totales,  dansle  inonveincnuiuttron  projelle,el  dans 
la  projection  de  ce  monvenienl.  Si  Ton  constrnit  le  rectangle 
a I’aide  dnquel  I’accideration  totale  du  monvenienl  de  I’es- 
paee  se  decompose  en  nne  acceleration  tangentielle  el  une 
acceleration  cenlripete,  et  que  Ton  jirojette  cc  rectangle  snr 
le  plan  fixe,  sa  projection  sera  en  gent'-ral  nn  parallelogramme 
donl  les  angles  neseront  pas  droits.  La  diagonale  de  ce  pa- 
ralbdogramme  repn-seiitera  bien  I’accidc'ialion  totale  dans 
le  inonvement  projctt'-,  d’ajires  ce  que  nous  venous  de  demon- 
trer ; el  ses  cdtes,  dont  Tun  est  dirige  suivant  la  tangenle  a la 
Irajectoire  du  mouvemenl  projete,  representeront  en  meim? 
temps  deux  composantes  de  cette  acceleration  ; mais  ces 
composantcs,  qui  ne  sont  pasrectangulaires,  sonlnecessaire- 
menl  dilTerenles  de  I’accideralion  tangentielle  et  de  I’accidt*- 
ration  centri|)ete  dans  le  inonvement  projete.  11  ne  serail 
done  pas  vrai,  en  general,  de  dire  qnc  I’acceler.ilion  tangen- 
tielle ell’acaderation  centripete,  dans  le  monvement  projeti'-, 
sont  respectivement  les  proje(;lions  de  I’acceleration  Uin- 
gentielle  el  de  I’acceleration  centripete  dans  le  monvement 
de  I’espace. 

g 75.  Acceleration  danii  l«  mouvenient  projete  «ur 
ane  drolte  Oxe.  — Lors(|ii’on  projetle  le  monvement  d’lin 
point  snr  nne  droile  fixe  (§  13),  la  vilesse  d(“  la  jiixijection 
est  eiicon*,  a ehaqne  instant,  la  jirojeclion  de  la  vilesse  dn 
point  dans  I’espace.  II  nous  sera  facile  d’en  conclnre,  comme 
dans  le  cas  precedent,  que  I'acctMeration  dans  le  monvement 
projete  est  la  projection  de  I’accelin-ation  dans  le  monvement 
que  Ton  projetle. 

Pour  cela,  concevons  encore  {|ue  Ton  ait  constrnit,  iionr 
le  mouvemenl  du  point  dans  I’espace,  le  triangle  C I)  E de  la 
fig.  US,  dont  nous  venous  deja  de  nonss»*rvii- ; el  snpposons 
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qiie  Ton  projetto  cc  triangle  sur  la  droitc  fi\c  sur  laquclle  on 
piojclle  le  inoiivcnicnt  du  point.  La  projection  du  cdte  CE 
sera  egale  ii  la  soinmc  des  projections  dcseiMt^CD,  I)E; 
et  eoinine  les  projections  de  CDetdeCE  sont  respcctive- 
nient  egales  au\  vitesses  dii  point  projete,  a la  fin  du  temps 
/,  et  a la  fin  du  temps  t i dl,  il  en  resultc  que  la  projection 
de  DE  sera  egale  a la  difference  de  ces  deux  vitesses,  e’est-a- 
dire  que  ce  sera  la  vitesse  actpiise  elementaire  du  point  pro- 
jet(*  correspondant  an  temps  infiniment  petit  <//.  Done  la  vi- 
tesse acquisc  elementaire,  dans  le  monveinent  projete,  est  la 
projection  do  la  vitt'sse  acqniso  iMementaire  dans  le  mouve- 
ment  del’espace;  el,  par  suite,  I’accelei-ation  dans  le  mouve- 
ment  projete  est  la  projection  de  I'acceleration  totalc  dans 
le  mouvement  quo  Ton  projette. 

^ 7ti.  .'tceeleralion  dans  le  monveinent  d’nn  point 
rapporte  a an  sysleme  de  eoordonneea  reelili^neK.  — 
Un  point  mobile  etant  rapporte  a un  systemc  de  coordonm-es 
rectilignes,  snpposons  (|iie  nous  considerions  a la  fois  le 
mouvement  de  ee  point  et  les  mouvements  di‘  ses  projections 
sur  les  axes.  JVous  avons  deja  vii  ^i6  et  47)  (pie  la  vitesse 
du  mobile  a un  instant  qiielcoiupie  est  la  ri'snltantc  des  vi- 
tesses de  ses  projections  stir  les  axes.  II  est  aisii  do  voir 
qii’il  en  est  de  imlnie  pour  les  acceli-rations.  f’n  efiet,  d’apn'-s 
ce  qui  vient  d etri*  demontre  (§  75),  I’acci'dc'i’ation  du  moii- 
veinent  projeti’’  sur  un  qiielconqiie  des  axes  est  la  projection 
de  I’acceUiration  totale  du  mouvement  de  I’espace  : done,  si 
Ton  mene  par  la  position  qu’occupe  le  point  mobile  a un  ins- 
tant quelcompie,  des  droites  (‘gales  et  paralleles  aux  ataai- 
l('ratiuns  des  projections  de  ce  point  sur  les  axes,  et  que  Ton 
construise  sur  ces  droites  un  paralk'-logramme  ou  un  paral- 
kdipipi'de,  suivant  qii'il  y a deux  axes  ou  (]ii’il  y en  a Irois, 
la  diagonale  dece  parallelogramm(>  ou  dece  paralkdipip(ale 
sera  |)recis(anent  raccek'-ration  totale  du  point  mobile  dans 
r(,‘space.  ,\insi  on  pent  dire  que  eette  accideration  totale  du 
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mobile  cst  la  rosultante  des  accelerations  de  ses  projections 

sur  los  axes  eoordonnes. 

II  sera  facile  d’apres  cela  de  trouver  I'acci'leration  totale, 
dans  le  mouvement  d’nn  point  rapporte  a deux  on  a trois 
axes  eoordonnes,  lorsqn’ort  connaitra  les  ec|uations  du  mou- 
vement. Dans  le  cas  oil  Ic  mouvement,  s’elTeetuant  dans  nn 
plan,  sera  rapporte  a deux  axes  seulcmenl,  les  equations  du 
mouvement  elant 


les  accelerations,  dans  le  mouvement  des  projections  du  mo- 
bile sur  les  axes,  auront  pour  valeurs  (§  70) 


I’acciMeration  fotale  du  point  mobile  sei-a  done  la  diagonale 
d’un  parallelogramme  dont  les  efttes,  paralleles  aux  axes, 
seront  respectivement  egaux  ii  ees  deux  quantiles.  Dans  le  cas 
oil  le  mouvement  sera  rapporte  a trois  axes  eoordonnes,  les 
equations  du  mouvement  i^ant 


les  accelerations  dans  les  mouvements  projeies  sur  les  axes 
seront 


d}x 

d? 


=/'(0. 


{£y 

di^ 


f(0. 


d‘‘z 

d? 


f'(0; 


et  par  consequent  raeceb-ration  totale  du  mobile  dans  I’es- 
pace  sera  la  diagonale  d'un  parallelipipede  conslruit  sin-  trois 
droites  paralleles  aux  axes  et  egales  respectivement  a ces 
trois  quantites. 

§ 77.  Prenons  pour  exemple  le  mouvement  circulaire 
et  uniforme  qiic  nous  avons  deja  consid<“i  e (§  H),  et  rap- 
porlons  les  positions  successives  du  jioint  mobile  ii  deux  axes 
eoordonnes  rectangulaires  passant  |)ar  le  centre  du  cerclc. 
Les  equations  de  ce  mouvement  seront  de  la  forme 
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Vt 

X = r COS  — 


r 


. pf 
V = »•  sin  — . 
r 


On  trouve  d’abord  pour  les  vilcsscs  dcs  projeclioiis  du  point 
mobile  sur  les  axes 


rf.r  . vt 

— = — V sill  — 
dt  r 


dij  vt 

— = P cos  — ; 
dt  r 


et  Ton  verific  aisement  qiic  ces  vitesses  sont  bicn  les  pro- 
jections de  la  vitessc  r du  mobile  dirigee  tangenlielleineiit 
a la  ciiTourerence  de  eercle  qu’il  decrit.  On  trouve,  en  outre, 
poiii-  les  accidtu  ations  du  niouvemenl  de  cos  projectioils  du 
mobile  sur  les  axes , 

(Px  vt  (Pu  . rt 

-jv  = cos  — , = — - sin  — . 

dP  r r dP  r r 


Les  valeiirs  de  ces  accelerations  montreiil  qiie  I’amdera- 
tion  tolale  du  mobile  a iin  instant  quelconqiie  cst  egale  a 

p* 

— ,etqu’elle  est  dirigee  de  la  position  qu’il  occiipe  a cet 

instant  vers  le  centre  de  sa  trajecloire.  Cost  cn  effet  ce  qu'on 
devail  troiiver  : car,  en  vertii  do  rniiirormild  du  mniivoment 
surla  circonferenee,  rjicceli'ration  tangontiolle  est  nillle  ; et 
|tar  suite  I'accekM-ation  lotale  so  rediiii  a raccelcration  cen- 

. t . I t’* 

tripete,  qiii,  dans  ce  cas,  a pour  valour  - (S  7.1). 

Considerons  encore  la  projection  ortliogonalo  do  ce  moii- 
vement  cireiilairo  et  iinirorme  sur  iin  plan  quelconqiie.  SI 
nous  prenoiis  pour  axes  coordonnes,  dans  leplan  de  projec- 
tion, les  axes  de  I’ellipse  siiivant  laquelle  se  projelte  la  ira- 
jecloire  circulaire  de  I’espace,  et  si  nous  dTOigiions  par  a 
Tangle  quo  b*  jilaii  de  cetle  trajecloire  circulaire  fait  avee  le 
plan  de  projection,  nous  Irouverous  sans  peine  (iiie  les  ('.(lua- 
tions  de  ce  moiivoment  sont  de  la  forme 


If 


x = r cos  — 
»• 


7. 


. vt 

i/  = )cosasui  — . 
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Lcs  acctik'rations,  dans  Ics  projct  iions  d«'  cp  mouvemenl  siir 
Ips  axps  c'oordonnps,  aurontdonc  pour  valours 


tPx 

H} 


(Ptj  r’  vt 

~~T  — cosa  sin  — . 

do  r r 


On  voit  qiie  cps  arcpIiTations  soul  proportion upUps  aux 
valpui-s  de  x pt  y/d’oii  Ton  conclnl  quo  I’acptdpraiion  tolalo 
dn  mobile,  dans  Ic  mouvoment  clliptiquc  dont  il  s'agit,  est 
dirigpc  de  la  position  qu’occupc  le  mobilp,  vers  Ic  centre  de 
IVllipsp  qu’il  decrit.  Dp  plus  la  valeur  dc  cptte  acceleration 
totalc  est 


r 


, 

cos’ h cos’ a sin’  — 

r r 


et  par  consequent  elle  est  proportionncllc  a la  distance  qni 
spparc  le  mobile  dn  centre  dc  sa  trajcctoirc  clliptiquc,  dis- 
tance qui  a pour  expression 


V 


, I’t  , . , 

cos’  — 1-  cos ’a  sin  — 
r r 


Cps  resnltats  sont  d’accord  avec  ce  que  nous  avons  demontre 
en  gi'-neral  relativement  a racci'-leration  dans  un  mouvement 
projele  sur  un  plan  fixe  (§  76).  Car  I’acceleration  totale  d’un 
mouvpinent  circulaire  et  uniforme  etaiit  lonjours  dirigec  de 
la  position  qu’oeenpe  Ic  mobile  voi'S  |p  centre  du  cercle  qu’il 
d«'-crit,  et  ayant  constamment  la  in«‘*me  valeur,  il  s’ensuitm'“- 
cessairemciit  que  raecideration  totale  dans  la  projection  de 
ce  mouvement  stir  un  plan  qiiplconqne,  est  tonjours  dirigee 
siiivant  la  ligne  qui  joint  le  mobile  projete  an  centre  dc 
sa  tr.ajpctoire  elliptique,  et  que  la  valeur  de  cetie  accelertt- 
lioii  totale  est  proporlioiinclle  a la  longncnr  de  la  nu’me 
ligne. 

2 78.  Determination  dc  I’aeceleratlon  d’un  point, 
d'aprea  aon  depineenient  dana  I'cKpaee.  — Soit.\ 

66,  la  trajpctoire  d’nn  point  mobile,  M la  position  du  mobile 
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a la  fill  dll  temps  t,  el  .MZ  lu  direclioii  do  racceleniliuii  totale 

a cet  instant.  .Metiuns  la  tan- 
gcnte.MX  a la  trajeetoiie,  el 
line  ligne  MY  non  situiie  dans 
Ic  plan  osculaleur  Z M X. 
Xous  pouvons  rapporler  le 
munvenient  du  mobile  nii\ 
irois  axes  cuordonnes  .MX, 
M Y,  M Z.  Di'slgnoiis  par  0 
le  temps  comple  a parlir  de 
rinstanluii  le  point  mobile  se 
Irouve  en  M , et  snpposoiis 
qiie  ee  temps  soil  assez  petit 
pour  que  les  valeurs  des  coordoniiees  t,  y, : dii  mobile  puis- 
sent  se  developper  suivant  ses  puissances  croissaiites , eii- 
ti«;reset  positives.  Si  nous  represenlons  la  vitesse  dii  mobile 
oil  M par  r,  et  son  accideralioii  totale  pary,  les  valeurs  de 
jr,  y,  z,  eii  fouction  de  0 scroiit  les  suivantes  : 


x=p6+  aO*-l-  + 
yz=  ai(i'  + biO^  + 

* = j 0’  + 02  0’  -h  bi  0‘  + 


ear,  pour  G = 0,  on  doit  avoir 


a:  = 0 
dr 

d'x 


y = o 

-/  = 0 

do 

d}y 

~ = 0 
dO^ 


z = 0; 


d^_  . 

’ do^--’’ 


a,  b,  Ui,  b,,  b2, ...  sont  d’aillcurs  des  quantiles  qnel- 

conques. 

Soil  M'  la  position  qu’oeeupe  le  mobile  ii  la  (in  du  temps  0. 
Menons  M'  P parallele  a .M  Z,  jusqu'a  la  reucoiilre  dn  plan 
X .M  Y’,  en  P;  el  ensuite  PQ  parallele  ii  M Y',  jus(|u’ii  la  ren- 
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coiilre  cle  I’axe  MX  en  Q.  I’rciioiis  cnfin  MX  cgal  a r9. 
Xous  pouvons  regarderXM' comine  elaiil  la  diagonale  d’liri 
parallclipipedc  qui  aurait  pour  cdtes  X Q,  Q P el  P M'.  Por- 
tons,  Mir  li‘S directions dos  irois  c6teset  dc  la  diagonale  decc 
parallelipipede  qui  parlent  du  point  X,  des  longueiirs  res- 
peclivement  egales  aiix  quotients  de  2 XQ,  2 QP,  2 P,AI',  et 
2 XM'  par  0’ ; nous  obticndrons  ainsi  quatre  lignes  donl  la 
derniere  sera  (^galenienl  la  diagonale  du  parallelipipede  con- 
struit  sur  les  irois  premieres.  Xous  aliens  eliei'ch(*r  ce  que 
devieiit  la  diagonale  de  ce  dernier  parallelipipede,  lorsipie  le 
temps  6 decroit  indcrmimenl  jusqu’a  zero. 

II  est  aise  de  voir  quo  Ton  a 


X Q = a:  — t)  0 ~ a 0*  -1-  0‘  1-  . . 

QP  = y = a Q*  + bi  6* -4-  . . 

PM'=2  ={jQ^-haie'  + bi6^+.. 
on  a done  aussi 
2 X 0 

~—^=  2a  0+26  0’+ 

0" 

20P 

= 2a, 0 + 26.0’  + , 

2 PM'  . 

-~^=J  + 2a,O  + 26j0’+ 


On  voil  par  la  que  ^ et  ~ • tendenl  indelinimeiil 

vers  zero, -en  nimnc  temps  que  0;  landis  que  la  limite  vers 
2P.M' 

laquclle  tend  — ■ csl  I'acceliTation  y.  Ainsi,  a mesure  que 
. . 2XM' 

0 decroit,  la  diagonale  — ^ — du  second  parallelipipede  que 

nous  avons  considere,  tend  iiulefinimcnt  a se  confondre  avec 
. . . 2 PM' 

le  Cote  — — de  ce  paiallelipipede ; et,  i la  liinile,  elle  a 
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la  m^ine  grandeur  ct  la  meinc  direction  qiie  ce  c6te,  c'c$t- 
a-dire  qu'ellc  se  confond  avee  I’acceliiraliun  totalc  du  mo- 
bile au  point  M.  C’estccqu'un  eiioncc  siinplenienl  en  disant 
qiie,  si  .M  cl  .M'  sont  les  posiljops  que  le  mobile  occiipe  k la 
fiii  dll  temps  / et  it  la  tin  du  temps  / + <//,  ct  si  M\  cst  Ic 
clicmiu  que  cc  mobile  parcourrail  uuiformeuieut  siir  la  tan- 
gciite  M X pendant  le  temps  dt,  eii  vertii  de  la  yilcssc  v 
qu’il  possede  ii  la  tin  du  temps  /,  raccclcrfilion  totalc  dc  son 
moiivemcnt  cst  dirigee  suivanl  la  ligiic  M .M',  cl  a pour  valcur 
2 X M' 
dl^  • 

§ 79.  Acceleration  i|«a*>  un  monveincnt  contpose. — 

Qiiand  on  regarde  le  moiivemcnt  d’un  point  dans  I’espacc 
coninic  resultant  dc  la  composition  dc  deux  aiitres  moiivc- 
mciits(§  40),  la  vilcsse  du  point  ii  iiu  iiistaiil  qiie|couque  sc 
di‘(luillrcs-siinpleincutdcs  vites.ses  doiit  ilest  aiiiineaii  iiieine 
instant  dans  cliaciin  dcs  monvenients  coinposants  (§  42). 
Aous  aliens  voir  que  run  jieul  egalemenl  trouver  I’accidera- 
tioii  totalc  dans  Ic  mouvemeut  resultant,  d'apres  la  sculc 
connaissance  des  circonslances  que  presentenl  les  deux 
mouvpmeiils  composants. 

ConsidiTons  d’abord  le 
cas  oil  celui  des  deux 
mouvements  composaiits 
que  lions  nonimons  mou- 
venicnt  d'entrainement , 
est  simplemenl  nn  nion- 
vementde  translation ; en 
sortc  que,  cii  verlu  de  cc 
mouvenicnl , les  divci-s 
points  dc  la  trajecloire 
relative  AB,  py.  47,  qui 
sc  transporlc  succcssive- 
inent  en  .VB',  A"B”,  A"'B sont  aninies  ii  cliaqiic  iiisiaiil 
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de  vitesses  egales  cl  parallcles.  Si  les  positions  A li,  A'li'  dc 
ccllc  irajecloire  correspondent  aux  instants  (pii  terininent 
les  temps  t el  t+dt,  ct  si  M et  A’  sont  ies  points  oil  le  mo- 
bile sc  trouve  sur  sa  trajectoire  relative  anx  ineines  instants, 
M N'  sera  le  deplaccmenl  absolu  de  ce  mobile  dans  I’espacc, 
pendant  le  temps  dt.  Soient » la  vilesse  absoinc  de  ce  mobile 
lorsqu’il  cst  en  M,  ct  »-!-</»’  sa  vitesse  loi’sqn'il  esi  en  N'; 
t'  la  vitesse  commune  anx  differenls  points  de  la  ti  ajecioire 
relative,  a la  fin  du  temps  /,  el  r'+dv  ce  quedevient  celte 
vitesse,  a la  findu  temps  l-\-dt ; enfin  r"  la  vitesse  dn  mo- 
bile sur  sa  trajectoire  relative,  lorsqu’il  y occupe  la  position 
M,  a la  findu  temps  t,elr"  -\-dr"  sa  vitesse  relative,  lorsqu’il 
sc  trouve au  point  A de  cetle  trajectoire  relative,  a la  findu 
temps  t + dt.  A la  fin  du  temps  /,  la  vitesse  absolue  r du 
mobile,  qui  cst  alors  en  M,  esl  la  resullantc  de  la  vitesse 
d’entralnement  v'  du  point  M,  et  de  la  vitesse  relative  r".  A 
la  fin  du  temps  l + dt,  la  vitesse  absolue  du  mobile  esl  dc 
mCme  la  resultante  dc  la  vitesse  d’entraineineiil  v'+dv',  du 
point  A',  elde  la  vitesse  relative  p"-|-</e''. 

Cela  pose,  menons  par 
nil  point  quelcoii(|uc  C, 
fig.  /i8,  unc  droile  C.  1) 
(’■gale  el  parallelc  a la  vi- 
tesse r' ; |)uis  par  le  point 
I)  unc  droite  DK  egale  et 
parallelc  a la  vitesse  r" : 
la  ligne  CE  representera 
la  vitesse  v en  grandeur  el  en  direction.  Si  d’un  autre  cole 
nous  menons  CF  egale  et  parallelc  a la  vitesse  r'-+- </'■’, 
puis  EG  egale  et  parallele  a la  ligne  CG  repn’-- 

sentera  la  vitesse  p -4- rfr  en  grandeur  et  eii  direction.  La 
ligne  E G sera  done  egale  el  parallelc  a la  vitesse  acqnise 
elementaire  du  mobile  dans  son  monvemenl  absolu.  .Mais, 
si  nous  tra^'ons  Ell  egale  et  parallelc  a DE,  ct  que  nous 
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juignions  le  point  H aii\  points  EiG,  nous  poiirrons  diif 
quc  la  vilcsse  inliiiiinont  petite  EG  cst  la  resiiltanli*  des 
deux  vitesses  EH,  II G.  D'aillcurs  £H,egal  et  parallelc 
a DF,  est  cvideinnieut  la  vitesse  acquisc  elementaire  dans 
le  inouvemcnt  d’entralneinciit  du  point  .M  de  la  trajec- 
toirc  relative;  cl  HG  est  de  inemc  la  vitesse  acquise  tUe- 
inentaire  dans  le  niouvenienl  relatif : done  la  vitesse  ac- 
quise idcMuentaire  dans  le  inoiiveinent  absolu  est  la  lesul- 
laiile  des  vitesses  aequiscs  elemeiitaires  coiTespoiidanles, 
dans  le  mouveinent  d'entraineinent  et  dans  le  mouvement 
relatif.  On  en  coneliit  neeessaireineiil  que  I’acceleralion 
totale,  dans  le  niouvement  absolu,  s’obtient  en  compusant 
les  accelerations  totales  dans  le  mouvement  d'entralnement 
el  dans  le  mouvement  relatif,  d’apres  la  rdgle  du  paralltdo- 
giTiminc  des  vitesses. 

Si  un  point  mobile  est  regardc  comme  auime  it  la  fois  de 
plus  de  deux  moiivements,  el  que  les  divers  mouvements 
composanls  qui  juuent  le  rdle  de  mouvements  d'eiitraiiie- 
meni  (§  01)  soieiU  tous  des  mouvements  de  translation,  il 
est  clair  que  racceleration  tolule  du  mouvement  resultant  se 
trouvera  en  comjtosaut  les  acctdcratioiis  totales  des  divers 
mouvements  composants,  d’aprt^  la  regie  du  polygone  des 
vitesses. 

§ 80.  Voyons  maiuienani  coiiimeut  I'acceleration  totale, 
daus  le  mouvement  absolu  d’un  point  que  I’ou  regarde 
comme  anirae  it  la  fois  d'un  mouvement  d’entraiuemenl  et 
d’un  mouvement  relatif,  peut  se  deduire  des  circonstances 
que  presenlent  ces  deux  mouvements  composants,  dans  le 
cas  oit  le  mouveinent  d’entralnement  ne  se  reduil  pas  it  tine 
translation. 

Considerons  encore  les  deux  positions  AB,  A'B',  fig.  49, 
que  la  trajecloire  relative  du  mobile  occupe  a la  lin  des 
temps  t et  t+dl,  et  stipposoits  qu’attx  ntOmes  instants  le 
mobile  setrouve  aux  points  M,  N de  cette  ligne.  Nous  sa- 
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vous  que  la  courbe  A B peul  tHre  amenee  a la  position  A'B’ 

par  un  inouvement  dc  trans- 
latiun  egal  ati  di-placoment 
infiniineiil petit  M.AI'dti  poini 
M,  siiivi  d’lin  niuuvemeni  dt; 
rotation  aututir  d'un  u\c  Cl) 
passant  par  le  point  M'  (§  2S). 
Soil  AiBi  la  position  qu’elle 
prend  ainsi , apres  avoir  re^'u 
seulcmcnl  le  inouvement  dc 
translation  dontil  vient  d'etre 
question.  Le  point  A',  pour 
aller  OR  Dii',  parcourra  tl'abord  un  cheinin  N Ni  egal  ct  pa- 
rallels a M.M',  CR  vorlu  de  la  translation,  puis  un  arc  de 
cerdc  Ni  N'  en  verlu  de  la  rotation  autour  de  I’axe  C 1). 

.Menons  cn  M la  tangente  a la  trajeetoire  M .M'  (|ue  deerit 
ce  point  .M  suppose  lie  invariableinent  aux  axes  mobiles,  et 
ausiii  la  tangente  a la  trajeetoire  relative  A B du  mobile  que 
I’on  considere;  puis  por|ops  sur  ces  tangentpsdes  longueurs 
AI  B,  MS  respectiveitient  egalcs  aux  prodi|its  de  la  vitessc 
d’entrainement  v'  du  point  M,  et  du  la  vitessc  relative  v", 
par  le  temps  dt,  en  surte  qu'on  ait 

M R = v'dt  , ,M  S = v"dt. 

La  diagonale  MT  du  parallelogramme  eonslruit  sur  Ics  lignes 
M R,  M S,  sera  liee  a la  vitessc  absoluc  c du  mobile,  par  la 
relation  de  memo  forme 

et  de  plus  cette  diagonale  sera  tangente  en  M a la  trajeetoire 
absolue  de  cc  point  mobile.  II  suit  de  la  que,  si  I’on  joint  le 
point  T au  point  N'  oil  le  mobile  se  Iroiive  rei.-llement  a la 
fin  du  temps  t+dt,  la  ligne  T A'  aura  la  direction  de  I’acni- 
leration  totale  du  inouvement  absolu,  et  que  la  grandeur 
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(le  celte  acceleration  tolale  s’ubliciulra  en  niiiltjplianl 

par  (§-78)- 

Mais  si  Ton  joint  Ic  point  S an  point  N , qne  par  Ic  point 
T on  menc  TU  egale  et  parall^le  a SN,  pnis  qn'on  joignc 
le  point  U an  point  Ni,  on  aura  nn  polygone  TUNiN', 
dont  la  ligne  TJ»'  joint  les  deux  cxtrepiites.  Si,  de  pins,  on 
imagine  iin  polygone  semhlable  a celni-la,  ayant  ses  cOtes 
rcspcctivcmcnt  parallelos  a cenx  de  ce  prcpiier  polygone,  et 

2 

egaux  a ccs  memes  cduis  multiplies  tons  par  la  ligne 

(it 

correspondant  a T N'  dans  cc  nouveau  polygope  sera  pre- 
cisement  I’acceleration  totale  j du  mobile  dans  son  mouve- 
nient  absolu  : done  eettc  acceleration  totale  pcitl  etre  re- 
gardec  comme  etant  la  resultante  de  trois  accelerations  dout 
)es  grandeurs  sont 

2TIJ  flUN,  2N,N’ 

(it*  ’ ’ (it*  ’ 

et  dont  les  directions  soul  cellos deslignesTU,  U\,,  N,  N'. 

Obsenons  maiiitenant  (|ue,  TU  etant  egal  et  parallele  a 
S\,  la  premiere  de  ces  acetderations  composantes  est  I’ac- 
eeleration  totale  j"  dans  le  mouvenieiit  relatif  du  mobile  le 
long  de  la  trajectoirc  R ; et  qne,  U Ni  etant  evidemment 
(^gal  et  parallele  a RM',  laseconde  acceknation  composanle 
est  I’acceleration  totale  / dans  le  monvement  d’cnlraine- 
ment,  e'est-a-dire  dans  le  monvement  qu’aurait  le  point  mo- 
bile s’il  restait  en  repos  relativementanx  axes  mobiles  en  M. 
Quant  h la  troisiemc  acccdcM  atiou , nous  en  trouverons  la 
valour  en  remarquant  ipie,  si  m est  la  vitesse  angnlaire  dans 
la  rotation  instanlanec  des  axes  mobiles  antonr  de  CT),  et 
si  V est  le  pied  de  la  perpeiidiculaire  abaissec  du  point  Ni, 
sur  cette  ligne  C I),  on  a 

NiN'  = Mrfl  X N.  V; 
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et  qiie  d'ailloiirs,  si  Ton  nomine  a I'aiigle  fonne  par  cetle 
ligne  ClJ  aveo  la  direclion  dii  deplaceineiil  uleinentairc 
MWi  dans  le  inuuveinenl  relalit',  on  a 

Ni  V = M'Ni  siiia  = v"di . siiia  : 


on  a done 

2N,V  „ . - 

— — = 2 ti>  t>  sin  X. 

De  pins,  oelle  troisienie  acceleration  composantc  csi  diri- 
gee  perpendiculairemcnt  au  plan  qui  passe  par  CD  et  par 
leleinenl M'Xi  dc  la  trajccloire  relative,  et  dans  le  sens  qni 
va  de  N'  I a N'. 

D’apres  tout  eela , nons  ponvons  dire  que , loi-sque  le 
moiivcment  d’un  point  est  regarde  coniine  resultant  dc  la 
composition  d'lin  niouvement  d'entraluement  et  d'lin  niou- 
vemenl  relalir,  on  pent  obtenir  raceeleration  tolale  de  ce 
niouvement  dc  la  maniere  suivaiite.  On  imagine  que  le  niou- 
vement  d’entrainemeiit  elemeiiUiire  des  axes  mobiles,  a 
rinstant  qiielcoiiqiie  que  Ton  eonsidere,  soit  decompose  en 
une  rotation  autour  d’nn  axe  instaiitane  passant  par  le  point 
oil  se  troiive  le  mobile  ii  cet  instant,  el  en  une  translation 
egale  au  niouveiiiciil  de  ce  meme  point  suppose  lie  aux  axes 
mobiles  (g  31)  ; el  Ton  determine  la  vilesse  angulaire  w 
de  cetle  rotation  elementaire,  ainsi  que  Tangle  a que  Taxe 
instaiitane  autour  duquel  elle  s’eireclue  fail  avec  la  direc- 
tion de  la  vilesse  relative  r"  du  mobile.  Ccla  fail,  on  com- 
pose ciilre  dies 

1*  L’acceleration  d’entraiiiement  j,  c’esl-a-dire  Taccele- 
ration  du  mouvement  doiit  serail  anime  le  point  mobile  s'il 
restait  en  repos  relatif  dans  la  position  oil  il  sc  trouve  ; 

2“'  L’acceleralion  relative  c'esl-a-dirc  Tacceleralion 
dans  le  mouvemenl  relatif  dn  point  [lar  rapport  aux  axes 
mobiles ; 

3"  Eiifm,  line  acceleration  egale  ii  2wr”sin«,  dirigei* 


Digitized  by  Google 


ACCEI.Ktl  ATIO.N  PA>S  LK  JIOI  VEIIEAT  n’l  M I'OIMT.  109 

pcrpoiidiciilniromeiit  au  plan  qiii  passe  par  la  vitesse  rela- 
tive r " et  par  I’axe  iiislanlami/le  rotation  des  axes  mobiles, 
et  dans  le  sens  dans  leqnel  I’exlremite  de  la  ligne  qni  repre- 
seiite  la  vitesse  relative  lourne  dans  la  rotation  instantaneu 
antonr  de  eet  axe  : 

l,a  eomposition  de  ees  trois  accelerations  elaiit  elTectuec 
d'a|nes  la  regie  dn  polygone  des  vitesses,  I’acceleration  re- 
sultante  (|iie  I’on  obtiendra  sera  raceeleration  totale  dans  le 
niouveinent  absoln  du  point  consider<\ 

§ 81.  — I’onr  don- 
ner  nn  exemple  de 
I'application  des  tii<‘o- 
ries  preci'-dentes,  con- 
siderons  nn  cercle  qui 
se  ineut  dans  son  plan 
en  roiilant  nnirorint'*- 
.T  inent  snr  nne  ligne 
droile  XV,  fig.  50,  et 
ebercbons  I’aecelera- 
tion  totale  dn  niouve- 
nient  dont  est  anime  le 

point  M lie  an  cercle  mobile. 

Pour  passer  de  la  position  aetnelle  ii  une  position  infnii- 
ment  voisine,  le  cercle  va  tourner  antonr  du  point  de  con- 
tact .V,  qui  est  son  centre  instantane  de  rotation.  Soit  w 
la  vitesse  angiilaire  dont  il  est  anime  dans  cette  rotation  ins- 
tantanee  ; o)  est  suppose  constant.  Designons  par  r le  rayon 
OA  du  cercle,  par  p la  distance  .V.AI  dn  point  .M  an  centre 
instantane  A,  et  par  a Tangle  .MAO.  La  vitesse  r dn  point 
.M  est  lice  a la  vitesse  angnlaire  w pai-  la  relation 

e = p «. 

Pendant  le  temps  dt,  le  point  M decrit  nn  arc  .M  .M’  egal  a 
pri)dt.  En  meme  temps  le  point  0 marcbe  de  ,•  et. 
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comme  le  ]>oiiil  dc  contact  A dii  ccrcle  avcc  la  dioitc  se 
dcpiace  piccisi'nncnt  dc  la  incinc  quantile  que  lo  centre  Odu 
cercle,  il  en  nisnlle  que  la  disUince  A A'  des  deux  positions 
successives  dc  ce  point  de  contact  est  egale  a rwrff.  Les 
deux  lignes  M A,  M'A' sunt  deux  nonnales  inriniiiicnt  voi- 
sincs  de  la  trajcctoirc  dii  point  M ; done  leur  point  de  ren- 
contre r.  est  le  centre  de  conibnre  d(^  cette  trajectoirc.  Si 
Ton  di'crit  dn  point  coinine  centre,  aVec  C A pour  layon, 
I’aic  d(‘  cercle  intiniinenl  petit  A D,  on  li  uuvera  le  rayon  de 
courbure  .MC,  ou  p,  au  inoxcn  de  la  proportion  suivaute, 


qui  donne 


D’apres  cela , 
du  point  M, 


p M M'  p w dt 
p — p A B r CO  cos«  dl  ’ 

r' 

p = . 

* p — r cosa 

on  aura  : 1”  pour  I’acceleration  tangentielle 


dv  dp  B A 

-7-  = w -7-  = w — 7- 

dt  dl  dl 


= co’  »■  sin  a = CO*  X O D ; 


2"  pour  I’acceleration  centripele  du  ineinc  point , 

tj’ 

— = co’  (p  — >•  COS3-)  = w*  X M \). 

On  en  ennelut  racileinent  que  I’aceeleration  lotale  du  point 
M est  dirigee  siiivant  M 0,  et  qtt’elle  est  egale  a co’  X .M  0. 

(^e  r<*sidtat  simple  pent  etre  obtenu  d’une  autre  inaniere, 
en  observant  que  le  inouvement  du  cercle  qui  roule  eqni- 
vaut  a la  coexistence  d’un  inouvement  de  rotation  autoiir  dn 
point  0 avec  la  titessc  angulaire  co,  et  d’un  inouvement  de 
translation  rectiligne  el  iinirorine  de  ce  point  0 parallelc- 
inent  a la  droile  XY  avec  la  vitesse  r co.  Ce  dernier  inouve- 
menl  etant  considere  comme  motivement  d'entraliieinent,  el 
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le  prtMiiior  coniine  moiivomeiil  relalif,  I’amHeration  totalc 
du  point  mobile  M s’oblieiidra  par  la  composition  dcs  acce- 
lerations totales  des  moiivements  ebinposaiits  (§  79).  Mais 
l'acceU*ration  dans  ce  inouveincnl  d'entraincinent  est  nulle, 
puisqu’il  csl  recliligiic  ct  iinifornie  : done  raccclcraiioii  lolale 
dans  le  nioiivenient  resultant  se  riyuitacelle  du  inoiiveinent 
de  rotation  autour  du  point  0.  Or,celte  acceleration  du  point 
M,  dans  sa  rotation  miirorinc  autour  du  point  O,  a pour 
valeur  le  carte  de  sa  vilesse  w X OM,  divise  par  le  rayon 
OM  du  cercle  qii’il  decrit : done  clle  csl  egalc  a to’  X OM. 
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DYNAMIQUE 

PREMIERE  P.IRTIE. 

Dc  rcqiiilihrc  et  <lu  mouvement  d'an  point 
materiel. 


CIIAPITRE  PREMIER. 


Monr.  k’action  et  composition  des  fouces  APPLigLf;ES 

A LN  POINT  MATtniEL. 


§ 82.  Ce  qu’on  enlcnd  par  poinl  malrriel.  — Qiiand 
on  pailc  dll  niomt-nipnl  d’lin  corps,  il  arrive  ires-souvciit 
qiie  Toil  fail  absiraction  des  dimensions  de  ce  corps,  et  qu’on 
I'assiinile  ii  nn  simpli!  point  dans  Icquel  toutc  sa  niatierc  sc- 
rait  condensee.  C’est  ainsi  qiie,  qiiand  on  dit  qu’iin  boulel 
lanci*  dans  I'espace  decrit  line  ligne  cuiirbe,  on  con^oil  im- 
plicilement  qiie  le  boulet  soil  reduit  ii  son  centre ; il  en  est 
encore  dc  iiienie  dc  la  lerre  el  des  planeles,  qiiand  on  dil 
que  ces  corps  decrivenl  des  ellipses  aiitunrdii  soleil.  Un  pa- 
red point,  dans  leqiiel  on  imagine  que  toiite  la  matiere  d’un 
corps  soil  condenstH',  consliliie  ce  que  nous  iiommeroiis  un 
point  materiel.  II  faiil  bieii  obsener  que  la  pdilesse  des 
dimensions  du  cor])s  n'est  uullement  line  cuiidilion  iieces- 
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saire  pour  qu’on  puissc  Ic  reduirc,  par  la  pcnsce,  a iin  point 
materiel. 

Nous  aliens  entrer  dans  I'etudc  du  mouvemem  des  corps, 
sous  I’action  des  forces  qui  leur  sont  appliquees,  cn  les  snp- 
posant  d’abord  reduits  Ji  dc  simples  points  matericls;  c’esl- 
a-dire  que  nous  commcncerons  par  faire  abstraction  de  leurs 
dimensions.  Ensuitc,  lorsquc  nous  aurons  acquis  des  notions 
nettes  et  precises  sur  la  question  du  mouvement  ainsi  sim- 
plifiee , nous  reviendions  a la  realite,  cn  considerant  les 
corps  tels  qu’ils  existent  dans  la  nature. 

Kous  rctrouverons  encore  plusieurs  fois,  dans  la  suite, 
celle  manierc  dc  proceder,  qui  consiste  a faire  abslraclion 
tout  d’abord  d’linepartie  des  circonstances  qui  compliqueut 
les  qiu'slions  dont  on  s'occupc,  et  a les  ramener  ainsi  a iin 
cei  tain  elat  dc  simplicile  ideale,  pour  les  aborder  ensiiile 
dans  loule  leur  rtialile.  Cette  marche  esl  indispensable  jiour 
que  nous  puissions  attaquer  la  (piestion  si  complexc  du  inou- 
vement  des  corps  naluiels  et  arriver  a la  connaissance  des 
lois  d’apres  lestpiellcs  cc  mouvement  s’effectue. 

2 83.  Premier  pri.ncii*e. — Incrtic  dcia  mnlicre.  — Les 
lois  de  la  dynamique  n'onl  pu  ctre  etablics  qu’en  partant  d’lin 
certain  nombrede  p)‘i«cip<?*,ou  veritesfondamcnlales,  dont 
la  connaissance  a puisee  dans  I'observalion  des  faits.  Ccs 
principcs,  qui  sont  au  nombre  dc  quatre,  et  que  nous  enon- 
ceroiis  successivement  dans  ce  chapitre,  ne  sont  pas  d’unc 
evidence  absolue  ; il  a fallu  dcs  homines  dc  gi'nic  pour  les 
demeler  dans  les  pbenomenes  qui  s’accomplissentsur  la  terre 
el  dans  I’linivei'S.  Aussi  la  vei  ite  de  ces  principes  ne  peut-ellc 
pas  elrc  reconnue  d'une  maui(’‘re  complete  « priori ; on  ne 
pent  (pie  faire  concevoirleur  existence,  au  moyen  de  certains 
exi-mples  de  pluMiomenes  dans  Icsipicls  cliacun  d’eiix  se  ma- 
nifesle  d'une  manierc  spcciale.  Mais  leur  exactitude  est  ren- 
due  incontestable  par  rexacliludc  des  conseipiences  qu’on 
cn  deduil  au  moycu  d’une  suite  de  raisouueiucnts  rigoureux. 
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La  plus  grande  prcuvc  dc  ccltc  cxaciiludc  sc  troiivc  dans 
I’accord  dcs  niouvcnicnts  dcs  corps  celestes  avec  Ics  lois 
tlidoriques  de  ces  Tnonvements,  obtenues  en  sc  fondant  siir 
les  principes  dont  il  s'agit. 

Le  premier  principe  dont  nous  parlerons  est  cclui  qiii  esi 
connu  sous  le  nomdc  Principe  de  I’iiierlie  de  la  inatiere. 
£u  void  lenonce  : 

Un  point  materiel  ne  pent  parnter  de  lui-mhne  de  I’d- 
tat  de  repos  a Vetat  de  mourement.  Vne  fois  en  moiire- 
ment,  il  ne  pent  modifier  de  liti-meme  ton  etat  dc  mon- 
vement;  en  sorte  qiie,  si  ancune  cante  erterienre  n'at/it 
tur  Ini,  ta  vitette  tera  constammenl  la  mime  en  gran- 
deur et  en  direction,  e’ett-d-dire  que  ton  mourement 
tera  rectiligne  et  uniforme. 

S 84.  Forces.  — Pour  qu’un  point  materiel  passe  de  Pe- 
tal de  repos  4 Petal  de  mouvement,  il  faut  qii'il  soil  soiimis 
4 Paelion  d’unc  cerlainc  cause.  Pour  (pPun  point  materiel, 
dej4  en  mouvement,  nc  continue  pas  a se  monvoir  unlforme- 
nuailclen  ligiic  droile,  il  faut  egalcmenl  qu’il  soil  soumis  4 
Paction  d’uiie  cerlainc  cause  qui  modifie  les  eirconslanees 
dc  son  mouvement.  Celle  cause  dc  mouvement  on  de  modi- 
ficatibn  dc  mouvement,  quelle  qu’clle  suit , un  la  numme 
force. 

Les  mouvements  que  nous  obsei  vons  autour  de  nous,  sur 
la  lerre,  nous  inanifeslent  Pexistence  de  diverses  especes  de 
forces.  La  chute  des  corps  ipic  Pon  abandonne  4 eux-memes, 
4 line  certqinc  distance  aii-dessus  dc  la  sui  face  dii  sol,  est 
due  a Paction  d’une  force  qu’on  nomine  la  petunteur.  I.ors- 
qu’on  deformc  une  lame  d’acier,  el  qu’ensuile  on  Paliondoniie 
4 elle-meme,  ses  diverses  parlies  pmnient  un  niouveimmt 
dc  vibration,  qui  est  prodiiit  par  Paction  de  ce  qu’on  nomine 
les  forces  moleculaircs.  Les  mouvemeiils  des  corjis  elec- 
trises on  aiinanles,  qui  s'apprucbenl  uu  s’eloigneiit  les  tins 
des  aulres,  soul  le  resultat  de  Paction  de  cerlaines  forces 
8. 
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fl’tiiK*  iiatiin!  parliculiero,  (]u’on  noniiiK*  force*  eleclriquc*, 
force*  tnagm'/ifjiie*.  Lcs  iHres  animes,  par  la  cuntraclinii 
(k*  Icurs  niusdes,  pciivciil  cxiTcor  ime  atlion  siir  lt‘s  corps 
ipfils  louchoiit , do  inanicrc  a lcs  inctlrc  cii  mouvcincnl  on  a 
niodilicr  le  mouvcincnl  (|ii'ils  possedcnl  deja. 

Unc  force  ap[)liqiicea  im  point  nialcrici  no  determine  pas 
tonjonrs  le  monvement  de  cc  point.  Si  nn  obsiaidi;  s’oppose 
it  ce  monvement,  la  force  donne  lien  a nne ]>rc**iott  on  a ime 
tcHxion.  L’aclion  de  la  pesanlenr  snr  nn  corps  ipii  rc|ios(* 
siir  nne  table  delerniine  nne  pression  exerci'-e  snr  la  table; 
si  le  coi  ps  est  snspeiidn  a nne  corde  doni  rextremili-  snpe- 
rienre  est  lixe,  cclte  action  de  la  pesanlenr  di’-lermine  nne 
tension  de  la  corde.  Ces  denx  exemiiles  snllisent  pour  fairc 
comiireiidre  en  gi'iniral  ce  (jn’on  entend  pai'  la  pression  on  la 
tension  n'-snilant  de  I'aclion  d’nne  force  snr  nn  point  mal<‘- 
riel  (|ui  ne  pent  ]ias  coder  a celte  action. 

g 85.  l*olds  des  corps.  — Lorsipi’nn  corps  n'esi  sonmis 
(lii’a  I’aclion  de  la  pesanteur,  et  fjn’nn  obstacle  remiiecbe  de 
tombersons  cetle  action,  la  pression  on  la  tmision  (piieii  re- 
snlte  se  nomine  le  poith  dn  coi'ps.  I.e  poids  d'mi  coi'ps  jiro- 
dnil  tonjoni’s  nne  ikd'ormation  de  I’obstacleipii  s’opiiose  a la 
elnile  dn  coi  ps ; cetle  deformation,  cpii  est  sonvenl  insensible 
a I’li'il,  est  (pielipiefois  an  coniraire  extrememenl  marqiu'c, 
comme  par  exem|)lc  dans  le  cas  oil  le  corps  est  sns|)endii  a 
nn  appareil  forme  de  lames  de  ressort  pri‘senlant  nne  eer- 
taine  llexibilili'-.  On  coinprend  ipie  la  grandeur  de  la  defor- 
nialion  prodnile  par  le  poids  d'nn  corps,  dans  nn  appari‘il  de 
ce  genre,  pent  servir  a conslaler  I’energie  de  ce  poids. 

On  dil  qnc  lcs  poids  de  denx  corps  soul  eganx,  lorsqne  ces 
denx  corps,  sns]iemlns  snccessivement  ii  nn  meme  appareil  a 
ressort,  le  font  fli'chir  d'nne  meme  quantile.  Denx  corps  de 
meme  |uiids  (‘lant  riMiiiis  ensemble  poor  ne  former  (pi'nii  seni 
corps,  on  dil  qne  k*  poiils  tie  ce  <’oi|is  nniqne  est  double  de 
cliacnn  desdenx  poids  |n  imilifs.  Dememe,en  rennissant  en- 
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scmblo  Hois,  (iicilrc,  ciiu[, corjis  do  mrmc  poids,  on  a 

nil  corps  uniipic  dont  Ic  poids  est  triple,  qiiudriiple,  ipiiiitii- 
ple,....  do  cliacuii  dcs  preiniei's. 

On  con(;oil  d’afires  cola  ipi'i!  snflit  do  clioisir  ii  volonlt*  nn 
corps  A,  dont  on  prcndra  Ic  poids  pour  uiiitr’,  |u)nr  ponvoir 
cvalncr  on  nondirc  !(•  poids  d’lin  corps  (piolcoiupio  Ii.  (!ar, 
an  inoyon  do  I'aiiparoil  a rcssort,  on  ponrra  si*  procnror  aii- 
tant  do  corps  quo  I'on  vondra  ayant  tons  nionie  poids  ipio  Ic 
coiqis  A ; puis  on  jioiirra  clii'rohor  coniliion  on  doit  siis|»oiidro 
do  cos  corps  onsonililoau  nicnic  apjiaroil  ii  r<‘ssorl,  pour  d«';- 
torininor  la  memo  dt'-formatioii  ipio  Ic  corps  11  siispomlii  soul 
a col  apparoil  : lo  poids  dii  corps  I!  sera  ropn-soiito  \iar  Ic 
iioniliro  do  cos  corps  quo  Ton  aura  dii  suspondre  oiisomblc 
pour  prodiiire  sur  I’apparoil  a rossorl  lo  inomo  oirot  quo  lo 
oorjis  II  soul. 

Oil  a adoptd  on  Franco,  pour  imilo  do  poids,  lo  poids  d’uu 
coiitimotro  ciilio  d\‘aii  pure,  prise  ii  la  tompdraliiro  do  /i',l; 
ot  on  Ini  a domic  lo  noni  do  yrnnime.  On  so  sort  soiivoiil 
aiissi  d’nno  aniro  unite  do  poids,  U'  ki/oijniinme,  ipii  vaiit 
millo  {jramnios,  ct  qui  csi  par  consi'qiiont  lo  poids  d'nn  Hire 
d’oan  pure,  prise  it  la  tomporaluro  do  /i",l.  Lo  poids  d’lin 
corps  (iiiclconqiio  pout  sV’valiior  on  grammes  on  on  kilo- 
granimos,  par  lo  nioyoii  ipii  viont  d’etre  iiidiqiie. 

5 8().  Evniunlloii  do«  rorecN  cn  nonilireK.  — II  osl  na- 
turol  do  proiidro  lo  poids  d’liii  corps  poiirmosiiro  do  riiilon- 
siti;  do  la  force  rpii  tend  ii  lairo  lonihor  ce  corps.  La  ibreo 
do  la  posantcur  agissaiit  sur  nii  coi  |)s  sera  done  ropn-soiili'C 
par  nil  certain  nonihro  do  graniiiios  on  do  kilograiiiiiu's. 

I’lio  force  qnolcompio  idaiit  aiqiliipibo  ii  mi  point  niali'-riol, 
ot  t(‘ndaiitii  lo  moltrooii  moiivoiiioiil,  on  coiu;oii  qii’oii  pent 
s’opposor  ail  niouvoniont  ilii  jKiiiit  on  rallacliaiil  ii  iiii  apjia- 
roil  ii  rossorl  j cot  aiiparoil  bproiivora  iiiio  loiisioii  qiii  le  fora 
llbcliir  (riiiio  corlaiiio  qiiaiitilo.  La  forco  (jiio  I’on  considi-ro 
pourra  btre  rogai  dbo  (.•ommo  bgalo  ii  I’aciioii  do  la  |)osaiitoiir 
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siir  Ic  corps  qui,  cUiiU  suspcnclii  a i’appareil  a rcssort,  Ic 
flecliirail  cxactenient  do  la  ineme  quaiilite  : Ic  poids  dc  cc 
corps  servira  done  do  mcsuic  a la  force.  Ainsi,  uiic  force 
(liielconque  peul  toujours  elre  inesurce  par  uii  poids,  cl  en 
consecpieiice  evaluee  en  noinbre  an  moycn  do  I’linile  do  poids. 
Le  plus  linbiuielleinenl,  c’esl  en-kilogi  ammes  quo  Ton  evaliic 
les  intensites  des  forces. 

Uii  apparcil  a rcssort,  destine  a comparer  rinlcnsiled’unc 
force  a ccllc  de  Taction  dc  la  pesanleur  sur  un  corps,  par  la 
deformation  qnc  ces  forces  Ini  font  eprouver,  sc  nomine  en 
general  iin  dynamomclre.  II  cn  exisle  de  divci’ses  formes. 
JNoiis  no  les  decrirons  pas  ici.  Nous  nous  conlenlerons  d’a- 
voir  explique  le  principe  de  lenr  cmploi,  en  ajoutanl  senle- 
nient  qu'au  moyen  d’unc  gradation  qu’on  lenr  adapte  ordi- 
nairemcnl,  on  rcconnait  de  suite  quelle  esl  la  valour  niime- 
riqiic  d’line  force,  d’apres  la  grandeur  dc  la  deformation  quo 
celte  force  a occasionni’e. 

L’obscrvaiion  indi(|uant  quo  Tinlensite  dc  la  pesanleur  va- 
rio  d’un  point  a un  autre  de  la  surface  dc  la  terre,  le  poids 
d’liii  litre  d’eau  pure  n’esl  pas  le  meme  partout  : ce  poids  fe- 
rail  iiiegalement  flecbir  un  memo  dynamometre  auquel  on  le 
snspendrail,  si  Ton  faisail  succcssivemenl  Texperience  dans 
divei-s  liciix.  Pour  que  le  kilogramme,  quo  nous  prenons 
pour  unite  de  force,  soil  compbitemenl  dt'-lini,  il  esl  necessairc 
d'ajouler  dans  quel  lieu  on  cn  determine  la  valeiii';  on  peul 
dire,  par  exemple,  que  le  kilogramme  esl  le  poids  d’un  litre 
d’eau  pure,  a Paris,  cetle  eau  elanl  prise  a la  temperature 
de  /i",l.  Un  dynamometre,  gradueii  Paris,  de  maniere  a faire 
eonnailrc  iminediatcmenl  la  valour  d’line  force  cn  kilogram- 
mes, pourra  ensuite  ctre  employe  dans  un  lieu  queleonque, 
sans  que  Tunite  de  sa  graduation  cesse  d’etre  exaclement  la 
nieine.  On  peutajouler  cependant  que,  dans  les  applications 
de  la  inecani(|iie  aux  machines,  on  iTa  pas  besoin  dese  preoc- 
cuper  de  cc  que  le  kilogramme  n’aurait  pas  la  mcme  valeur, 
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suivuiil  qu'oii  le  delennincrait  eii  iiii  lieu  uu  eii  un  uulrc ; la 
tliireieiice  esl  Hop  faible  poiirqu’ellc  puissc  avoir  lamoiudrc 
iiuporlaiice  duns  co  cas. 

g 87.  Dlrcclloa  et  mbs  d'uoe  force.  — Loi'squ’uiic 
foi  cc  agil  sur  un  point  maU’ru'l,  on  pent  coiiccvoir  que  I’oa 
uiaintienue  cc  point  cn  repos  pendant  qnelquc  temps,  puis 
qn’on  rabandonne,  en  Ini  laissant  la  liberie  de  se  ineltre  eu 
uiouvement  sous  I'action  de  la  rorce,  sans  qu'aucun  obstacle 
le  gene  dans  ce  inouvement  ; la  direction  suivant  hKpiellc 
il  coininoucera  a sc  dc'placerestcequ’on  noninie  la  dirvclion 
de  la  force  a laquelle  il  cst  sounds.  On  regarde  egalenient  la 
I'orce  coinme  agissant  daiis  le  tens  dans  lc(|uel  le  point  uu- 
tca  iel  se  deplacera  suivant  cette  direction. 

88.  DEixiEME  rni.xcii’E.  — EgalUe  de  raclion  ct  de 
la  reaction.  — Apres  avoir  eUibli,  dans  ce  qui  precede,  des 
nolions  generales  sur  rintensite,  la  direction,  ct  lesens  d'nne 
I'orce,  nous  somines  en  inesure  d'(’‘noncer  un  deiixieine  prin- 
cipe  de  la  dynandque,  epd  est  coiinu  sous  le  uoin  de  J’rin- 
cipe  de  I'c'gulile  de  ruction  ct  de  la  reaction.  Voici  eu 
quoi  il  consistc  : 

Toule  force,  appliquec  d un  point  materiel  A,  einane 
d'lin  autre  point  materiel  II  »itnv  a une  dixlance  qael- 
conque  da  premier;  eu  meme  iempu,  le  point  11  e*t  xou- 
mi»  d I'action  d’nne  autre  force  emanant  da  point  A. 
Cet  deux  forcet  (^action  et  reaction)  tout  e'galet  entre 
ellct,  dirige'et  tuiranl  la  droite  AM,  et  en  tens  conlraire 
I'une  de  I'autre. 

L’opposiliou  de  sens  des  deux  I'orces  auxquolles  Ics  deux 
points  iiiatei  iels  .\,  II  sunt  sounds,  ne  suppose  rien  sur  le  sens 
de  cliacunc  d'elles  pris«?  isoleiuent.  II  peut  se  faire  que  la 
force  qui  agit  sur  le  point  A tende  a le  rappruclier  du  point 
il;  et  alors  la  force  (jui  agit  sur  le  point  it  tend egaleinent a 
le  rappruclier  du  point  A : dans  ce  cas,  les  deux  furia's  sunt 
dites  attraclices.  Si  les  deux  forces  agissent  au  contrairc  cn 
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tcndant  si  eloigner  les  deux  points  A el  B I’nii  de  raiitre,  on 
dit  qn’elles  sonl  re'puUire*. 

§ 89.  TnoisitME  PiuxciPE.  — Indepeiidanee  de  I’effel 
d’uae  force  et  do  moiiveiiieni  anterieurement  arquli* 
par  le  point  malericl  Kur  lequel  elle  a|;il.  — Apres  avoir 
ele  conduits  ii  la  d*'‘fmilion  des  forces  par  le  premier  prin- 
cipe  qne  nous  avons  enonce  (g  83),  et  avoir  etabli  par  le 
second  principe  (§  88)  la  inaniere  doiil  elk’s  exisicnl  dans 
la  nature,  il  nous  restc;  ii  poser  les  bases  de  leiir  mode  d’ac- 
tion  pour  produire  le  inouvemeiit  des  coips  aii\(|uels  dies 
sont  appliquees  : tel  est  I’objel  des  deux  aulres  jiriiicipes 
que  nous  avons  encore  ii  (‘iioncer.  Le  premier  des  deux  con- 
siste  en  ce  que  : 

L’effet  produit  par  uve  force  tur  un  point  materiel  ext 
independant  da  mourement  anterieurement  acquix  par 
ce  point. 

Pour  bien  coinprendre  la  signification  de  ce  principe,  il 
faut  concevoir  (jue  Ton  rapporte  les  positions  successives  du 
point  inatib  iel  dont  on  s’occupe,  a un  systeme  d’axes  aniim- 
d’liii  mouvement  de  translation  rectiligne  el  uniforme,  dans 
lequel  la  vitesse  ail  la  im'me  gi  andenr  et  la  ineine  direction 
([ue  la  vitesse  dii  point  malei  iel  a un  instant  quelcompie  de 
son  inouvc’inent.  Si,  a partirde  cel  instant,  k'  jioint  materiel 
ii’etail  souniis  a faction  d'ain nine  force  , son  monvemenl 
serait  reeliligno  el  iiniforme,  en  vertii  du  princi|ie  <le  I’iner- 
lie;  el  en  con.seqnence,  il  conserverail  tonjoui's  la  meme  po- 
sition par  rapport  aiix  axes  mobiles  dont  on  vieiilde  parler. 
l.e  nouveau  princi|R-  qiii  vienl  d’etre  ('■nonci-  sigiiille  (pie, sous 
I'action  de  la  force  i|ui  Ini  est  apiiliipu'e,  le  point  niali’-riel 
pnnid,  par  rap|>ort  aiix  axes  mobiles,  et  ii  partir  du  im'nne 
instant,  un  mouvement  (|iii  est  exactenieiit  le  ni(nne  ipie  le 
monveimnit  absolti  (pie  celte  forc(‘  Ini  coinmiiniipierail  s'il 
partail  du  repos;  en  sorli;  ipi'il  siillira  decomposer  ce  iiioii- 
venient  du  point  par  rap|iort  aiixaxes  mobiles,  avec  le  moti- 
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vemcnt  di-s  axes  (‘iix-nipmcs , pour  avoir  k*  muuvoniciu  ab- 
solu  clii  point  malpricl  clans  I’cspace. 

§ !)().  Monvenient  d*un  point  mat^riol  tioumlH  a 
I'aclion  d'nne  forrc  do  i^randenr  el  de  dlreetion  coni^ 
lantciB.  — Lc  principc  (!<■  rincli'pondancc  do  I'clTct  d’nno 
forcp  ct  dll  inouvpincnt  anU'-ripuromont  acquis  par  le  point 
materiel  sur  Icciuclollc  agit,  va  nous  pc'rnicttrc  do  detenni- 
ncr  iininc-diatPinent  Ic  mouvement  quo  proud  tin  point  ma- 
teriel sous  I'aetion  d’uno  force  constante  on  grandeur  et  on 
direction.  Considerons  d’abord  lo  casoii  le  point  malericd  se 
met  on  mouvement,  sous  I'actiou  de  cotto  force,  sans  avoir 
re(,’u  de  vitesso  initiale. 

Pour  faciliter  la  rc'cherelie  dn  mouvement  produit  par  la 
force,  concevons  cpie  lo  temps  pendant  Icquel  nous  voulons 
tUudier  sou  action  soil  divise  en  un  nomlm'  r|uelcom|ue  de 
parlies  c'gales ; cl  supposons  c|ue  la  force,  au  lieu  d'agir 
d'nne  maniere  oonlinue,  n’agisso  quo  par  inlennillemc,  au 
commeiieemeiil  de  chacun  des  inlervalles  de  temps  parliels 
dont  nous  venous  de  parlor.  Entri'  donx  actions  consc'cn- 
tives  de  cetio  force,  le  point  mateiiol  aura  mHcssairemenl 
nil  mouvement  rcctiligne  el  iiniformo;  et  c’esl  la  succession 
des  mouveinenis  de  ce  genre  cpril  possedera  apres  cliacnne 
des  actions  inslanlamjes  de  la  force,  (|ui  consliiuera  sou 
mouvement  i>endaul  uu  temps  (pielcompie.  .\pres  la  pre- 
mie-re de  cos  actions  suceessives  de  la  force,  le  point  inale*- 
riel  c‘si  anime  d'nno  cM’iTaiiio  vitosse,  dont  la  direction  el  le 
sens  soul  j)ri‘cis(-menl  la  direi-lion  el  lo  se-ns  de  la  force  elks 
meme  S7).  Poor  avoir  la  vitosse  dont  le  point  esi  anime 
apres  la  seconde  action  dt;  la  force,  il  faul  conqiosi-r  la  vi- 
tessc  qn’il  jiossedait  aim'-s  la  inemic-n^  action,  avec  nne  \i- 
lesse  de  menu'  grandeur,  de  meme  direction  et  de  menie 
sens,  prodiiili-  pai-  la  notivelle  action  ipi’il  a (''pi'oiivee  de  la 
part  de  la  force  : la  n'-siillaiile  di-  ces  deux  \ilesses  sera 
double  de  chaenne  d’elles,  et  die  aura  la  meme  direction  el 
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Icaionic  sens  quc  les  coniposimies.  Uii  >ena  dc  meme  (lue, 
apres  une  iroisieinc  action  tie  la  force,  la  vilesse  tin  point 
materiel  aura  encore  la  nieme  direction  et  lo  meinc  sens 
tpi’avanl  ccltc  action,  ct  que  cette  \ilcsse  sera  triple  do  celle 
donl  il  elail  anime  apres  la  premiere  action  dc  la  force ; ct 
ainsi  de  suite.  Lc  mouveinent  tin  point,  pendant  nn  temps 
qmdeonque,  s’elTectuera  done  lc  long  d’nnc  ligne  droilc  dc 
meme  direction  que  la  force,  ct  dans  lesens  dansleqiiel  ellc 
agil ; et  la  vilesse  dont  ce  point  sera  aniim“  a un  instant  quel- 
comiue  sera  proporlioiinellc  an  nombre  total  ties  actions 
qu’il  aura  eprouvees  dc  la  pan  tie  la  force  avanl  cel  instant. 

Si  Ton  con(,’oil  que  les  inlervalles  tie  temps  egaux  compris 
enlre  les  actions  successives  de  la  force  devieniieni  tie  plus 
en  plus  petils , on  sc  rapproclicra  tie  plus  en  plus  du  cas  oil 
la  force  agirait  d’une  maniertt  continue,  cl  lc  monvemenl 
"qui  sc  produirail  dans  ce  cas  esl  evidemmenl  la  limitc  vers 
laquelle  lend  lc  mouvemenl  que  nous  venous  d’oblenir, 
lorsqut'  CCS  inlervalles  de  letups  sont  supposes  decroilre  in- 
deliuimenl  jusqu'a  devenir  nuls.  II  resulte  dc  la  que,  si  un 
poinl maleriel , primilivemenl  en  repos,  esl  mis  en  mouve- 
incnt  par  Taction  d’unc  force  consiantc  en  grandeur  el  en 
direction,  la  irajecloire  du  point  sera  une  ligne  droile  tie 
memo  direcliou  que  la  force , ct  sa  vilesse  croilra  propoi - 
lionnellemenl  au  temps  comple  it  parlir  du  commencemenl 
du  mouvemenl;  en  un  mol,  ce  mouvemenl  sera  reel  Hit/ iic 
et  uniformenient  acceh're  (§  11). 

Designons  par  j Tacceleralion  dc  ce  mouvemenl  (2  fiO), 
par  I lc  temps  comple  a partir  de  Tinslanl  oil  le  poinl  maic:- 
riel  se  met  en  mouvemenl , cl  par  x la  dislaucc  comprise 
enlre  son  poinl  dc  depart  ct  la  position  qu’il  occupe  a la  lin 
du  temps  t.  L’eipialion  du  mouvemenl  sera  simpicment 

car  X doivent  clrc  uuls  lous  deux  pour  t = o. 
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Oil  tniiivi;  uii  fxcniple  do  oc  inouvoineiit  dans  la  dintc  dcs 
corps  p<‘saii(s  ipioii  laisso  tuiiiber  liliremcnl  dans  le  vide , 
sans  vilcssc  initialc.  L’acci'lcralion  olanl  designee  par  g, 
dans  C.C  cas,  on  a pour  I’equatiun  du  niouveinenl 

xz=z{gl\ 

L’experiencc  nionlrc  (pie  co  nuutveinenl  s’elTeelue  bien  sui- 
vaiil  la  loi  indi(]U(3e  par  la  Uieorie.  A Taris,  raccC'leratiuu  g 
a pour  valour 

g = i»,8088, 

le  inc-lre  elant  prispour  iinib^  do  longueur,  el  la  seeondc  dc 
lemps  nioy(‘n  pour  iiiiiu-  de  lenips.  Dans  ce  niouveinenl,  la 
vilesse  r,  a iin  iiistanl  (pielcompie,  a pour  valeur 

v = gt; 

el  si  Ton  (^limine  t enlre  ccllc  (^rpialion  ct  la  precedentc,  on 
irouve 

p*  = 2 gx, 

relation  rpii  perinet  dc  (xilciiler  la  vilesse  r,  connuissant  la 
liauteur  de  chulc  r,  on  invcrsemenl 
§ !)1.  Siipposons  inaintenant  que  le  point  maii'riel  se  mclte 
en  niouveinenl  avec  line  eerlaine  vilesse  iiiitiale  de  iinune 
direction  que  la  force  qni  Ini  esl  apprupu'-e.  Si  eelle  vilesse 
iniliale  r„  esl  de  iiieine  sens  que  la  force,  on  obtiendra  le 
niouveinenl  dn  point  inaleriel  en  conipusanl  le  inouvcuieul 
recliligne  el  uniforine  donl  requation  esl 

x = vj, 

avec  iin  monvement  recliligne  iiniformiiincnt  accciliire,  de 
ineine  dircclion  el  dc  m6nie  sens  que  le  precedeiil,  ayanl 
pour  dqiialion 

Le  mouvemeut  resultant  sera  recliligne ; sa  direction  sera 
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la  iiicmc  qiic  colle  ile  ciiacim  des  inouveiiieiils  conijiosanls, 
ct  sun  (‘qualion  sera 

X = vj  + !;jt\ 

Lc  niouvcment  d’un  poiiil  materiel,  sonmis  a I’aelioii  d’liiic 
force  conslanle  cii  grandeur  el  en  direclion , el  aniint-  d'lmc 
vites.se  iiiiliale  de  nieinc  direclion  el  de  ineiiie  sens  qiie  la 
force,  esl  done  encore  nn  inoiiveiiienl  recliligne  iiniforine- 
iiienl  acctdere.  La  vitesse,  qiii  a pour  valenr 

esl  loiijoiirs  dirigee  dans  le  meine  sens,  el  va  eonslamnienl 
en  croissant. 

Si  la  vilesse  iniliale  r„  esl  dirigee  en  sens  conli  aire  de  la 
force,  on  lioiivera  faeilenienl,  en  operant  coinme  nous  ve- 
nous de  le  faire , qiic  lc  iiioiivement  du  point  materiel  esl 
encore  recliligne,  el  quc  sa  distance  or  ii  son  point  de  d('•part, 
eomplec  dans  le  sens  de  la  vilesse  c„,  esl  foiii'iiie  jiar  IV'iiiia- 
tioii 

x = vj — 

La  vitesse,  ii  iin  instant  qneleonqiie,  a pour  valeiir 
v=v„—jt. 

Llle  est  d'abord  positive,  el  va  en  decroissanl,  jiisqu’ii  de- 
venir  niille  pour 

J 

puis  elle  devicnl  negative,  el  aiigmeiile  des  lors  indcliiii- 
mcnl.  Le  moiivemenl  esl  done  d’abord  dirigi-  dans  le  sens 
de  la  vilesse  initiale  r„;  il  si;  ralentil  de  plus  en  jiliis;  puis 
il  change  de  sens,  el,  ii  pailir  de  lii,  il  s’accelere  coiislam- 
iiienl.  Ce  niouvement  est  iinifurim’Mneiit  varii* ; pendant  ipiel- 
qiie  temps  il  esl  nnirorini’-menl  relarih',  pnis  il  devienl  nni- 
formeinenl  accelere,  en  ebangeant  de  sens. 


Digitized  by  Google 


125 


FORCES  API'LIQIEES  A IX  POIXT  MATERIEI,. 

Un  col’ps  pps:iiil,  lance  vertiealeinonl,  de  haul  en  bas  ou 
de  bas  eii  liant,  se  meut  coiiroriin-ment  a ee  (pd  vient  d'elpt; 
(lit;  racctderalion  jfde  son  inouveinent  est  la  ineine  qin?  s’il 
n'avait  pas  reen  de  vilesse  iniliale  (§  90).  .S’il  esl  lance  de 
bas  en  haul  avcc  line  vilesse*  r„  il  monte  jusipi’a  ce  (|iie  le 

V 

temps  / soil  (’’gal  a — . En  siibstitiiant  celte  valeiir  de  t dans 
9 

I’i'ipiation  dll  moiiveim'iit,  cpii  esl 

X =zvj—\  gt\ 

on  ti  oiive  pour  la  liaiiteiir  :i  bupielle  il  s'i'-li'vc 


On  voit  (pie  celte  liaiileni'  esl  pircise-menl  celle  donl  il 
devrail  toinber  sans  vilesse  iiiitiale,  pour  acipuair  la  vi- 
lesse /•„  (S  1)0). 

2 02.  (lonsidc'rons  enlin  le 
cas  oil  le  point  matin  iel  se  met 
en  moiivemenl,  avec  line  vilesse 
iniliale  dirig(*(;  d'une  maniin'e 
(|iielcompie  relativemi'iit  ii  la 
direction  de  la  force  qni  agit 
snr  lui.  Soil  0,  fig.  51,  le  point 
de  depart  du  mobile,  OA  la 
direction  de  sa  vitesse  iniliale 
(pie  nous  d(‘signerons  toujours 
par  r„,  el  OB  une  ligne  ii  la- 
qiielle  la  direction  de  la  force 
i Fig.  51.  resle  conslamment  paralli-le. 

yi  IVapres  le  principe  dii  § 80, 

lions  trouverons  le  moiivemenl 
ipii  se  prodiiil  dans  C(*s  circonsiances,  en  siipposant  ipie  le 
mobile  |>renne  sur  la  ligne  0 1!  le  mouvemenl  ipie  la  force 
lui  commiiniipierait  s'il  n'avait  pas  de  vitesse  iniliale,  el 
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(ju’cn  m^rne  temps  cclle  ligiic  so  li  ansporle  parallelomeni 
i!t  cllc-mome,  d(?  manu^rc  cpio  Ic  point  0 parcoin  c uniforme- 
nient  la  ligne  0.\  avee  la  vitesse  r„.  Si  nous  Fepresenlons 
toujoui-s  par  j raeta-loration  du  mouvenu'iit  qne  la  roree 
cominuniqucrait  an  point  materiel , dans  Ic  cas  oil  il  se 
mouvrait  sans  vitesse  initiale,  nous  aiirons 

pour  la  distance  OC  qu'il  pai  courra  sur  la  ligne  0 IS,  pendant 
le  temps  /,  comptea  partir  de  I’instant  oil  il  eommenei;  a s<> 
inouvoir.  Mais,  pendant  ee  menie  temps,  la  ligne  OIS  sera 
venue  prendre  la  position  I)  E telle  que  Ton  ait 

OD  = r.i. 

Si  Ton  prend,  sur  cello  ligne  DE,  line  longueur  DM  egale 
a OC,  le  point  M ainsi  oblenu  sera  la  posilion  qu’oceupera 
r('•ellemenl  le  point  mair-riel  a la  tin  du  temps  /. 

On  pent  sc  faire  une  idee  iielle  dn  monvement  qni  se  pi  o- 
duit  dans  ces  circonstanees,  on  rapportaul  les  positions  sue- 
cessives  du  mobile  a deux  axes  eoordoniies  OX,  OY  diriges 
siiivanl  les  lignes  0.\  el  Oil.  D'apres  cequi  vieilt  d’etre  dil, 
les  equations  du  moiivement  sunt : 

x = vji  , y = \ ;C. 

Si  Ton  cliinine  / entre  ces  deux  equations,  on  trouve 


pour  I equation  de  la  trajecloirc.  Celle  conrbeest  une  para- 
bole,  doul  I’axc  est  paralleic  ii  I’axe  des  y,  el  qui  esl  lan- 
gente  a I’axe  des  x,  au  point  0. 

Le  mouveineiild’iin  corps  pesani,  lance  obliquemeiit  dans 
le  vide,  fournit  iin  exeniple  dn  monvement  parab(di<pie  aii- 
qnelnous  venous  de  parvenir. 

S 93.  qCATiUEJiE  rni.Ncii’F.. — Intlepondonce  dc«  elTeln 
des  forces  qul  agissent  simultaneinenl  sur  un  meiue 
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|Mtlnl  niAlerlel.  — T.o  (li'riiior  prinripo  qiic  nous  nvons  i 
oiumriT,  sp  i np|ioi  loa  la  manim'  doiit  uii  point  maloricl  sc 
inri  CM  moiivcmcnt,  lorsqii'il  ost  soiiniis  la  fois  ^ I'actiun 
ilo  jilusieiirs  forces.  Void  on  qiioi  il  i-onsistc  : 

Lor»qtte  ]tht*icun  force$  agiftent  nimultanement  gut 
till  mhne  point  materiel , ehacune  d’cUeg  produit  le 
meme  eff'et  que  gi  cite  agiggait  geule. 

Ell  d’aiitpps  tPi  nics,  si  iiii  point  materiel  est  sonniis  it  la 
fois  a I'action  de  plnsienrs  forces,  on  tronvera  Ic  monvenient 
qn’il  prend,  a parlird’un  instant  qiieli-onque,  eii  composant 
le  nionvement  rectiligne  et  niiifornie  correspoiidant  a la  Vi- 
tesse qn’il  possedc  a cct  instaiit,  avee  les  divci-s  moiiveiiie.nts 
qne  cliacnne  dcs  forces  Ini  coinmnniqnerail,  si  elleagissait 
senie  sni'  Ini,  ct  qn’il  partlt  dn  repos.  Dans  celle  composition 
dc  monvements,  on  regardera  tons  Its  inonvements  coiiijk)- 
sanls  qni  jonent  Ic  rfile  dc  monvements  d’eiitralncment , 
comnie  eiant  des  monvements  de  translation. 

§ l*roportionnallle  de»>  forees  nux  nrp^lprnllonH 
qn'ellps  produtsent.  — Suppo.sons  (pi’iiii  point  mati'-riel  se 
mette  en  nionvement , sans  vitessc  iniliale , sons  faction 
d’nnc  force  Ede  grandeur  ct  de  direction  conslaiites;  et  de- 
sigiioiis  par  y I’acceleralion  de  son  nionvement,  qni  sera  rec- 
tiligneet  niiirormemcnt  acceler»‘  (§  90).Soit  de  mcme/'rac- 
celeration  dn  monvenient  qne  preiidrail  ce  point  mati'-rici, 
s'il  etait  soiimis,  dans  les  mcmes  circoiistances , a I’action 
d’nne  autre  force  F'.  Le  principi!  de  rindependanee  des  elfets 
des  forces  qni  agissenl  simnltam  nient  snr  nn  im'im;  point 
inati'-riel,  inontie  ipte  les  foi'ces  F,  F'  sont  eiitre  elles  dans 
le  meme  rapport  (pie  les  aceeltirationsj,  }'. 

I’oiir  elablir  cette  ]»ropoi  tioimaliti*  des  forces  ans  acceld- 
ralions  qn’clies  ]irodniseiit,  admettons  cpie  les  deux  forces 
F,  F’  soieiit  entre  elles  dans  le  rapport  des  nombres  enlicrs 
n,  en  sorlo  qn’on  ait 

F = « Fi  , F'  = «'  Fi, 
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Fi  ilt'-sigiKiiil  uiKM'friaiiie  force  qui  sel  l cle  eoninimie  mesunr 
aiix  forces  F,  F'.  D’apres  la  inaiiiere  doiil  les  poids,  el  par 
suite  les  forces,  sont  evaliies  eii  iioiiibres  (gg  85  el  8G),  il 
esl  clair  (iiii*  la  force  F,  agissaiit  sur  le  |>oint  materiel  dont 
on  s’occupe,  eiiuivaut  a reiisemble  dc;  n forces  egales  a Fi, 
agissanl  toiiles  en  meine  temps  sur  ee  point  mali'i  iel,  dans  la 
meme  direction  el  dans  le  mcmesens  ipie  la  force  F.  Soiiyi, 
raee/-lei  alioii  dn  monveinenl  qnecbacnnedcs  forces  F,  agis- 
sanl  s(Mil(‘ , commnniqnerait  an  meme  point  materiel. 
monvnnenl  ipie  ce  point  prendra  sons  I'aclioii  simnlianee 
d«‘S  n forces  F,  de  memo  direction  et  de  meme  sens,  s’obtieii- 
dra  |>ar  la  composition  des  divers  monvemeiils  rectiligiies  et 
nniformemenl  accelen'*s  quo  cbacune  d’elle  Ini  doiinerait  se- 
pari'-ment  (§  I'acceknation,  dans  le  mouvement  rc- 

snllant,  sera  la  i-esnllante  des  aci’elerations  dans  les  monve- 
ments  composants(57it):  done  raceeleralion  j,  prodnile  par 
Faction  de  la  for<;e  F eipiivalenle  a I’ensemble  des  n for- 
ces F,,  sera  egale  a n/,.  On  ven  a de  meme  qne  I’accidera- 
tion  /,  prodnile  par  Faction  de  la  force  F'  snr  le  meme  point 
materiel,  est  egale  a n'ji ; puisipie  celle  force  F esl  eqniva- 
lenle  a Fensemble  de/F  forces  (-gales  a Fi  el  agissanl  lont(!S 
dans  la  mC-me  direction  et  dans  le  nu'-nn-  sens  qn'elle.  Les 
denx  egalites 

J = . j'  = nji  , 

montrenl  quo  les  acia'-b-rationsy,  / soul  enlre  elles  dans  le 
meme  rapport  qne  les  nombres  u,n  ; et  par  consequent 
anssi  dans  Ic  im'me  rapport  qne  les  forces  F,  F'. 

§ 95.  Lorsqn’uiic  force  de  grandeur  et  de  direction  cons- 
lanles  agit  snr  nn  point  rnati-riel  qni  est  d('-ja  anime  d'nne 
cerlaine  vilessi',  le  mouvement  de  ce  point  s’obtient  par  la 
composition  du  monvi-ment  rectiligne  el  niiifoi'ine  correspon- 
dant  a sa  vitesse  initiale,  avec  le  mouvement  rectiligne  nni- 
formemenl acci-li-re  qne  la  force  lui  conimnnitpierail  s’il  par- 
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tail  du  repos  (§§  91  et  92).  Or,  I’acceleration  dans  le  mou- 
vemenl  resultant  est  la  resultante  dcs  accelerations  dans  les 
niouvements  composants  (§  79);  et  I’acceleralion,  dans  iin 
nimiveinent  rectilignc  et  uniforme,  est  egale  a /.ero  : done 
I'acceleration,  dans  le  moiivement  rectiligne  uu  parabolique 
qu’iin  point  materiel  aniine  d’une  vitesse  iniliale  prbnd  sous 
I’aclion  d’une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction, 
est  exactemeni  la  m^me  que  celle  que  lui  communiquerait 
la  force,  si  sa  vitessi*  initiale  etait  nulle.  II  resuite  de  1^  que 
deux  forces  dc  grandeurs  et  de  directions  constantes,  que 
I’on  fait  agir  separemenl  siir  un  meme  point  materiel,  sont 
entre  dies  comme  les  accelei-ations  qu’ellcs  communiquent 
a oe  point,  quelle  que  soit  la  vitesse  qu’il  poss^de  a i’iustant 
oil  cliacunc  des  forces  commence  ii  agir  sur  lui. 

Lorsqu'iin  point  materiel  est  soumis  a I’action  d'une  force 
qui  ne  satisfait  pas  ii  lu  double  condition  d’avoir  a la  fois  une 
grandeur  et  une  direction  constantes,  I’acceleration  totale  de 
cc  point,  correspondant  a un  instant  quelconque  de  son 
mouvement,  n’est  autre  chose  que  I’acadi'ration  que  cette 
force  lui  communiquerait,  si,  a partir  de  cct  instant,  die 
conservail  constamment  la  ineme  grandeur  et  la  m^me  di- 
rection. Car  cette  accederation  totale  se  deduit  des  circons- 
tances  que  presente  le  mouvement,  pendant  un  intei'valle  de 
temps  infiniment  petit ; et  le  mouvement  qui  a lieu  pendant 
ce  temps  pent  6tre  regarde  comme  un  cdiunent  du  mouvement 
que  le  point  materiel  prendrait,si  la  grandeur  et  la  direction 
de  la  force  cessaient  de  varier  ;i  partir  du  commencement  de 
cet  intervalle  de  temps.  D’apres  cela,  on  pent  dire  que,  si 
Ton  coiisidere  le  mouvement  qu’un  point  materiel  prend  sous 
Taction  d’une  force  quelconque,  et  qu’on  le  compare  aii  mou- 
venient  que  le  mi'me  point  inatT-rid  prend  sous  Taction  d’une 
autre  force  aussi  qiu‘lcun(|iie,  les  intensites  de  ces  deux 
forces,  prises  chacune  a un  instant  determine,  sont  entre 
elles  comme  les  accelerations  totales  correspondant  aiix 
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im'mes  instants,  dans  les  mouvcnn'iits  qu’clies  produiscnt. 
Lcs  directions  des  deux  forces  sont  d’ailleurs  evidemment  les 
meiiies  que  celles  de  ces  acccMerations  totales. 

§ 96.  Delnlllon  de  la  masse  d’aa  polat  materiel,  — 
Les  corps,  que  nous  supposons  toujours  rediiits  k'de  simples 
points  materiels,  ne  doivent  pas  4tre  regardes  comme  iden- 
tiqiies  les  uns  avec  les  aulres,  au  point  de  vue  des  eflets  qu'ils 
^prouvent  de  la  part  des  forces  qui  leur  sont  appliqiiecs.  Une 
m^mc  force,  agissant  succcssivement  sur  differents  points 
matiM'iels,  ne  lour  communiquera  pas  ^ tons  une  mt^mc  acc6- 
leration.  II  existe  done  dans  les  corps  une  certaine  qualite, 
d'apt‘6s  laquelle  ils  cedent  plus  ou  moins  facilement  a I’action 
des  forces,  et  dont  on  reconnalt  I’cxistcnce  par  I’accdleration 
plus  on  moins  grande  qu’ils  eprouvent  de  la  part  d’une  miWne 
force : cette  qualite,  par  laquelle  lcs  corps  difTerenl  les  uns 
des  autres,  sous  ce  point  de  vue,  est  designee  sous  le  iiom 
de  ma*$e. 

On  dit  qne  deux  points  materiels  ont  m^me  masse,  lorsque, 
etant  sounds  a Taction  d’une  m^me  force,  ils  cn  recoivent 
une  mOinc  acceleration.  Un  point  materiel , forme  par  la 
reunion  de  deux  points  materiels  de  ineme  masse,  est  dit 
avoir  une  masse  double  de  celle  de  chacun  d’eux.  De  ni^me, 
en  reunissanttrois,  quatre, cinq,...  points  materiels  dont  les 
masses  sont  egales,  on  forme  un  point  materiel  dont  la  masse 

est  triple,  quadruple,  quintuple,  de  celle  de  chacun 

des  points  materiels  coinposants.  On  coni;oit  par  la  comment 
la  masse  d’un  point  materitd  pourra  cHre  evaluec  en  nombre, 
quand  on  aura  choisi  arbitrairement  un  corps  dont  la  masse 
sera  prise  pour  unite  de  masse.  II  suflira  de  suivre  une 
man-lie  analogue  a celle  qui  a deja  ete  indiquee  pour  eva- 
luer  en  nombre  le  poids  d'lin  corjis  (luelconquc  (§  85). 

^ 97.  l*roportionnalite  «lei*  forces  aax  masses  des 
points  materiels  anxquels  elles  donnent  une  m^me 
aeeeleratlon.  — Soieiit  F,  F',  deux  forces  qui,  en  agissant 


Digitized  by  Google 


FORCES  APPLIQlf.ES  A L?«  POIRT  MATfRIEL.  131 
sur  deux  points  muteriels  de  musses  m,  m',  lour  communi- 
qiient  une  m^me  acceleration.  Supposons  que  les  forces  F,  P 
soienl  entre  elles  dans  le  rapport  des  nombres  cnticrs  n,n', 
en  sorte  qu’on  ait 

F=nF.  , F'  = n'F,; 

et  considerons  les  deux  points  mat^riels  comme  r^ultant,  le 
premier  de  la  reunion  de  n points  materiels  ayant  tons 
meme  masse  nit,  le  second  de  la  reunion  de  /i'  points  ma- 
tcriels  ayant  tons  pour  masse  m'l,  ce  qui  fail  qu’on  aura 

m=nmi  , tn'=n'm',. 

Si  la  force  F,  agissait,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  di- 
rection, sur  un  point  materiel  de  masse  //t|  partant  du  repos, 
elle  Ini  donnerait  un  mouvement  rectiligne  uniformement 
acceh're,  dans  lequel  I’acctderation  aurait  une  cerlaine  va- 
leur  dependant  de  I'intensite  de  la  force  Fi  et  de  la  grandeur 
de  la  masse //(|.  Concevons  (pie  /<  points  inatiM'iels,  ayant 
tons  la  ni(}me  masse  //(,,se  trouvent  a cdti’;  les  uiis  des  autres, 
et  qu’ils  se  metteni  tons  en  mouvement  a un  mi}ine  instant, 
sous  I’action  de  forces  appliquees  a chacun  d’eiix;  si  ces 
forces  sont  toutes  (‘gales  a Fi,  et  agissent  toutes  suivanl  la 
mt^me  direction  cl  dans  le  in^mc  sens,  les  n points  matii- 
riels  prendront  tons  le  m(!‘ine  mouvement  rectiligne  et  uni- 
furmtimenl  acctd(‘i(j,  suivant  la  mt-mc  direction,  el,  en  con- 
sequence , ils  ne  cesscront  pas  de  se  trouver  a c6l(j  les  uns 
des  autres,  comme  avant  lenr  dt'part.  On  comprend  d'apri's 
cela  que  rien  ne  changera  dans  le  mouvement  de  rensemble 
de  ces  pointiF  maU'-riels,  si  on  les  suppose  li(‘S  entre  eux  de 
manierc  a ne  pouvoir  se  separer  pendant  le  mouvement, 
puisqu'ils  ne  se  separaient  pas  lorsqu’ils  avaient  la  liberte 
de  le  fairc.  .Mais  alors  un  n'aiira  plus  qii’un  point  materiel 
unique,  donl  la  masse  sera  egale  a nnit  (§  116),  ou  a my  et 
les  M forces  F| , egales,  do  mC-ine  direction,  et  de  nanne  sens, 
a. 
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qui  agiront  surce  point  inattTiel  unique,  puurront  etre  rem- 
jilacees  par  ime  senie  foire  ('-gale  a mFi,  on  a F.  Done  la 
forte  F,  agissant  snr  nn  point  materiel  de  masse  m qni  part 
tin  repos,  Ini  donnera  nn  monvement  qui  sera  identiquement 
lemenie  (|neeeliii  qne  la  force  F|  eummiiniquerait  a un  point 
materiel  de  masse  wi,,  partant  <-galement  dii  repos;  el,  en 
consetpn-nee,  racetderalion  eommnni(|uee  par  la  force  F an 
point  materiel  de  masse  m esi  la  meme  ipie  racct'-leralion 
eommuniqnee  par  la  force  Fi  an  point  maii-riel  de  masse  wii. 

On  vena  de  la  meme  maniere  qne  les  acctderalions  com- 
muniqin'es  respecliveinenl  an\  points  materiels  de  masses 
m',  m't,  par  les  forces  F',  Fi  sont  exactement  les  irtcmes. 

Mais,  par  liypolhese,  les  forces  F,  F'  eommuniipient  unc 
incineaect’leralion  an\  points  mal<’“rielsde  masses //j.wi’. Done 
la  force  Fi,appliqnee  suecessivenieni  aiixdeux  points  male- 
riels  de  masses  m,,  >n\,  leiir  coinmuniipie  une  meme  acei'- 
leraiion,  el,  en  eoiisetpience,  ces  deux  inass(>s  mi,  m\  soul 
egales(5  96),  e’est-a  dire  qne  les  masses  m,  m'  sont  enire 
el  les  dans  le  rapport  des  nombres  n, 

II  r('“sulte  di‘  la  qne  les  denx  forces  F^F',  sont  enin'  elles 
dans  le  meme  rappoi’l  tpie  les  masses  m,  m'  des  denx  points 
mali’i  iels  anxtpiels  elles  commiiniipienl  nnememe  amdera- 
tion. 

Q OS.  Ilelalion  enire  line  force.  In  mnioie  du  point 
materiel  siir  leqnel  elle  n;(il , et  I'neeelernlion  qui 
resiille  lie  eette  netlon.  — Soienl  F,  F'  denx  forces  ipiel- 
conqnes;  m,m',  les  masses  de  denx  points  materiels  anx- 
qnels  ces  forces  soul  respecliveinenl  appliqin-es;  el  j , j b'S 
acnderalions  (piepronvenl  les  points  mati'-riels  par  suite  de 
Faction  de  ces  foires.  Four  elablir  nne  relation  enire  ces  six 
(|nanlili'-s,  considid'ons  ime  force  F"  telle  (pie,  si  elle  agissail 
snr  le  point  materiel  de  mas.se  m,  elle  Ini  domierail  nne  acce- 
l(''ration /.  Les  denx  forces  F,  F"  donnanl  les  acndi'ralions  j ,j 
a un  im'nie  point  materiel,  Inir  rapport  esi  le  im'-me  ipic 
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ties  acceleruliuns  qu’elles  protliiiscnl  (S9^)>  sorle 
qu'oii  a 

L =L 

p„  y . 

D une  aulre  pari,  les  dtaix  forces  F",  T doiiiiant  unc  ineiiie 
acrtderalioii  y'  aii\  deiix  poiiils  iiialt'-riels  de  masses  m,  m , 
auxqiiels  elles  soul  iT!speeliveiiieiil  appliqu(k‘s,  on  a eulre 
dies  la  proporlion 


Si  Ton  imilliplie  ineinbre  a inembre  les  deux  egaliles  aux- 
qiielles  on  vieiU  de  parvcnir,  on  Irouve 

F mj 

F'  m'j' ' 

Done  les  forces  soul  eiilre  elles  eomine  les  produils  des 
masses  des  points  maleriels  sur  lestpielles  elles  agisseiil  par 
les  accelei  alions  qu’elles  leur  eommuni((uent. 

L'nilite  de  masse  ii’a  pas  defniie  justpi'a  present.  Siip- 
posons  done  ipie  nous  eboisissions  pour  nnitii  la  masse  d'un 
point  mattu'iel  tpii,  sous  Faction  d'une  fon  t*  egale  a 1,  pren- 
drait  nne  acceleration  egale  a 1.  L'nnite  de  masst;  dtant  clioi- 
sie  de  celle  maniere,  il  en  resnitc  qtte,  si  Foil  suppose  F'=  1 
ety'  = l,on  aura  ;n'  = l,  et,  par  coiisetiucnt,  la  relation 
qiii  vient  d’etre  etablie  se  rednil  a 

F — iiij. 

Soit  I*  It!  poids  d’nn  corps,  e'est-a-dire  la  force  qui  delcr- 
inine  la  cliutf?  du  corps,  lorsqu'on  I’abandonne  it  Ini-memc 
(5  86).  La  force  P,  en  agissaiit  sur  Ic  corps,  dnnt  nous  tie- 
signerons  la  masse  par  m,  lui  communitiue  un  mouvement 
dans  let|ud  Fucccleratiou  esl  g (§  90).  On  doit  done  avoir 

P = mg. 
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d’apresce  qui  vient  d’etre  clabli.  On  en  deduit 


P 


ce  qui  foumit  un  nioyen  trcs-simpic  d’evalucr  numerique- 
ment  la  masse  d’un  corps , dans  le  cas  oil  I’unile  de  masse 
est  celle  que  nous  avons  definie. 

§ 99.  CompoRitloB  des  forces  appllqn^eti  a un  m4me 
point  niaterteU  — Loi-sque  plusieurs  forces  agissent  simub 
taneinciil  stir  un  nu'me  point  materiel,  suivaiit  des  directions 
quelconqnes,  cc  point  prend  nn  certain  mouvement  dans 
I’espace.  On  compreiid  que  le  meme  inouveinent  pourrait  Ini 
etre  communiiine  par  I'action  d’une  force  unique,  dont  la 
grandeur  et  la  direction  di'pendent  des  circonstances  que 
presente  ce  mouvement.  Cette  force  unique,  capable  de  don- 
ner  au  point  materiel  le  mouvement  qu’il  prend  sous  I'action 
des  divei-ses  forces  qui  lui  sont  appliquees  simultanement, 
est  ce  qu’on  nomine  la  resultaiite  de  ces  forces.  Les  forces 
dont  elle  peut  teiiir  lieu  se  nommeiit  ses  compoxanten.  La 
compotition  det  force*  a pour  objet  la  determination  de  la 
resultaiite  lorsqu’on  connait  les  composantes. 

Le  principe  de  rindependance  des  elfets  des  forces  (pii 
agissent  simultanement  siir  un  meme  point  materiel  (g  93) 
conduit  directement  a la  regie  de  la  composition  des  forces 
appliquees  a un  point.  D'apres  ce  principe,  le  mouvement 
d'un  point  mati-riel  sounds  a la  fois  au\  actions  de  plusieurs 
foi  ’ces,  s’obtient  en  composant  le  mouvement  rectiligne  et 
uniforme  correspondant  a la  vitesse  qu’il  possede  a un  ins- 
tant qucleonque , avec  les  divers  mouvements  que  cliacunc 
des  forces  lui  commiiniqucrait  si  elle  agissait  settle  sur  lui 
et  qu’il  partlt  du  repos;  et  dans  cette  composition,  on  doit 
regarder  tons  les  mouvements  composants  qui  joiient  le  rdle 
de  mouvements  d’entrafnement  comme  etant  des  mouve- 
ments de  translation.  Or,  nous  savoiis  que,  dans  cecas,  on 
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troiive  I'acccleration  totale  du  mouvcinent  resullant  on  com' 
posant  ies  accelerations  touiles  des  mouvements  composnnls 
d’apris  les  regies  de  la  composition  des  vitessos  (§  79).  Nous 
savons  en  outre  (jiio  Ics  forces  sonl  proportioimelles  anx 
accelerations  totales  des  mouvements  qu’un  raeme  point  ma- 
teriel prend  sous  I'action  dc  chacune  d’elles,  et  que  les  di- 
rections des  forces  sont  les  m^mes  que 
celles  de  ces  accelerations  (§  95).  Nous 
pouvons  en  concliire  immediut*‘ment  que, 
si  Ton  repn’*sente  les  forces  par  des  droites 
dont  les  longueurs  soient  proportionnel- 
les  a leurs  intensites,  et  dont  les  directions 
soient  celles  suivant  lesquelles  elles  agis- 
sent,  la  resultante  de  plusieurs  forces  ap- 
pliquees  a un  nn^me  point  s'obtiendra  au 
nioyen  des  composaiites,  par  une  construc- 
tioii  entidrcment  pareille  a celle  qui  donne  la  resultante  de 
plusieurs  vitesses  au  moyen  des  vitcsses 
coniposantes. 

Qiiand  on  n'uura  qne  deux  forces  F, 
F'  a composer  en  une  seule , on  coiis- 
triiira  un  paralh’-Iogramme  siir  les  deux 
lignes  AB,  AC  qui  les  represeiileiit  , 
fig.  52...,  et  la  diagonale  AD  de  ce  pa- 
I'ulUdogramme  representera  lenr  resiil- 
lante.  Q'lte  construction  constitue  ce 
qu’on  nomme  le  parallelogramme  deg 
forceg. 

Quand  on  aura  a composer  un  nombre 
qnelcompie  de  forces  F,  F',  F",F"',  ap- 
pliqiu'cs  a un  meme  point  A,  fig.  53, 
on  tracera  les  lignes  .\B,  .\C,  AD,  AE 
qni  les  repi  ('‘sentcnl ; pnis  on  consli  uira 
e polygone  A BG 11 K,  dont  les  coles  A B,BG,  G II,  11 K,  sonl 


Fig.  53. 
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rcspectivemenl  egauxel  parallcles  a ces  diverses  lignes  : la 
droite  AK,  qui  joint  le  point  A a rextreiiiile  K du  polygone 
ainsi  obtenu , repiesentera  en  grandeur  et  en  direction  la 
resultante  dcs  forces  donnees  F,  F',  F”,  F' On  donne  a cetle 
construction  le  nom  de  polygone  des  forces. 

Eiifln,  quand  les  forces  composantes  seront  an  nouibre  de 
trois,  et  que  leui's  directions  ne  seront  pas  comprises  dans 
un  nu'me  plan,  le  polygone  des  forces  pourra  »‘tre  remplace 
p-JivXe  parallelipipede  des  forces;  c’cst-a-dire  que  la  di  oile 
qui  repiesentera  la  resultante  des  forces  donu»*es  sera  la 
diagonule  du  purallelipipede  aynnt  pour  aretes  Ics  droiU‘s 
qui  repivsentent  les  coinposuntes. 

Une  force  etant  donnee,  on  pourra  la  decomposer  en  deux 
ou  en  trois  composantes  suivant  dcs  directions  determi- 
nees,  en  operant  exactement  de  la  mi^me  manicre  que  s'il 
s'agissaitde  decomposer  une  vitesse  (§  45). 

§ 100.  ProjeeltonB  des  forces  sur  an  plan  fixe  on  sur 
une  droite  fixe.  — Une  force  etant  representee  par  une 
ligne  droite  , conformement  a ce  qui  vient  d’etre  dit  (§  99), 
si  Ton  projette  cctte  droite  sur  un  plan  fixe,  la  projection 
pourra  6tre  regardec  coinme  representant  une  autre  force 
qui  agit  dans  cc  |dau  : cctte  autre  force  est  ce  qu’on  nomme 
la  projection  de  la  premiere  force  sur  le  plan  fixe.  De  mcme, 
si  Ton  projette  sur  une  droite  fixe,  la  ligne  qui  reprcsente 
une  force  qiielconque,  la  projection  represente  une  autre 
force  que  Ton  dit  ^tre  la  projection  de  la  premiere. 

Si  I’on  a construit  le  polygone  qui  sert  a trouver  la  rcsul- 
tante  d’un  systemc  quelconque  de  forces  appliquees  a un 
mdme  point  materiel,  et  que  Ton  piojelte  la  figure  tout  eu- 
tiere  sur  un  plan  fixe,  ou  obtiendra  un  autre  polygone  situe 
dans  cc  plan  : la  consideration  de  ce  second  polygone  montre 
quo  la  projcclion  de  la  resultante  des  forces  sur  le  plan  fixe 
est  la  resultante  des  projections  dcs  forces  elles-memes  sur 
ce  plan. 
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On  trouAC  pxaclempiu  do  la  nii'ine  inaniere  que,  si  plu- 
sipui*s  fniTPs  aj'isspiit  siir  iiii  nn'-iiK*  point  inuloriel,  la  projec- 
tion (le  leur  i'i‘Siiltaiite  stir  line  droite  lixe  cst  la  resultante 
dcs  projections  des  fori  es  siir  cette  droite,  resultante  qui, 
dans  ce  cas,  se  reduit  a la  somine  algebriqiie  des  compo- 
saiites. 

Si  par  le  point  d'applieation  d'une  force  on  inene  trois 
droiU's  non  sitnees  dans  un  nieine  plan,  el  qn'oii  decompose 
la  force  en  trois  composaiiles  dirigees  suivant  ces  trois 
droiles,  cliaque  coniposante  pent  etre  regardee  coiiime  la 
projection  de  la  force  snr  la  droite  coiTespondante,  cette 
projection  etant  effectnee  panilleleinent  au  plan  des  deux 
autres  droites.  D’apres  cela,  on  voil  que  la  force  est  la  rt^iil- 
laiite  de  ses  projections  sur  les  trois  droites.  II  en  est  de 
Illume  lorsqiriine  force  se  troiive  decoinposee  en  deux  autres 
suivant  deux  droites  dont  le  plan  passe  par  la  direction  de 
la  force  : cliaque  coniposante  est  la  projection  de  la  force 
sur  la  droite  correspondante,  cette  projection  etant  elfectiiee 
parallelenient  ii  I'autre  droite;  et  par  suite  la  force  est  la  re- 
sultantc  de  ses  projections  sur  les  deux  droites. 

Les  propositions  qui  precedent  sont  vraies  de  quelque 
iiiaiiiere  que  s'elTeetuent  les  projections,  et,  par  consequent 
aussi , dans  le  cas  particulier  oii  ces  projections  sont  ortho- 
gonalcs.  Toutes  les  fois  que  nous  aurons  occasion  de  les 
appliquer,  et  que  nous  ue  specifierons  pas  la  nature  des  pro- 
jections, on  devra  toujours  entendre  qu’il  s'agit  de  projec- 
tions ortliogonales. 

g 101.  Thtorle  dea  moments,  dans  le  eaa  dea  foreea 
appliqneea  a un  mdme  point  materiel. — Soit  0 un  point 
quelconqiie  pris  sur  le  plan  des  deux  forces  F,  F'  appliquees 
ii  un  iin'me  point  A,  pa.  54.Construisonsle  parallelogranime 
A B D C , sur  les  lignes  .\  B,  AC,  qui  repr^-nteiit  les  forces 
F,  F' ; la  diagonale  A D representera  leur  r^ultante.  Si 
nous  joignons  le  point  U aux  qiiatre  sominets  A,  B,  C,  D 
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de  ce parallelogranime,noiis  forniuions  trois  trianglps  ABO, 

AGO,  ADO,  dont  le  der- 
nier ADO  esi  egal  a la 
sonime  dos  deux  premiei-s 
ABO,  AGO.  En  effel,  on 
pent  regarder  ces  trois 
iriangles  comme  ayanl 
M pour  base  commune  AO, 
el  pour  liauleiirs  les  dis- 
tances des  points  B,  G,  D 
ii  cette  base ; or,  ces  hau- 
leurs  sont  evidemment  les 
pi'ojeclions  ortbogonalcs 
des  lignes  AB,  AG,  AD 
sur  la  ligne  AM  menee 
perpendiculairement^  AO, 
et  la  projection  de  AD  sur 
•\M  est  egale  a la  somme  des  projections  de  AB  et  BD  sur 
cette  uu^me  ligne,  e’est-a-dire  egale  a la  somme  des  pi  ojec- 
tions  de  AB  et  AG  : done  aussi  la  surface  dii  triangle  A DO 
est  egale  a la  somme  des  surfaces  des  triangles  A BO,  .\('.0. 
Mais  nous  pouvons  cvaluer  les  surfaces  de  ces  triangles  eii 
les  regardant  comme  ayant  pour  bases  AB,  AG,  AD,et  pour 
hauteui’s  les  perpcndiculaires  OP,  OQ,  OR  abaissees  dii 
point  0 sur  ces  bases  : nous  aurons  done 

ADxOR  = ABxOP-l-AGxOQ. 

Giiacun  des  trois  termes  qui  eutrent  dans  cetU‘  equation 
est  le  produit  d’une  force  par  la  distance  du  point  0 a sa 
direction ; un  pareil  produit  se  iiomme  le  moment  di;  la 
force  par  rapport  au  point  0.  II  resulte  done  de  ce  que  nous 
venonsde  dire  que,  si  Ton  considere  deux  forces  appliqiiees 
a un  meme  point  materiel  et  la  riisultante  de  ces  deux  forces, 
le  moment  de  la  resultaute , par  rapport  a un  point  0 pris 
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dans  le  plan  des  forces,  est  egal  a la  somme  des  momeius 
des  composaiites  par  rapporl  au  meme  point  0. 

Pour  que  ce  iheoreiiie  soil  vrai,  dc  quelque  inanierc  que 
le  point  U soil  sitii4  dans  le  plan  des  forces  A B,  AC,  A D,  il 
est  neccssaire  d’attribiier  un  signe  au  moment  de  chacunc 
d'elles,  d'apres  la  position  qu'elle  occupe  par  rapport  au 
point  0;  voici  comment  ce  signe  se  determine.  On  conv'oit 
que  chaque  force  soil  appliquoe  scule  a une  figure  plane 
materielle,conlciiue  dansle  plan  dont  il  s’agit,  et  ne  pouvant 
que  tourner  autour  du  point  0;  sous  faction  de  celte  force, 
la  figure  prendra  un  mouvement  de  rotation  autour  du  point 
0,  daus  un  certain  sens  facile  trouver  d’apres  le  sens  dans 
lequel  la  force  agit  : on  regarde  comme  positif  le  moment 
de  toute  force  qiii  tend  ainsi  a faire  tourner  la  figure  mobile 
dans  un  sens  determine,  que  I'on  cboisit  d'ailleurs  it  volonte, 
et  comme  negatif  le  moment  de  toute  force  qui  tend  a faire 
tourner  cette  figure  dans  le  sens  oppose. 

Si  foil  reprend  ce  qui  a ete  dit  au  commencement  de  ce 
paragraphe,  eii  doiinant  succcssivement  au  point  O diverses 
positions  dans  le  plan  des  forces  F,  F',  et  qu’on  attribuc  au 
moment  de  chacune  de  ces  forces  et  a celui  de  leur  rt^ul- 
taiitc  les  signes  qu'ils  doivciit  avoir  dans  chaque  cas,  on  re- 
connaitra  que  le  moment  de  la  resultantc , par  rapport  au 
point  0,  est  toiijours  egal  a la  somme  des  moments  des  com- 
posaiites par  rapport  au  mi'mc  point. 

§ 102.  Si  nous  considerons  un  nombre  quelconquc  dc 
forces  F,  F',  F",  F"', appliquees  a un  meme  point  ma- 

teriel , et  dirigees  toutes  dans  un  mi^me  plan,  nous  poiirrons 
(■’tendre  sans  peine  a ce  syst^me  dc  forces  le  theoreme  qui 
vient  d’etre  etabli  pour  le  cas  de  deux  forces  sculement. 

Composons  d’abord  Ics  deux  forces  F,  F'  entre  dies , et 
nous  trouverons  une  n^ultantc  partiolle  dont  le  moment, 
par  rapport  a un  point  quelconque  0 pris  dans  le  plan  des 
forces , sera  egal  il  la  somme  des  moments  des  forces  F,  F' 
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|Kir  rapporl  ii  ce  point.  Si  nous  coniposons  ensniti*  ccuc  !•(•- 
snitanto  parliclle  avec  la  force  F ",  nous  aurons  nne  (lenxieine 
resnltante  partielle  dont  le  moment,  par  rapport  an  point  O, 
sera  »‘gal  ii  la  somme  des  moments  de  F"  et  d('  la  j)remiei  e 
resnllant(‘  partielle  par  rappoi  t an  meme  point : le  moment 
de  cette  deiixieme  resnltante  partielle  sera  done  egal  a la 
somme  des  moments  des  ti  ois  forces  F,  F",  F Fin  coinposanl 
la  denxieme  resnltante  partielle  avec  F' ",  on  tronvera  nne 
ti'oisieme  resnltante  partielh*  dont  le  moment  sera  de  meme 
egal  a la  somme  d<*s  moments  des  qnatre  foires  F,  F",  F ",  F’""". 

Fin  continuant  ainsi,  on  finira  par  ai  river  a la  resnltante  de 
loiites  les  forces  donnws,  et  Ton  tronvera  que  le  moment  de 
cette  force,  par  rapport  an  point  0,  est  egal  a la  soimm*  des 
moments  de  ses  coniposantes,  par  rapport  a ce  point. 

9,  103.  Dans  le  cas  oil  un  point  materiel  est  soumisa  I'at  - 
tioii  d im  nombre  qnelconque  de  forces  non  dirigees  dans 
un  meme  plan,  nous  ne  pouvons  plus  arriver  a nn  resnitat 
simple  en  appliquant  le  theoreme  dn  § 101  anx  diverses 
compositions  successives  que  nous  venous  de  considi'nirr,  et 
qni  condnisont  a tronver  la  resnltante  d(’■tinitive  dn  systemc 
de  forces,  parci;  que  ces  compositions  successives  ne  s’effec- 
tnent  pus  dans  nn  meme  plan.  Mais,  en  suivunt  nne  autre  . 

marche , nous  parvien- 
drons  a generalise*!-  le 
lesnltat  que  nonsavons 
obtenn  102  ,,  de  ma- 
nieie  a I'etendre  an  cas 
general  dont  nons  nous 
ocenpons  inaintenant. 

Soit  AB,  fig.  55,  nne 
force  appliqm'*e  an  point 
A,  et  OP  nne  droite  diri- 
gee  d’une  maniere  qnel- 
conqne  par  rapport  a cette  force.  On  donne  le  nom  de  mo- 
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mciit  (Ic  la  force  AB,  par  rappoi  t a la  droitc  OP,  au  produit 
de  la  plus  coiirle  dislaiice  des  ligiies  A B,  OP,  par  la  piojec- 
lioii  de  la  force  A B sur  uii  plan  perpendiculaire  u OP. 
II  esi  aise  de  voir  que  la  plus  couiTe  distance  BS  des  droiles 
AB,OP  esl  parallele  au  plan  Al\  , et  que,  par  consr‘(|iient , 
elle  se  projeiie  en  vraie  grandeur  sur  ce  plan;  de  plus,  la 
projection  OT  de  cette  plus  courte  distan<-e  est  perpendi- 
cidaire  a la  projection  ah  de  la  force  .\B  ; done  ce  que  nous 
noinnions  le  moment  d(‘  la  force  A B , par  rapport  a la  droite 
OP,  n’esl  aulre  cliose  que  le  moment  de  la  pioji'clion  de 
ccite  force  siii-  le  plan  MN,  par  rapport  au  point  O on  ce 
plan  est  p<‘rc«‘  par  la  ligHp  0 P. 

Oela  pose,  concevons  que  nous  projelions  sur  un  plan 
qiielconque  les  diverses  forces  qui  agisseiit  sur  un  meme 
point  materiel,  ainsi  ipie  la  resultanle  de  ces  forces.  Nous 
savons  (|ue  la  projection  de  la  resultante  est  la  rr>sultante 
des  proji'clioDs  des  ftirces  (g  100);  el  comme  toiites  ces  pro- 
jections sont  dirigci's  dans  un  inOmc  plan , nous  poiivons 
dire  (§  102)  tpie  le  inoment  de  la  resultant**  projetee,  par 
r.ip|)ort  a un  point  qiielcompi**  O du  plan  de  proj(‘ctioii,  est 
(•gal  it  la  somine  des  moments  des  composaiites  projetees, 
parrapjiort  au  m*‘mo  point.  BemplaQons,  dans  cet  (‘nonc^, 
le  moment  de  cliatpie  force  projeU^e  par  rapport  au  point  0, 
I»ar  le  moment  de  la  force  de  I’espace  par  nipport  a l:i  per- 
pendicnlaire  au  plan  de  ])rojectiun  mem-e  par  le  point  0,  et 
nous  arriverons  ainsi  a la  pr*q)osition  suivaiite  ; lorsque 
pliisieiirs  forces  agissent  sur  un  mf-me  point  materiel,  dans 
divers*!s  directions,  le  moment  de  la  r*'*sultante  de  ces  forces, 
par  rapport  it  line  droitc  (|uelroni]UC , est  *‘gal  a la  somme 
des  moments  des  composaiites,  par  rapport  it  la  nu'me  droite. 

I’oiir  que  ce  tli*'‘oirme  soil  toiijoiirs  vrai , il  est  in-ces- 
sairc  de  regarder  le  moment  d’liiie  force  par  rapport  a tine 
droite  comme  etant  tine  quautit*;  positive  ou  iK-galive,  sui- 
vant  les  cas.  O momeni  nVtant  autre 'chose  (|ue  le  inoment 
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de  la  projection  de  la  force  sur  im  plan  perpendiculaire  ^ la 
droite,  par  rapport  au  point  on  cc  plan  cst  pcrce  par  la 
droite,  il  est  naturel  de  lui  donncr  Ic  signc  dece  dernier 
moment : le  moment  d’une  forae,  par  rapport  ik  une  droite, 
sera  done  positif  ou  negatif , suivant  que  cette  force  teiidra 
k faire  tourner  dans  un  sens  ou  dans  I’autre , un  corps  au- 
quei  elle  serait  appliquee,  et  qui  ne  pourrait  que  tourner 
autour  de  la  droite. 
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§ lOA.  Eqailibre  d’nn  point  materiel.  — Lorsqu’un 
point  materiel , quc  nous  supposerons  priinitivenient  en 
repos,  vient  a ^trc  soumis  aux  actions  simultanees  de  diver- 
ses  forces,  ii  pent  arriver  que  ces  forces  se  contre-balancent 
inutuellement,  de  telle  maniere  qii’il  reste  en  repos  malgre 
Taction  des  forces.  Dans  ce  cas , on  dit  que  le  point  mate- 
riel e*t  en  equilibre ; on  dit  aussi  quc  let  foreet  »e  font 
equilibre  sur  le  point  materiel. 

II  pst  aise  de  voir  a quelle  condition  Ics  forces  doivent 
saiisfaire,  pour  que  le  point  materiel  sur  lequel  dies  agissent 
soil  en  equilibre.  Ces  forces,  quelles  que  soiciil  leure  gran- 
deui-s  et  leure  directions,  peuvent  i'lrc  reniplacees  par  leur 
resultantc  (§  99).  Le  point  materiel , soumis  a Taction  de 
ceile  resultante  seule,  doit  done  rester  i Tetal  de  repos,  lout 
aussi  bien  que  lorscpTil  est  soumis  aux  actions  simuitanc'es 
des  composantes.  Ur,  cela  ne  peut  evidemment  avoir  lieu 
(|u'autant  que  la  resultante  est  nulie  ; done,  pourqu’un  point 
materiel  soit  en  equilibre  sous  Taction  de  plusieurs  forces, 
il  faut  (pie  la  resultante  de  ces  forces  soit  nullc.  D’ailleurs  il 
est  bien  clair  que  cette  condition  est  suffisante  pour  quc  le 
point  materiel , primiliveinent  en  repos,  ne  se  mette  pas  en 
mouvement  sous  Taction  des  forces  qui  tui  sont  appliqu^es, 
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puisqiio  ces  forces  peuveiit  toiijoui's  elrc  remplacees  par 
leiir  resullaiite,  el  qiie,  celle-ci  eiaiil  iiiille,  le  point  iiiateri<‘l 
se  trouvc  dans  le  nienic  cas  qne  s’il  n’etait  sonniis  a I’aclion 
d’aucune  force. 

.Si  plusieni's  forces,  agissant  siir  nn  point  materiel  en  inoii- 
vement,  out  line  I’esultante  mille,  on  dil  encore  (|n’elles  se 
font  eqiiilibi'c.  Dans  le  cas  oil  le  point  materiel  serail  son- 
mis  a ces  forces  scales,  ilse  iroiivendl  dans  les  mi'nies  con- 
ditions que  si  aiiciine  force  ne  liii  etait  appliquee,  et  par 
suite  son  mouvenient  serait  rectiligne  cl  unifonne. 

Loi-sqiie  plusieurs  forces  appliipiees  a iin  mi'nie  point  ma- 
teriel se  font  equilibrc,  il  eslclairqu’nne  quelconque  d’cntre 
elles  est  egale  el  directeinent  opposee  ii  la  resultante  de 
toutes  les  autres. 

Soient  F,  F',  F',."  divcrses  forces  (pii  agissenl  siir  nn 
mt'me  point  materiel.  Menons,  par  un  point  quelconque  de 
I’espace,  irois  axes  coordonnes  reclangulaires,  et  decoinpo- 
sons  cliacune  des  forces  F,  F',  F",.--  t™'*  composantes 

dirigijcs  parallelement  a ces  axes.  Soient  X,  Y,  Z b-s  i-om- 
posantes  de  la  force  F ; X’,  Y',  Z',  les  composantes  de  la  fon-e 
F',  etc.  La  projection  de  la  resultante  des  forces  F,  F',  F’  ,... 
sur  I’axe  des  jr  (§  100)  est  egale  a 

X + X'  + X"  -f- on  S X ; 

de  meine  les  projections  de  celle  n'-suliante  sur  les  axes 
des  y et  des  z,  soul  respeclivenient 

Y + Y'+Y"+ on  SY. 

Z + on  SZ. 

II  est  clair  que,  pour  que  les  forces  F,  F',  F"....  se  fassent 
equilibre,  c’est-ii-dire  pour  que  leur  resultante  soil  nulle, 
il  est  necessaire  et  sullisanl  que  les  projections  de  celli*  re- 
sultante  sur  les  axes  soimil  ntilles  toutes  irois  ; lequilibre 
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des  forces  F,  F',  F''...  se  irouve  done  exprime  par  les  cqua- 
lions 

SX=o  , SY  = o , rz  = o. 

§ 105.  Moavement  rpelill)t;ne  d’un  point  materiel. 

— Dans  ce  qui  suit,  nous  aliens  eludicr  Ics  lois  du  mouve- 
ment  quo  prend  un  point  malei  iel  sons  Taction  d’une  on  de 
plusienrs  forces.  Mais,  Ics  diverscs  forces  qui  agissent  simul- 
tandment  surun  m^mc  point  materiel  pouvant  toujours  Ou-e 
remplacees  par  leur  resultaiitc,  nous  iTavons  pas  besoin  de 
nous  preoccuper  de  Texistcnce  dc  ces  diverses  forces,  et 
nous  pouvons  raisonner  dans  tous  Ics  cas,  comme  si  Ic  mou- 
vement  du  point  mobile  ctait  dO  ii  Taction  d'unc  force 
unique. 

Si  un  point  materiel,  partant  du  repos,  est  soumis  il  Tac- 
tion d'unc  force  dont  la  direction  restc  consUimment  la 
m^mc,  il  sc  mouvra  suivant  line  ligne  droite.  II  cn  sera  en- 
core dc  mt'me  si  ce  point  materiel  a re<;u  line  vitesse  ini- 
tiale  dont  la  din^ction  coincide  avec  celle  de  la  force  qui  Ini 
est  appliqiiec.  C’»‘st  ce  qiTon  reconnaitra  sans  peine,  en  rai- 
sonnant  comme  nous  Tavons  di'-jii  fait  daus  le  cas  on  la  force 
est  constantc  eii  grandeur  et  en  direction  (§§  90  et  91). 

De  quelquc  manierc  quo  varic  la  force  (jui  agit  siir  Ic 
point  materiel , si  Ton  designe  par  »t  la  masse  de  ce  point , 
par/  Tacceleration  de  sou  mouvement  a un  instant  quel- 
conqiie,  et  par  F la  valeur  dc  la  force  a cet  instant,  on  aura 
toujours  la  relation  (S  98) 

F =mj. 

La  connaissance  de  la  loi  de  variation  de  la  force  F eniralne 
done  celle  de  la  loi  de  variation  dc  Tacceleration  j , ce  qui 
permet  de  determiner  la  loi  du  mouvement. 

Soient  t le  temps  compte  a pai  tir  d’un  instant  quelconqiie 
pris  pour  originc;  x la  distance  du  point  mobile  a tin  ]>oinl 

'0 
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fixe  de  sa  trajectoire  I'ectiligne,  u la  fin  dii  temps  t;  et  r la 

Vitesse  de  ce  point  au  m^me  instant.  On  a 

dx  . dv d^x 

”~Tt' 


L'acceleration  j,  ainsi  obtenuc , cst  positive  ou  negative  en 
m^me  temps  que  I’accroissement  de  vitesse  iiifiniment  petit 
dv  correspondant  a I’elemcnt  dc  temps  dt.  II  est  aise  de 

dx 

voir  que,  quel  que  soil  le  signe  de  v,  ou  de  la  vitesse 

acquise  elementaire  dv  est  positive  ou  negative,  suivant 
qu’elle  est  dirigee  dans  le  sens  des  x posit  ifs  ou  dans  le  sens 
des  X negatifs ; et  par  suite  il  cn  est  de  m^iiie  de  I’accelera- 
tion  y.  On  voit  done  que  la  relation 


F = my, 

qiii  a etc  etablie  (.§  98),  en  ne  considerant  que  les  valeurs 
absolues  de  / el  de  F,  subsislera  encore  quand  on  prendra 
y avec  son  signe,  a la  condition  de  regarder  la  force  F comme 
positive  ou  negative , suivant  qu’ellc  agira  dans  le  sens  des 
X positifs  ou  bien  dans  le  sens  oppose. 

vPx 

En  rcmpla^ntj  par  sa  valeur  ^ danscette  dernicre  re- 
lation, on  trouve 

dPx 

= F, 


m 


dt^ 


qui  n’est  autre  chose  que  I’equation  difTereniielle  du  mou- 
vement  du  point.  L'integration  de  cette  equation  difleren- 
tielle  fera  connaitre  I’cqualiou  finic  du  inouvcment.  Les 
constantes  arbitraires  se  detcrmincront  d’apres  les  circons- 
tances  initiales,  e’est-a-dire  d’aprte  les  valeurs  dc  la  distance 

dx 

X du  mobile  au  point  fixe,  et  de  sa  vitesse  correspondant 
Jt  / = o. 

§ 106.  La  force  F varie,  en  general,  avec  t,  et  par 
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const'quent  aussi  avec  les  quantiles  x et  r,-  on  con(,'oit  qu’elle 
sera  generalcment  donnec  cn  fonction  de  ces  trois  variables 
t,  X,  r.  L’integration  de  I'equalion  difTerentielle  du  mouve- 
ment  s’efTectuera  alors  en  suivant  line  inarchc  plus  ou  moins 
compicxe , qui  dependra  de  la  forme  de  celle  fonction,  et  en 
tenant  compte,  en  mdmc  temps,  de  la  relation 


V z= 


dx 

“di 


Nous  nous  contenterons  ici  d’indiquer  la  marche  4 siiivre 
pour  faire  cette  integration,  lorsque  la  force  F sera  donn^e 
en  fonction  d'une  seule  dcs  trois  variables  t,  x,  r.  Nous  au- 
runs  pour  cela  4 examiner  trois  cas  distincts. 

1"  cas.  — La  valeur  de  F est  donnee  par  la  relation 

F=/(0. 


Leqiiation  dilferentielle  du  mouvement  est  done 


= /(!)■ 


dt 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  — , et  qu’on  int^gre, 


ou  trouve 


dx  1 

■j — I’o  H — • 

di  m 


To  eiant  la  vitesse  du  mobile  correspondant  it  / = o.  Hepr^- 
^ V . , dx 

sentons  par  <p  (/)  cette  valeur  de  en  sorte  que  nous  au- 


rons 


En  multipliant  les  deux  membres  par  dt,  et  inti^grant  de 
nouveau,  on  aura  definilivement 

/•* 

x = ®,  + J <f(t)dt 

to. 
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pour  reqiiation  du  moiivcment ; or,  dcsigne  la  valcur  dc  x 
correspondant  /=:o. 

2*  cas.  — Oil  doiine 

F=/W, 

L'equation  differentiellc  qu’il  s’agit  d'int^grcr  cst  dune  alors 


m 


(Px 

dP 


=/W. 


Si  nous  rcmpla^ons  par  ^ , celte  equation  devieiidra 

”»^  =/(*)• 


Mulliplions  le  second  membre  par  el  le  premier  mcm- 

, , , 2p<i( 

bre  par  son  egal , el  nous  aurons 

m 


2v  dv=  — f (x)  dx; 
m 


(foil  en  inlegranl 

»’  = Po  + -/ 

mjg, 

r„  el  Xg  ddsignenl  comme  precedemmenl  les  valeiirs  de  v el 
X qui  correspondenl  ik  / = o.  On  lire  de  cetle  equation  nne 
valeur  de  r que  nous  representcrons  par 

v = <f{x)\ 
djp 

en  y rempla^anl  v par  puis  resolvanl  par  rapport  i dt, 
on  Irouvc 


ou  a done,  en  integrant  enrore  uue  Tois, 
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-£ 


(lx 

(f{x)  • 


3*  cas.  — Ou  dounc 

F =/(«-). 

L’equation  diflci-euliellc  du  mouvcmeul  esl  dans  ce  cas 

(Px 

ou  ce  qui  esl  la  nii^mc  chose 


dv 


On  cn  lire 


d’oii  en  iiilegrant 


dt  = m 


dv 


f(v)' 


r"  dv 

= “ / f—y 

t/r. 


Si  I’on  resoul  celle  equaiion  par  rapporl  a v,  ce  qui  donncra 

» = ?(0. 

el  qu’ou  observe  que  I’on  a 


dx 


on  cn  dcduira 


X—  ^o+J'  <f{t)di. 


Mais  on  peul  aussi  remplaccr  celle  derniere  operalion  par 
la  suivanle  ; la  relalion 

dx  — vdt 
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donne,  daos  le  cas  dont  il  s'agii, 


dx  = m 


vdv 

m’ 


d’oii  Ton  tire,  en  integrant 


il  suiiitalors  d’eliminer  v,  entre  cette  dernierc  equation  ct  la 
relation  entre  » et  / qui  rcsulte  de  la  premiere  integration  , 
pour  avoir  la  relation  cherch^c  entre  x el  t. 

§ 107.  Exempleii  de  inoavements  reetlllgnes.  — Nous 
allons  appliqucr  ce  qui  pn-cede  a deux  exemples. 

0 Considerons  d'abord  ic  mouvement  d’un  point 

materiel  qui  part  du  point  0,  fig.  56,  sans  vitesse 

M 

I initiale,  sous  Taction  d’une  force  dingee  suivant  la 
ligne  0.\  et  variant  en  raison  invei’se  du  carre  de 
la  distance  du  point  mobile  au  point  A de  cette 
ligne.  Nous  verrons  plus  tard  que  le  poids  d’un 
corps,  place  successivement  a dilTercntes  hauteui’s 
au-dessus  de  la  surface  de  la  terre,  varie  seiisible- 
ment  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance  qui 
* le  siipare  du  centre  du  globe  terreslre ; en  sorte 
que  Texemple  que  nous  allons  trailer  pent  4tre  re- 
garde comme  sc  rapportant  au  mouvement  d'un  corps  pe- 
sanl  qu’on  laisserail  tomber  d’une  cerlaiue  liauleur  aii*dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  sans  vitesse  initiale , el  dans  le 
vide,  pour  ne  pas  avoir  a tenir  coinplc  de  la  resistance  de 
Tair.  Nous  supposcrons  done  que  A est  le  centre  de  la  terre, 
ct  que  la  force  qui  agit  sur  le  point  materiel  n’est  autre 
chose  que  son  poids.  Soit  B le  point  oil  la  ligne  OA  perce 
la  surface  de  la  lerre  : lorsque  le  mobile  est  en  ce  point,  son 
poids  est  egal  a mg  (§  98).  Le  poids  du  mobile,  en  un  point 
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quolcoiique  M de  la  droite  suivanl  laquelle  il  se  meut,  aura 
pour  expression 

en  designunt  par  la  distance  OM,  par  a la  distance  OA,  et 
par  r le  rayon  AB  de  la  terre.  D’apres  cola,  I’equation  diffe- 
rentiellc  du  mouvement  sera 

cPx  r’ 

{a  — xy’ 

Nous  nous  trouvons  ici  dans  le  second  dcs  trois  cas  qiii 
out  ele  traites  dans  le  paragraphe  106.  En  operant  comme 
nous  I'avons  dit,  ct  observant  que  la  vitesse  iniliale  v,  est 
nulle  par  hypothese,  ainsi  que  la  distance  initiate  x,  du  mo- 
bile au  point  0,  nous  trouverons  d’abord 


En  y renipla^ant  v par  puis  resolvant  par  rappoit  a dt, 

el  rcinarquant  que  dx  ct  dt  sont  de  mdme  signe,  nous  au- 
rons 


(it  — 


a — X 
\/ax — x’ 


dx 


1 


r 


a — 2x 


2V« 


: dx  ■ 


a . I a dx 
» ig'  Vox  — X* 


En  integrant  de  nouveau,  et  tenant  compte  de  ce  que  x est 
nul  en  nicme  temps  que  t,  nous  obtiendrons  enBu  I’equation 
finie  du  mouvement,  qui  est 


§ 108.  Considerons  encore  le  mouvement  rectiligue  d'un 
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point  materiel  soumis  aux  actions  simiillanees  de  deux  ron  es, 
dont  Tunc  est  consiante  en  grandeur  el  on  direction,  et  dont 
I’aulrc,  loiijoui'S  dirigec  eii  sens  contraire  dii  mouveineiit , 
varie  proportionnelleraent  au  carre  de  la  vilcsse  dii  inol>ile. 
C’est  le  cas  d’uii  corps  pesant  qui  se  incut  dans  I’air,  en  sup- 
posant  quo  le  poids  du  corps  soil  constant,  et  que  la  resis- 
tance qn’il  eprouve  do  la  part  de  I’air  varie  proporlionncllc- 
ment  au  earn;  de  sa  vitesse.  Nous  supposerons  done  que  la 
Torcc  consiante  qui  agit  sur  le  point  inalei  iel  soit  son  poids 
mg,  et  nous  representerous  raulrc  force , qui  sera  la  resis  - 

tance  de  I’air,  par  mg  v etant  la  vitesse  du  mobile  a un 

instant  quelconquc,  et  k etant  la  valeur  parliculierc  de  cette 
vitesse  pour  laquellc  la  secondc  force  dcvieiit  egale  a la  pre- 
miere. 

Examinons  d'abord  lo  cas  oii  le  corps  dont  nous  nous 
occupons  commence  a sc  mouvoir  sans  vitesse  iniliale.  Son 
mouvement  s’eflfectuc  suivant  la  vcrticalc  menee  par  son 
point  de  depart, et  de  haut  en  bas ; la  resistance  qu'il  eprouve 
de  la  part  de  I’air  est  done  dirigee  verticalcment  et  de  bas 
en  haul,  e’est-a-dire  en  sens  conlrairc  de  I'aclion  de  la  pe- 
sanleur.  Co  corps  se  ineul  cominc  s’il  c^ait  soumis  a I'action 
de  la  resultaule  de  son  poids  mg  et  de  la  resistance  de  I’air 

mg resultantc  qui  est  evidemment  egale  a 
mg—mg-j-^. 

D’apres  ccla,  on  voit  quo , si  Ton  designe  par  x la  distance 
du  mobile  a son  point  do  depart , on  aura  pour  lequation 
diflercnliellc  du  mouvement 


equation  qui  rentre  dans  le  troisieme  cas  du  S 106.  Si  nous 
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. . dr  • 1 . 

y rcmplacoiis  par  son  egal  ^ , el  quc  nous  rcsolviuns 

eiisuite  par  rapporl  a dt,  nous  troiivorons 

/r*  dv  k I dv  dv  \ 

* g'  k'  — r’ ~ 2y  \A  4- u A"  — vj’ 

d'uii,  en  integrant  et  observant  que  la  vilcsse  initiate  cst 
nullc, 

k . k V 

t=  — L . 

2^  k — V 

Cette  equation,  rcsoiuc  par  rapport  ^ r,  donne 

— 1 


t 


V = k- 


Je‘ 

k 


+ 1 


e ddsigne  la  base  du  systeme  de  logarilhmes  neptirien.  Si 
dx 

Ton  rcmplacc  v par  ^ , el  qu’on  mulliplie  les  deux  nicni- 
bres  dc  Tequalion  par  dt,  on  irouvera 


k 


dx=k 


IQI 

k 


^ _ 
. k ~ 

— 1 e —c 

dt  = k 


jt 

k 


IL 

k 


dt; 


e +l  e~  +e 

d’oii,  cn  integrant  de  nouveau,  et  determinant  la  conslante 
de  maniere  que  x soil  iiul  pour  / = o, 


La  valour  de  v pouvanl  se  mettre  sous  la  forme 

1 — e 


k 


V = k 


1 +e 


2ff<’ 

k 
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Oil  Yoit  qiie  la  yUcsso  du  mobile  aiigmeiito  coiistaninieiit , 
sans  I'cpcndant  jamais  depasser  la  vilesse  k;  elle  s’approche 
iiideriiiimciil  de  ccUc  limitc  k,  cl  iie  lui  devieiil  egale  quc 
lorsquc  I est  iiifini. 

Voyoiis  mainlcnant  commoiit  s’effcctiic  le  moiivcmcnt  dii 
corps  sous  I’aclioii  des  inemi's  forces,  loi’squ’il  a cle  primili- 
venicnt  lance  Yertlcalement,  cl  de  bas  on  haul,  aYcc  une  Yi- 
lesse  Cc  corps  conimeiice  par  s’eleYcr  Yerlicalemenl ; sa 
Yilesse  dimiiiuc  peii^  peu;  bieiilol  ilcesse  de  moiiler,  pour 
se  nicllre  cn  niouYcineiil  en  sens  eoiilraire  suiYanl  la  nieme 
droite,  en  prenanl  une  Yilesse  de  plus  en  plus  grande.  Pen- 
dant qiie  Ic  corps  moiilc,  la  ri'-sisianee  qu’il  eproiiYC  de  la 
pari  de  Pair  esl  dirigee  de  haul  en  bas,  de  ineme  qiie  I’ac- 
tion  de  la  pcsaiileur;  la  resultaiile  des  deux  forces  auxqiielles 
il  esl  soumis  csl  done  cgalc  a 

mg  -f-  mg 


Si  nous  desigiioiis  encore  par  x la  dislancc  du  mobile  ii  son 
point  de  depart , el  si  nous  remarquons  que  la  force  resul- 
lanle  dont  nous  Ycnoiis  de  donner  la  Yaleiir  esl  dirigee  en 
sens  contraire  du  sens  dans  leqiicl  se  coinple  celle  distance 
X,  nous  verrons  quo  1 equalion  dilTerenlielle  du  mouYemeiit 
ascendant  du  mobile  csl  la  siiiYante 


nous  sommes  done  encore  dans  Ic  troisiemc  cas  du  paragra- 

dp 

pile  106.  Si  nous  reinplaijons  resol- 


Yions  par  rapport  a dl,  nous  irouYerons 


di  = 


dv 
g ' 


d’oii , en  integrant  el  obserYanl  que,  pourf:=o,  on  doit 
avoir  v — n,, 
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k Vo  k V k At,  — At 

f = - arc  tang  arc  tang  - = - arc  tang  -r- . 

g kg  kg  ° A" +ni’. 

Cette  equation  etant  r^solue  par  rapport  a v,  nous  donnera 


v = k 


gt  , ■ Qt 

VaCO&Y.  — * **•*  T 

K K 

k cos  ^ + r,  sin  ^ 

K fC 


dx  . 


Mcttant  P'lico  de  v,  uiuliipliani  de  part  et  d'uulre 

par  dt,  integrant  cl  dclerininanl  lu  coiistanlc  par  la  condi- 
tion quc  pour  / = o on  ait  x =o  , nous  trouverons 


< I gf  *'•  . 9^  \ 


Telle  cst  I’equation  finie  dii  inouvement  ascendant  qiie  nous 
nous  eiions  propose  de  di^erminer.  Le  mobile  se  niouvra 
conformement  a celle  equation,  tanl  que  sa  vitesse  sera  diri- 
gee  de  bas  on  haul , c’esl-a-dire  taut  que  I sera  inferieur  i 
la  valeiir  pour  laqiielle  rexpressioii  precedente  de  la  vitesse 
r s’annulle.  Mais  quand  t aura  atteint  cettc  valcur  particu- 
lierc  qui  est 

k Vo 

t = - arc  tang  , 
g ° A ’ 

le  mobile  cessera  de  s’elevcr,  el  alors  il  redescendra,  en  se 
inouvant  suivaut  la  loi  que  nous  avons  trouvee  precedem- 
nient , pour  le  cas  d'uu  corps  qui  tombe  duns  I'air  sans  vi- 
tessc  initiule. 

La  question  qui  viciU  d’etre  traitec  dans  tout  ce  paragra- 
phe  nous  fournit  tin  exemple  d’uu  mouvement  dans  lequel  la 
force  n’est  pas  toujours  reprcsenlee  par  la  m«5me  expression 
analytique. 

§ 109.  Mouvement  curvillgne  d’un  point  materiel. 

— Si  la  direction  de  la  force  qui  agit  sur  tin  point  materiel 
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lie  restc  pas  coiislamment  la  memo,  ou  bicii  si,  c(*Ue  dirce- 
tion  elaiit  conslanle,  Ic  mobile  a re<;u  unc  vilessc  iiiiliale 
dirigee  aulrement  que  la  foree  qui  agil  sur  lui,  Ic  niouve- 
ment  cst  curvilignc. 

II  cst  aise  de  rcconnallre  que  le  niouvcmcnt  s’effeclue  dans 
un  plan : 1°  loi'squc  la  force  qui  agit  sur  le  point  materiel 
restc  constamment  paralleic  a un  plan  fixe,  ct  que  su  vitesse 
initiale  est  cgalcment  paralleic  a cc  plan  ; 2°  lorsque  la  force 
cst  toujours  dirigee  vere  un  point  lixe,  quelle  que  soit  d’ail- 
leui’s  la  direction  dc  la  vitesse  initiale  du  mobile.  Poui‘  s’en 
rendre  compte,  il  sullit  dc  substituer  a I’action  conlinuc  dc 
la  force  nne  action  intermittente,  comme  nous  I'avons  d«‘ju 
fait  (§  90),  ct  d'examiner  successivement  les  divers  eban- 
gements  de  direction  que  la  vitesse  du  mobile  eprouve 
chaque  fois  que  la  force  excrce  son  action  sur  lui.  £u  appli- 
quant  le  principc  du  § 89,  on  reconnait  que  les  vitesses  dont 
le  mobile  est  anime , avant  ct  apres  cliacune  de  ces  actions 
de  la  force,  sont  dirigecs  dans  un  plan  passant  par  la  direc- 
tion de  la  force  meme.  II  s’ensuit  que,  dans  chaeun  dcs  deux 
cas  indiques  ci-dcssus,  et  dans  I’liypotbese  d’une  force  agis- 
sant  par  intcrniittencc,  le  mobile  parcourt  nn  polygone  qui 
se  trouve  situe  tout  entier  dans  un  plan.  Si  Ton  so  rapproche 
ensuite  peu  it  peu  de  la  realite,  en  admettant  que  les  actions 
successives  dc  la  force  soient  de  plus  cn  plus  rapprochecs 
les  uncs  des  autres , on  voit  que  les  cdtes  de  la  trajectoirc 
polygonale  du  mobile  deviennent  dc  plus  en  plus  petits,  sans 
que  le  polygone  ccssc  d’etre  contenu  tout  entier  dans  un 
meme  plan,  ct  it  la  limitc,  lorsque  I’action  intermittente  de 
la  force  sc  confond  avec  unc  action  continue,  la  trajectoirc 
polygonale  devient  une  trajccloire  courbe  dont  tons  les  points 
se  tronvent  encore  dans  un  meme  plan. 

D’apres  ce  qui  a (itt5  dit  precedemment  (g§  95  ct  98),  de 
qnelqnc  manicrc  que  la  force  F qui  agit  sur  le  point  mati-riel 
change  dc  grandeur  et  de  direction  avee  le  temps,  I’acctdc- 
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rniion  toUilc  dti  inoiivcment  du  point  ost  a din(|iie  instant 
dirigoc  siiivnnt  la  direction  dc  in  force;  et  la  grandeur  de 
eette  acceleration  totale  est  liee  a la  valeur  de  la  force  F par 
la  relation 

F = mj, 

metant  la  masse  du  point  materiel  dont  il  s’agit. 

§ 110.  Force  lanKcntlelle , force  eentrip^te.  — Si 

Ton  decompose  racc»'*lcration  totale  j,  dans  le  mouvement 
du  point  inattu  iel  soumis  a I’action  de  la  force  F,  en  deux 
coniposantes  dirigees,  Tune  siiivant  la  tangente  a la  trajectoire 
du  mobile,  I'antre  suivant  son  rayon  de  courbure,  on  trouve 
deux  accelerations  dont  Ics  valeiirs  sont 


dv  d 

5f  ’ - p ’ 

ct  que  nous  avons  designees  precedemment  sous  les  noms 
d’acceleration  tangentielle  etd’acceleration  centripelc(§73). 
Di-composons  de  memo  la  force  F en  deux  composantes  Fi  ,F7, 
dirigf-es  suivant  les  niemcs  droites.  Le  parallelogramme  qui 
serviraa  fairc  eette  decomposition  sera  evidemment  sembla- 
ble  a celui  qui  sort  afaire  la  decomposition  dc  I’aeceleration 
totale ; puisqne  les  directions  des  cOtes  et  des  diagonales  de 
eesdeux  parallelograinmes  sont  les  mOmes  : done  ilexislera, 
entre  les  deux  composantes  F|,Fj  de  la  force  F,  et  les  com- 
posantes correspondantes dc  I'acctderation  totale/,  le  memc 
rapport  qu’entre  la  force  F elle-mCme  et  eette  acetderation 
totale.  ,\iusi  on  aura 


F 


dv 

Jt 


F7 


La  force  F| , qui  est  la  projection  dc  la  force  F sur  la  tangente 
a la  trajectoire  du  mobile,  se  nomme  la  force  tangentielle. 
La  force  F2,  projection  de  la  force  F sur  la  direction  du  rayon 
de  courbure  de  eette  trajectoire,  sc  nomme  la  force  centri- 
pete. 
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D’apr^  les  valeurs  que  nous  venons  de  troiiver  pour  ces 
deux  composanles  de  la  force  F,  on  voil  que  1e  changemenl 
de  grandeur  que  la  Vitesse  dll  mobile  eprouve  avec  le  temps 
est  uniqucment  du  ii  la  force  tangentielle;  en  soiie  que , si 
cette  force  tangentielle  etail  constamment  nulle,  c’est-i-dire 
si  la  force  F etait  toujours  normale  a la  trajectoire,  la  vitesse 
du  mobile  ne  varicrait  pas , et  le  mouvement  scrait  uni- 
forme. De  mi',melecliangcmentde  direction  de  la  vitesse  du 
mobile  est  iiniquement  du  a la  force  centripete  ; e’est-i-dire 
que,  si  la  force  F etait  ii  chaque  instant  dirigee  suivant  la  di- 
rection de  la  vitesse  du  mobile,  ou,  en  d’autres  termes,  sui- 
vanl  la  tangente  il  la  trajectoire  qu’il  decrit,  cette  trajectoire 
serait  nccessairement  uue  ligne  droite. 

§ 111.  Projection  du nionvenient  nur  un  plan  fixe.  — 
Lorsqu’un  point  materiel  se  meut  dans  I’espace , en  vertu 
d’uiie  vitesse  initialc,  et  sous  Faction  d’unc  force  qui  lui  est 
appliquee,  il  estsoiivent  utile  d’etiidier  la  projection  de  son 
mouvement  surun  plan  fixe.  Nous  avons  dejii  vu  que  la  vi- 
tesse et  Facceleration  totale,  dans  le  nioiivemeiil  projele,  sont 
les  projections  de  la  vitesse  et  de  Facceleration  totale  du  mo- 
bile dans  Fespace  ( §§  1 2 et  74  ).  Si  nous  tenons  compte  main- 
tenant  de  la  liaison  qui  existe  entre  la  force  qui  agit  sur  uii 
point  materiel  et  Facceleration  totale  du  mouvement  de  ce 
point,  nous  arriveroiis  a uue  consequence  importante. 

Soient  F la  force  qui  agit  sur  le  point  materiel,  m la  masse 
de  ce  point,  etj  Facceleration  de  son  inouvenient ; nous  sa- 
vons  que  F et  j out  la  meme  direction,  et  qu’en  outre  on  a 

F = »«>. 

Si  F'  et  j'  sont  les  projections  de  F el  j sur  un  plan  fixe  , 
ces  deux  projections  seront  dirigees  suivant  une  meme  droite, 
el  de  plus  le  rapport  de  F'  a F sera  le  m^me  que  cclui  de  / ^ 
j : done  on  aura  aussi 

F'  = mf. 
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Onen  concliit  neressairemenlqiu*  to  inoiivonipnt  dii  mobile  , 
projet*'*  siir  le  plan  lixe,  n’est  autre  eliose  que  le  mouvemeiit 
qiie  premirait  dans  ce  plan  tin  point  matt-riel  de  masse  m, 
sous  I’action  dt;  la  fort  e projetre  F',  ce  point  ayant  rei;u  uiie 
Vitesse  initiate  egale  a la  projection  de  la  vitesse  initiate  du 
mobile  do  I’espace. 

Otte  proposition  est  vraie  de  qiielquc  manierc  que  les 
lignes  projelantes  soient  dirigt'-es  par  rapport  au  plan  de  pro- 
jection. 

g 112.  Projection  dn  monvement  «tur  une  droile  llxe. 

— Ce  quo  nous  venous  de  dire  pour  la  projection  d’un  mou- 
vcment  sur  un  plan  fixe  , nous  pouvons  le  repeter  pour  la 
pnijeetion  tie  ce  monvement  sur  une  droite  fixe. 

Nous  savons  deja  que  la  vitesse  et  I’acceleration  dans  le 
monvement  projete  sont  les  projeetions  de  la  vitesse  et  de 
I’acceleration  totale  dans  le  monvement  que  Ton  projette 
(§§13et  75).  Ell  raisonnaiit  comme  nous  I’avons  fait  il  n’y 
a qu’un  instant  (gill),  nous  tmuverons  en  outre  que  le 
monvement  projete  t-st  precisemeiit  celui  que  prendrait  sur 
la  droite  fixe  un  point  materiel  de  m6me  masse  que  celui  qui 
se  meut  dans  I’cspace,  s’il  etait  constamment  soumis  a Fac- 
tion de  la  force  projetee,  etqu’il  efit  re^u  primitivement  une 
vitesse  egale  a la  projection  de  la  vitesse  initiale  du  mobile 
de  Fespace. 

Ce  resiiltat  est  vrai,  de  quelque  maniere  que  s’eflectue  la 
projection  du  mouvement  sur  la  droite  fixe , et  convient  en 
particulier  au  cas  ou  la  projt-clion  est  ortliogonale. 

§ 113.  Tb^r^mes  relatlfs  «iix  quantilds  de  mouve- 
Bieal,  — Dans  le  mouvement  rectiligne  d'tin  point  materiel 
de  masse  m soumis  a Faction  d’une  force  F,  on  a 


„ _ F 


dty 


puisque  Tacceleralion  j a pour  valeur  ^ . Si  Ton  mulliplie 
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les  deux  membres  dc  ccltc  relation  par  dt,  on  trouve 
mdv=T  dt, 

d'ou  en  integrant  entre  les  limites  o et  / du  temps  , et  desi- 
gnant  par  n la  valeur  de  v correspondant  in  t=  o, 


Le  produit  7nv  se  nomme  la  quantile  de  mouvement  du 

mobile.  L’integraley  fdt  se  nomme  Yimpultion  de  la 

force  F,  pendant  le  temps  auquel  cette  integralc  se  rapporte ; 
Ydt  est  YimpuUion  elemenlaire  de  la  force.  Les  deux 
dcmi^rcs  equations  qui  viennent  d'etre  ccrites  peuvent  done 
s’linoncer  de  la  manierc  suivaiile  : 1“  raccroissement(»irf?’) 
qu’eprouvc  la  quantite  de  mouvement  du  mobile,  pen- 
dant r^lement  dt  du  temps , est  ^gal  it  I'impulsion  (^I^men- 
taire  de  la  force  F pendant  ce  temps ; 2“  I’accroissement  total 
(m»  — mro)  de  la  quantite  de  mouvement  du  mobile  pen- 
dant un  temps  fini  quelconque  /,  est  egal  it  I'impulsion  dc 
la  force  F,  pendant  ce  temps  t. 

Si  I’on  considere  un  point  mau^ricl  sc  mouvant  d’unc  ma- 
niere  quelconque  dans  I’cspace,  et  qu'on  projettc  son  mou- 
vement sur  une  droite  fixe,  on  pent  appliquer  au  mouvement 
projetc  ce  qui  vient  d'etre  dit  d'un  mouvement  rectilignc. 
Ainsi  I'accroissemcnt  qu’eprouve  la  quantite  de  mouvement 
projetee,  pendant  un  intenalle  de  temps  quelconque,  infini- 
meiit  petit  ou  fini,  est  toujoui-s  egal  ii  I'impulsion  de  la  force 
projetee  pendant  le  m«^mc  intenalle  de  temps.  Nous  enten- 
dons  ici  par  quanthe  de  mouvement  projetee  , ii  un  instant 
quelconque,  le  produit  dc  la  masse  du  mobile  par  la  projec- 
tion dc  la  vitessc  dont  il  estanime  a cot  instant. 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  curviligne,  la  force  tangen- 
tielle  ctant  designee  parFi,ona(§  110) 
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IGl 


dv 

Celte  relation  nous  conduit  aux  deux  suivantes  : 

tndv  = Yi  di , mo  — »»»,  =J  Fi  dt. 

On  pent  done  dire  encore,  dans  ce  cas,  que  I’accroissement 
de  la  quantite  dc  mouvement  du  point  niatdriel , pendant  iin 
temps  quelconque  infiniment  petit  ou  fini,  esl  egal  ^ I’impul- 
sioii  de  la  force  tangeiitiellc  pendant  ce  temps. 

L’integralc  f Ydt,  a laqiielle  nuns  donnons  le  nom  d’im- 
Jo 

pulsion  de  la  force  F,  pent  se  calculer  rigoureusement , ou 
bien  se  determiner  approximativementu  I’aide  des  methodes 
de  quadrature  , lorsque  la  force  F est  connue  en  function  du 
temps  /.  Lorsqu’il  n’en  est  pas  ainsi , e’est-a-dire  lorsque  F 
est  donne  en  function  de  certaines  quantiles  qui  sont  des 
fonctions  inconnues  du  temps  t , telles  que  la  vitesse  du  mo- 
bile,sa  distance  it  un  point  fixe,  etc.,  on  ne  pent  plus  trouver 

a priori  la  valeur  de  I’inlegrale  / F(//  j ce  n’est  qu’apr^s 

Jo 

qu’un  aura  trouve  les  lois  du  mouvement,  que  la  force  F pour- 
ra  6lre  exprimee  expNeitement  en  fonclion  de  I,  et  qu’on  sera 

en  mesure  de  calculer  I’integrale Ydt  : inais  cette  int^ 

tegrale  n’en  doit  pas  moins  ^ire  consideree  tout  d'abord 
cuinme  ayant  une  valeur  enlieremeut  delerminee,  et  cela  lors 
miime  que  des  diflicultes  d’analyse  s’upposeraient  a ce  qu’on 
put  arriver  a en  effcctuer  ullei  ieiirement  le  calcul  compict. 

S 11^1.  Pour  arriver  a un  autre  llieoreme  relatif  aux  quan- 
tites  de  mouvement,  eoiisideroiis  d’abord  un  moiiveiiienl  s’ef- 
fecluant  tout  entier  dans  uii  plan.  L’accideralion  tolale  J, 

. F 

dans  ce  mouvement,  est  coiistamment  egale  a — , et  la  di- 

m 

44 
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rection  de  cette  acceleration  totale  esl  la  inline  qne  celle  de 
la  force  F qui  la  produit.  La  vitesse  acquise  par  le  point  ma- 
teriel, pendant  le  temps  dt,  etant  egale  a jdl  (§  70),  aura 
F 

done  pour  valeur  — dt.  Cela  pose,  suit  MN,  fig.  57,  la  ligne 

qui  represente  la  vitesse  v du  point 
materiel  & la  fin  du  temps  t,  et  MP 
une  ligne  dgale  et  parallele  it  celle 
qui  reprdsente  sa  vitesse  v'  it  la  fin 
du  temps  t-\-dt  : MQ,  egale  et 
parallele  a NP,  est  la  vitesse  ac- 
quise par  ce  point  pendant  le  temps 
dt.  La  vitesse  MP  ou  r'  esi  la  rdsultante  des  vitesses  MN  ou  v 

f 

et  MQ  ou  — dt.  Or,  si  Ton  se  reporte  & la  proposition  fon- 

damentale  de  la  theorie  des  moments  dcs  forces  agissant 
■ur  un  m^roe  point  (§  101),  et  si  Ton  observe  que,  la  com- 
position des  vitesses  s’effectuant  absolument  de  la  m^me 
mani^rc  que  la  composition  des  forces,  la  m£me  proposition 
fondamentale  pent  s’appliquer  aux  vitesses  simultaiiees  d’tin 
point  et  a leur  resultante,  on  pourra  t^noncer  le  theoreme 
Buivant : le  moment  de  la  vitesse  resultante  r',  par  rapport 
& un  point  quelconque  0 du  plan  dans  lequel  s’effectue  le 
mouvement , est  egal  it  la  somme  des  moments  des  vitesses 
F 

r et  — dt,  par  rapport  ^ ce  point.  Nous  nommons,  bien  en- 

ff% 

tendu,  moment  d’unc  vitesse  par  rapport  au  point  0,  le  pro- 
duit de  cette  vitesse  par  la  distance  du  point  0 u sa  direc- 
tion. Ainsi,  en  designant  par  p,  p',  p",  les  distances  du  point 
0 aux  directions  des  lignes  MN,  MP,  MQ,  nous  aurons 


v'p’  = vp  — dt.  p". 
m 


On  en  d^duit 
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m v' . p’  — mv  .p  = ¥(U.  p", 

equation  qui  exprime  que  I’accroisscmeiit  du  moment  de  la 
quantite  de  mouvement  du  point  materiel  par  rapport  au 
point  0,  pendant  le  temps  dt,  est  egal  au  moment  de  I’im- 
pulsion  elementaire  de  la  force  F,  pendant  ce  temps  dt,  pris 
par  rapport  au  m^me  point  0.  Nous  designons  encore  ici 
sous  les  noms  de  moment  de  la  quantite  de  mouvement  mv, 
moment  de  I’impulsion  elementaire  Ydt,  par  rapport  au 
point  O,  les  produits  de  mv  et  de  Fdt  par  les  distances  du 
point  0 aux  directions  de  la  vitesse  r et  de  Ja  force  F.  Enfin, 
si  nous  ajoutons  membre  a membre  les  equations  auxquelles 
cet  eiionce  correspond,  et  qui  se  rappbrtent  it  une  serie  d’e- 
lements  successifs  du  temps , nous  arriveroiis  au  theordme 
suivant  : 

L’accroissemeiit  total  qu’eprouve  le  moment  de  la  quan- 
tite de  mouvement  du  point  materiel  par  rapport  a iin  point 
du  plan  de  sa  trajectoire,  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque,  est  egal  ii  la  somme  des  moments,  par  rapport 

cc  point,  des  impulsions  idementaires  de  la  force  corres- 
pondant  aux  divei-s  elements  de  ce  temps. 

Cc  tlieoW*me,  qui  vient  d’etre  etabli  pour  le  cas  ou  un 
point  materiel  sc  meut  dans  un  plan,  convient  evidemment 
it  la  projection  d’un  mouvement  quelconque  sur  un  plan  bxe. 
On  pent  done  dire  que,  de  quelque  maniere  qu’un  point  ma- 
teriel se  meuve  dans  I’espacc  sous  Faction  d’linc  force , si 
Foil  projetle  son  mouvement  sur  un  plan  fixe,  Faecroisse- 
ment  total  queprouve  le  moment  de  la  quantite  de  mouve- 
ment projetee  par  rapport  a un  point  du  plan  de  projection, 
pendant  un  temps  quelconque,  est  egal  it  la  somme  des  mo- 
ments, par  rapport  it  ce  point,  des  impulsions  elementaires 
de  la  force  projetee  correspondant  aux  divers  idements  de 
ce  temps. 

§115.  Theoreme  des  sires. — Dans  Ic  cas  d'un  mouvemen  t 
It. 
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qiii  s’pfTocUK*  tout  pnlicrdaiis  iiii  plan,  si  In  direction  de  la  force 
r passe  constainineiit  par  un  point  0 de  ce  plan,  le  nioment 
dc  I'impulsion  elementain^  F dl  de  la  force  F par  rapport  a 
ce  point  0 sera  lonjoiii's  iiul  : done,  d’apres  le  theorenio  dn 
S 114,  le  moinenl  mr.p  dc  la  quaiUite  de  mouveineiil  dti 
mobile  par  rapport  a ce  point  0 ne  cliangera  pas  de  valeiir 
avec  le  temps.  I^a  quantile  ^ rdt.p,  qne  I’on  obtient  en  mnl- 


tipliant  mv.  p par  ^ — , ne  variera  done  pas  non  pins,  si  I'on 


regarde  dt  comme  constant.  Mais  celte  quantite  { rdt.p 
est  precisement  la  mesiire  de  la  surface  du  triangle  fornn'* 
par  les  rayons  veclcurs  menes  du  point  O au\  deii\  positions 
que  le  mobile  occupe  a la  fin  du  temps  / et  a la  fin  du  temps 
t-\-  dt,  el  par  I’elemeiit  rrff  de  trajecloire  compris  cntie  ces 
deiix  positions;  done  les  aires  dccrites,  pendant  <b'S  eb'*- 
ments  de  temps  successifs  ct  egaiix,  par  le  i-ayoii  vectenr 
qiii  joint  le  mobile  an  point  O,  sont  egales  entre  elles.  On 
cn  conclulqiie  I’aire  lotale  decritepar  ce  rayon  vectenr  pen- 
dant un  temps  (|iielconqne  est  proportionnelle  a ce  temps. 
C’est  dans  cette  proposition  (juc  consiste  le  the'orrme  den 


airen. 


C.e  ibeoreme  ne  suppose  rien  snr  la  maniere  dont  la  gran- 
deur de  la  force  appliqiiee  au  mobile  varie  avec  le  temps : 
la  condition  que  la  direction  de  celte  force  passe  toiijoni  s 
par  nil  iiu'-me  point  du  plan  dans  lequel  le  mobile  sc  deplac<‘ 
est  seule  necessaire  pour  (|ue  le  tlicoreme  ait  lieu.  Si  cette 
condition  est  r<‘mplie,  pen  importe  que  la  force  varie  d’une 
maniere  continue  on  discontinue , qu’eile  agiss»“  toujonrs 
dans  le  nieine  sens,  ou  qu'ellc  change  brnsquement  de  sens^ 
les  aires  decrites  par  le  rayon  vecteur  qtii  joint  le  point  mo- 
bile au  point  par  lequel  passe  conslaniment  la  direction  de 
la  force,  soul  toujours  proporlionnelles  aux  temps  employes 
ii  les  decrii  e. 


II  est  aise  devoir  que,  iwiproiiuenient,  si  le  mouvcmeni 
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(I'liii  point  matoriel  sVfTi'clup  duns  tin  plan,  dtMdle  inanieip 
tpie  Ic  rayon  vecu-ur,  qiii  joint  ce  point  mobile  a tin  point 
fixe  0 dll  plan,  deerive  des  aires  propoi  lioiiiielles  aiix  li-iiips 
employes  a les  decrire,  la  force  qiii  agit  sur  le  point  mate- 
riel reste  toiijoiirs  dirigik*  vers  ce  point  0.  Eii  efl'et,  s’il  cii 
etait  aiitrement,  le  moment  de  rimpnision  eliMiicntaire  de 
cette  force,  par  rapport  an  point  O,  ne  serait  pas  constam- 
meiit  mil ; le  inonieiit  de  la  quantitc  de  mouvenient  dii  mo- 
bile par  rapport  an  menie  point  0,  chaiigerait  done  de  va- 
leiir  avec  Ic  temps  (§  114);  et  par  suite  I’aire  I'leiiKMitaire 
; rdt.p,  qu'on  obtient  en  nniltipliant  le  moment  mc.pAi; 

, . . j fit  . 

la  ipiantite  do  mouvement  par  - — , varierait  d nii  instant  a 

nil  autre,  pour  une  menie  valeur  de  dl,  ce  qui  est  contraire 
ii  I'hypotliese. 

Si  foil  considere  Ic  mouvement  d’uii  point  dans  I’espace, 
et  qu'on  projette  ce  mouvement  sur  un  plan  fixe,  tout  ce  qui 
vient  d’etre  dit  pent  s’appliquer  au  mouvement  projelik  Le 
tlieoreme  des  aires  a lieu  pour  ce  mouvement  projett’-,  si  la 
projection  de  la  force  est  constammeiit  dirigee  vers  un 
m6me  point  0 du  plan  de  projection,  e’est-a-dire  si  la  force 
appliqnec  au  point  mobile  dans  I’espacc  se  troiive  a clia(|iie 
instant  dans  un  plan  passant  par  une  parallele  aux  ligiics 
projetautes  menee  par  le  point  0. 

§ 116.  Th^reme  dc«i  forcen  vIveB.  — Kepreiions  la 
relation 

dv 

m T = r I 
dl 

duns  laquelle  Ft  designe  la  coniposaiite  tangentielle  de  la 
force  F appliqnec  au  point  materiel  de  masse  m.  Si  nous  iiiiil- 
tiplions  le  second  membre  par  le  clumiiii  d»  que  le  iiio- 
bib‘  parcourt  sur  sa  trajirctoire  pendant  le  temps  dt,  et  le 
premier  membre  par  la  (piaiitite  egale  rdt,  nous  troiiieroiis 
mv  dv  Fi  ds; 
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d'oii , en  integrant  enlrc  des  limites  correspondunt  u deux 
positions  particnlieres  du  mobile , 


est  la  vitesse  dont  Ic  mobile  cst  anime  loi'squ’il  occupe 
la  position  pour  laquelle  Tare  « de  sa  trujeeloiie  ipii  le  se- 
pare  d’un  point  live  a pour  valour  $„■ 

Le  produit  wir’  de  la  masse  d’un  point  matei  iel  par  le 
carre  de  sa  vitesse,  sc  iiomme  la  force  rive  de  ce  point, 

L'integralc  / V\ds,  dans  laquelle  entre  la  force  F,  pmjec- 

tion  de  la  force  F sur  la  tangente  a la  trajectoire,  sc  nomme 
le  travail  de  la  force  F pendant  le  temps  que  le  mobile  em- 
ploic  a passer  de  I’une  a I’aulre  des  deux  positions  eorres- 
pondant  ain^  deux  limites  de  cette  integrale.  L'element 
Firf*  de  cette  integrale  est  le  travail  elementaire  de  la 
force  F pendant  relement  de  temps  dt. 

A I'aide  de  ces  definitions , nous  pouvons  enoncer  de  la 
maniere  suivante  le  theoreme  auquel  correspond  I’equation 
ci-dessus  : I’accroissement  dc  la  force  vive  d’lm  point  mate- 
riel, en  mouvement  sous  Faction  d'une  force  F,  pendant  tin 
intervalle  de  temps  quelconque , est  egal  au  double  du  tra- 
vail de  la  force  F pendant  ce  temps.  C’esl  en  cela  que  con- 
siste  le  theoreme  det  force*  rive*,  dans  le  cas  du  mouve- 
ment d’lin  point  maUniel. 

Ce  que  nous  avons  dit  a la  fin  du  § 11.3,  relativement  a 
Finlegrale  qui  represenie  Fimpulsion  de  la  foi  ce  appliquce 
a nil  point  materiel,  pent  s'appliquer  a la  nouvelle  integrale 
que  nous  venons  de  considf-rer  et  qui  represente  le  travail 
dela  force.  Dans  le  mouvement  d’un  point  materiel  souniis 
a I’action  d’une  force  quelconque , cette  integrale , prise 
entre  deux  positions  quelconques  du  mobile  sur  sa  trajec- 
toire, a une  valeur  entieremeut  determiuee,  quelles  que 
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soient  d'ailleurs  les  diflicultes  qui  puisscnt  se  presenter  lors- 
qu'on  chercbe  ^ en  effectuer  le  calcul. 

§ 117.  Travull  des  forces.  — Au  point  de  vue  de  la  de- 
termination des  lois  du  mouvcment  d’un  point  materiel  sous 
Taction  d'une  force  donnee  F,  dont  la  composante  tangen- 
lielle  cst  Fi,  la  relation 


trouvde  dans  le  § 113,  et  la  relation 

mv*  — mv'  = ij*  Fi(<5 

a laqucilc  nous  venons  de  parvenir  (§  116),  ont  le  m^me 
degrd  d'importancc.  L’une  et  Tautre  peuvent  egalement 
serA'ir  a faire  connaltre  la  loi  suivant  laquelle  varie  |a  vitesse 
du  mobile  sur  sa  trajecloirei  on  sera  guide  dans  cbaque  cas 
particulier,  pour  prendre  une  de  ccs  deu\  relations  de  pre- 
ference a I'autre,  par  la  faoilite  plus  ou  moins  grande  que 
Ton  trouvera  a calculer  I’line  ou  I’autre  des  integrates  qui  y 
entrent 

Mais,  dans  les  applications  de  la  Mecanique  aux  machi- 
nes, II  n'en  est  plus  de  mt'me.  La  seconde  des  deux  relations 
dont  il  s'agit  acquiert  une  importance  beaucoup  plus  grande 
que  la  premiere.  Cela  tient  ii  ce  que  le  travail  de  la  force  F, 
reprdsentd  par  TIntdgrale  qui  entre  dans  cette  seconde  rela- 
tion, joue  un  tr^s-grand  rdle  dans  ee  genre  d’applications, 
ainsi  que  nous  I'expliquerons  plus  tard.  Nous  allons  dtablip 
des  maintenant,  ear  le  travail  des  forces,  certaines  proposi- 
tions qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

Nous  avons  donne  le  nom  de  travail  ^lementaire  de  la’ 
force  F au  produit  Firf*  de  la  force  tangentielle  F,  par  I’^ld- 
mentde  trajectoire  d».  Si « est  Tangle  compris  entre  la  direc- 
tion de  la  force  F et  celle  de  la  tangente  la  trajectoire,  au 
point  M oil  se  trouvc  le  mobile,  fig.  58,  on  a 
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F,  = F COS«  ; 


et  si  Ton  a soin  de  prendre  toujours  pour  a I’ungle  forme  par 
la  partie  MT  de  la  tangeiite  qui  esl 
dirigec  dans  le  sens  dii  mouvemcnl, 
avec  la  droite  M A inenee  dans  la 
direclion  de  la  force  F,  a partir  du 
point  M,  et  dans  le  sens  dans  lequel 
la  force  agit , le  signe  do  la  valeur 
F cos  a qiie  nous  venous  d’assigner 
a la  force  langenlielle  Fi  sera  toujoiii’s  le  menie  qiie  cclui 

dr 

qui  resulte  de  I autre  expression  m de  celte  force  tan- 


l ig  M 


gentielle  : la  force  F|  sera  positive  ou  negative,  suivant 
quo  Tangle  a sera  aigu  ou  obtus , c’est-a-dire  suivant  qne 
cette  composante  Fi  de  la  force  F sera  dirigee  dans  le  sens 
du  niouvernent  ou  en  sens  contraire.  Cela  pose,  on  aura, 
pour  le  travail  eUbncntaire  de  la  force  F,  la  valeur  suivante ; 

Fi  di  = F'  cos«  . ds. 


(x  travail  el^nientaire  est  done  le  produit  de  Teleinent  ds  de 
la  trajectoire  par  la  projection  Fcos«  de  la  force  F sur  la 
direction  de  cet  element ; ou  bien  encore,  e’est  le  produit  de 
la  force  F par  la  projection  cosa.rf#  de  1 element  de  trajec- 
toire sur  la  direction  de  la  force.  Cette  seconde  maniere 
d'envisager  le  travail  elementaire  de  la  force  F est  celle  dont 
nous  ferons  Ic  plus  d’usiige.  La  projection  cos  x.ds  de  Tele- 
ment  ds  sur  la  direction  de  la  force  est  ce  qu’on  nomme  le 
chemin  parcouru  par  le  point  d'application  de  la  force  , 
estime  suivant  sa  direction.  Le  travail  iMementaii’e  de  la 
force  est  positif  ou  negatif , suivant  qne  celte  projection  de 
ds  esl  dirigee  dans  le  .sens  de  la  force  F ou  en  sens  contraire; 
parce  que,  dans  le  premier  cas.  Tangle  a esl  aigu,  cl , dans 
le  second  cas,  il  esl  obtus.  Lorsque  Tangle  x est  droit,  Ic  tra- 
vail elementaire  de  la  force  F esl  nul. 
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I):iiis  les  applications  de  lu  Mccaiiiquc  aii\  raachiiips,  on 
domic  habiluelleiDciit  Ic  noni  de  travail  moteur  a nil  ira- 
vcil  positif,  el  de  travail  resi$tant  a iiii  travail  negatif. 

Considerons  plusieiirs  forces  appliquees  a un  nieine  point 
materiel,  ainsi  que  la  resultantc  de  ces  forces.  Si  Ic  point 
sur  lequel  ellcs  agisscnt  sc  deplacc  d’linc  qnantite  infini- 
nient  petite  e , suivant  nnc  direction  quelconque  , cha- 
cune  d'ellcs  donnera  lieu  a un  travail  elementairc  qu’on 
obtiendra  cn  mullipliant  e par  la  projection  de  la  force  sur 
la  direction  de  cc  deplacement.  .Mais  nous  savons  que  la 
piojection  de  la  resnltante  sur  celle  direction  cst  egale  h la 
soninie  des  projections  des  composantes  sur  la  m^me  direc  - 
lion  (§  100)  : done,  si  Ton  mnltiplie  ces  diverses  projections 
de  la  resnltante  et  des  composantes  par  le  deplacemenl  e, 
on  trouvera  qnc  le  travail  idementaire  de  la  resnltante  est 
egal  a la  somme  des  ti  avanv  elemenlaires  des  composantes. 

§ 118.  Le  travail  total  d’unc  force , pendant  que  Ic  point 
sur  lequel  elle  agil  parcourt  un  arc  quelconque  de  sa  tra- 
jecloire,  est  egal  a la  somme  des  travaux  cdcnientaires  de 
cetle  force  correspondant  aux  divers  elements  dont  se  com- 
pose le  cbeniin  parcouru  par  le  point  mobile. 

Si  une  force  cunstante  F agit  sur  un  point  inali^riel  cn 
muuvemcnt,  et  est  toujours  dirigec  suivant  la  tangente  a la 
trajectoire  de  ce  point,  son  travail  tdementaire,  correspon- 
dant a nil  element  de  temps  quelconque , aura  pour  valcur 
F(/«;  et,  par  suite,  le  travail  total  de  cetle  force,  pendant  un 
temps  quelconque,  sera  egal  au  produit  de  la  force  F par  la 
longueur  de  Fare  decril  par  le  mobile  pendant  ce  temps.  Le 
(i-avail  sera  positif  ou  negatif,  suivant  que  la  force  agira  dans 
le  sens  du  mouvement  ou  en  sens  contraire. 

Si  line  force  constante  F,  appliquee  a un  point  materiel 
en  mouvement,  agit  lonjoura  parallelemcnl  a line  m^me 
droite  fixe,  son  travail  elementairc  pendant  qne  le  mobile 
parcourt  un  element  ds  de  sa  trajectoire,  sera  egal  au  pro- 
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duit  de  la  force  F par  la  projection  de  d*  sur  la  droite  fixe  : 
le  travail  total  de  cette  force , pendant  que  le  mobile  par- 
conrt  nil  arc  qiietconqiie  de  sa  trajectoire,  sera  done  egal  an 
prodiiit  de  la  force  F par  la  projection  de  cet  arc  total  sur 
la  droite  fixe.  On  voit  que,  dans  ce  cas,  le  travail  total  de  la 
force  F restcra  le  meine,  de  quelque  inanlere  quo  le  point 
mobile  aille  d’un  point  determine  de  I’espace  a un  autre  point 
aussi  di^termine,  e’est-h-dire  quelle  quo  soit  la  forme  de  la 
trajectoire  qu’il  diicrira  entre  ces  deux  points.  Lorsqu'tin 
point  materiel  pesant  se  deplace  d’une  manicre  quclconque, 
le  travail  developpe  pendant  un  certain  temps , par  la  force 
de  la  pesantciir  qiii  agit  sur  ce  point,  s’obtient  en  multipliant 
cette  force,  e’est-a-dire  le  poids  du  point  materiel,  par  la  dis- 
tance dcs  plans  horizontaux  inenes  par  les  positions  qu'il 
occupc  au  commencement  ct  a la  fin  de  rintervalle  de  temps 
que  Ton  considcrc. 

En  general , la  determination  dii  travail  d’line  force  cor- 
respondant  ii  un  deplacement  fiiii  de  son  point  d’application, 
ne  s’effectuera  pas  aussi  simplement  que  dans  les  deux  cas 
particuliers  dont  nous  venous  de  nous  occiiper.  On  trouvera 
la  valour  de  I’iiitegrale  definic  qui  reprdsente  ce  travail,  soit 
en  chercliant  I'integrale  indefinic  de  I’exprcssion  F cos  «c . du, 
pour  y substitiier  ensiiite  les  limites  entre  lesquelles  on  veut 
en  trouver  la  valeiir,  soit  en  sc  servant  des  methodes  de  qua- 
drature approximatives. 

Si  plusieurs  forces  agissent  simultanement  sur  un  mtimo 
point  materiel  en  mouvement,  le  travail  de  la  rdsultante  de 
ces  forces , pendant  nn  temps  quelconque , est  egal  ft  la 
somme  des  travaux  dcs  composantes ; puisque  cette  egalitd 
a lieu  pour  cliacun  des  elements  dont  se  compose  le  depla- 
cement total  du  point  soumis  a Faction  des  forces  (§  117). 

Un  travail , deflni  comme  nous  I’avons  fait,  est  le  produit 
d’une  force  par  une  longueur.  Si  nous  prenons  le  kilogramme 
pour  unite  de  force,  et  le  metre  pour  unite  de  longueur, 
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I'linitP  de  travail  sera  entierenient  delermineej  ce  sera  le 
travail  developpe  par  une  foree  constante  do  1 kilogramme, 
lorsqiie  son  point  d'applieation  so  deplace  de  1 metit!  sni- 
vant  sa  direction  : cette  unite  de  travail  sc  nomme  Ai/o- 
grammetre. 

§ 1 19.  CaH  parlleuller  du  Ih^reme  de«  foreeii  vlv«ii. 

— Soient  x,  y,  z,  les  coordonnees  rectangulaires  d’un  point 
mobile  a un  instant  quelconque;  et  X,  Y,  Z,  les  forces  pa- 
rallclcs  aux  axes  cooi'donnes,  dans  lesquelles  sc  decompose 
la  force  K appliquee  a ce  point.  Le  travail  elementaire  de  la 
force  F,  correspondant  au  deplacement  inliniment  petit  di 
du  point  sur  Icqucl  clle  agit,  est  egal  a la  komme  des  tra- 
vaux  elementaircs  de  ses  composantes  X,  Y,  Z (§  117). 
Mais  le  travail  elementaire  de  la  force  X s’obtient  eti  multi- 
pliant  cette  force  par  la  projection  de  dt  sur  sa  diixiction, 
projection  qui  n’est  autre  chose  que  <Lr ; el  il  eii  estde  mdnie 
des  travaux  elementaires  des  forces  Y,  Z,  qu’on  trouve  en 
multipliant  respectivement  ces  forces  par  dy  et  dz  : done  le 
travail  eUimentaire  de  la  force  F a pour  valour 

Xdx-^Y  dy-\-Z  dz. 

Ainsi  lequation  des  forces  vives,  trouvee  dans  le  ^ H6| 
peut  toujoui’S  s’ecrire  de  la  manierc  siiivantc  ; 

top’ — top„’  = 2 J"  iJXdx  + Ydy-\-'Ldz), 

I’integrale  du  second  membre  etant  supposee  prise  entre  les 
limites  correspondant  aux  positions  du  mobile  pour  les- 
qucllcs  sa  vitessc  a les  valeurs  r.  et  r. 

Cela  pose,  admettons  que  les  composantes  X,  Y,  Z,  de  la 
force  F soient  des  fonclions  connucs  des  coordonnees  x,  y, 
z du  mobile,  et  que  la  quantite 

Xdx-\-Ydy  + Zdz 

soil  la  differenticlle  exacte  d’une  certaiue  function  de  ces 
coordonnees,  que  nous  designerons  par 
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f y>^)- 

Soieiit  Xo,  y»,  les  valours  do  x,  y,  z,  corrospoiulanl  a 
la  position  qu’occupc  lo  point  mobile  lorsque  sa  vitosse  ost 
r„.  Dans  riiypothese  oil  nous  nous  pla<;ons,  lequation  des 
des  forces  vives  devient 

mi-’  — mr„=  = 2 (/(a:,  y,  2)  — / (x„,  y„  2„)]. 

Si  nous  considiM'ons  I’equatiun 

/ ( X,  y.  2 ) = C , 

C etant  nnc  constante  quelconque,  nous  voyons  quo,  pour 
chaque  valeur  attribuee  a C,  cettc  equation  represente  une 
surface.  Les  diverses  surfaces  que  Ton  obtientainsi,  on  don- 
nant  a Cautant  de  valours  dilTerentes  (pi’oii  voudra,  se  nom- 
ment  surface*  de  niveau  (nous  verrons  plus  tard  d’oii  vient 
cette  denomination).  L’equation  des  forces  vives  niuntre 
que,  si  le  point  mobile  traverse  plusicurs  fois  une  ineme  sur- 
face de  niveau,  il  se  trouvera  chaque  fois  anime  de  la  mi^me 
Vitesse,  puisque,  pour  tons  les  points  d’une  pareille  surface, 
/ {x,  y,  2)  a la  mt'me  valeur.  II  faut  dire  cependant  ([ue  ce 
rcsultat  est  sujet  a quelqiies  exceptions,  qui  se  presentent 
lorequc  les  diverses  surfaces  de  niveau  se  coupent  mutuel- 
lement,  et  auxquclles  nous  ne  nous  arreterons  pas  ('). 

L’equatioii  dilTerenticIle  d’une  quelconque  des  surfaces  de 
niveau  est 

Xdx-\-\  dy  + Zdzz=Q. 

Cette  equation  montre  que,  dans  chacunc  des  positions 
qu’occupe  successivement  le  point  mobile,  la  force  F a la- 
quelle  il  est  soiimis,  est  dirigee  normalement  ii  la  surface 
de  niveau  ipii  passe  par  ce  point : car  dx,  dy,  dz  sont  pro- 
portionnels  aiix  cosinus  des  angles  qu’un  ebunent  recliligne 

(•)  Voir  siir  re  sujet  un  rnemoire  de  M.  J.  Iterirnnd,  insere  dans  Ic 
Vingl-huilieme  cahier  du  Journal  de  I'Ecule  I’ohjlechniituc. 
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qupk'uiique  ti  acp  sur  la  siirfacp,  a parlir  ile  ce  point , fait 
avec  Ics  trois  axes  coordonnes,  et  X,  Y,  Z soiit  egalement 
proportiomiels  aux  eusiiius  des  angles  qiie  la  foree  F fait 
avee  ces  axes. 

Considerons  maintenant  deux 
surfaces  de  niveau  inrininient  voi- 
sines  .M.N,  M'N',  fig.  59,  et  sup- 
pusons  qiie  le  point  mobile  vienne 
suecessiveinent  les  traverser  plu- 
sieni’s  fois  chaciine  pendant  la  dii- 
ree  de  son  monvement.  Tonies  les 
fois  que  ce  point  se  retrouvera  snr  la  surface  MX,  il  y aura 
une  m^nie  vitesse,  et  il  en  sera  de  nu'me  tontes  les  fois  qn’il 
viendra  se  placer  sur  la  surface  M'N'  ; sa  force  vive  varieia 
done  toujours  de  la  nieine  quantite,  chaque  fois  qu’il  passera 
lie  la  premiere  surface  a la  seconde,  el  par  consequent  Ic 
travail  de  la  force  F pendant  ce  deplacemenl  infiniment 
petit  aura  toujours  la  meme  valeur.  Mais  lorsque  le  point 
mobile  va  de  a en  h,  le  travail  elementairc  de  F est  egal  a 
F X ac,  ac  etant  la  projection  de  ah  sur  la  direction  de  la 
force  F qiii  est  normale  a la  surface  MX,  et  par  consequent 
niesuraut  la  distance  des  deux  surfaces  .MX,  M X',  au  point 
a.  On  voit  par  la  que  les  diverses  valeiii-sdela  force  F,  lorsipie 
le  |)oinl  mobile  passe  de  la  surface  M.X  a la  surface  .M'X', 
sont  inversement  propoi'tionnelles  aux  distances  normales 
uc  des  deux  surfaces,  aux  points  oil  s’effectucnt  ces  passages. 

§ 120.  La  condition  que  \dx-\-\ dy  + 7.dz  soil  une  dif- 
ferentielle  exacte,  se  trouve  reniplie  dans  le  cas  oil  la  force 
F qui  agit  sur  le  mobile  est  conslanle  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Si  Foil  cboisil  les  jixes  coordonni's  de  inaniere  que 
I'axe  des  : soil  parallele  a la  direction  de  la  force  F,  X el  Y 
seroiit  mils,  et  Z sera  egal  ii  F ; \dx  + \dy-\-Zdz  se  re- 
duira  done  ii  F dz,  et  Fequatiou  des  surfaces  de  niveau  sera 

F2  = C: 
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ces  surfaces  seront  done  des  plans  paralleles  entre  eux  et 

perpendiculaires  a la  direction  constante  de  la  force  F.  On 

en  trouve  unc  application  dans  le  mouvement  d’un  corps 

soumis  a la  seule  action  de  la  pesanteur,  lorsque  ce  mouve- 

ment  s’eflectue  dans  un  espace  assez  rcstnant  pour  qiie  cette 

action  de  la  pesanteur  puisse  etre  regai-di't-  comme  ayant 

partout  la  mi^mc  grandeur  et  la  ini'me  direction  ; dans  ce 

cas  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux. 

^ I Considerons  encore  le  cas  oii  la  force  F, 

f Vn  appliquee  a un  point  materiel  eii  niouve- 

L ment,  est  constainment  dirigee  vers  un  point 

/ fixe  0,  fiff.  60,  et  oil  la  grandiuir  de  cette 

/ force  depend  uniquement  de  la  distance  OM 

/ ou  r du  mobile  M ii  ce  point  fixe,  eii  sortc 

/ Fig.  M.  qu’on  a 

'o  ^ 

r=/(r). 

Le  travail  elementaire  Xe/x-l- Yr/y  + Z</z  de  la  force  F, 
pendant  que  le  mobile  va  de  M eii  M',  est  egal  a F X MX, 
ou,  ce  qui  est  la  meme  chose, 

/ (»■)  dr. 

Cette  qiiantite  etant  toujours  la  diffcrentielle  d’une  certaine 
fonction  de  r,  et  r dependant  de  x,  y,  x,  en  verlti  de  la  re- 
lation 

il  s’ensuit  que,  dansle  cas  dont  il  s’agit,  Xrfj*-1- 
est  la  dilTerentielle  cxactc  d’une  certaine  fonction  de  x,  y,  z. 
Dans  ce  cas,  les  surfaces  de  niveau  sont  (^videniment  des 
surfaces  spheriqiies  ayant  toutes  le  point  0 pour  centre. 

§ 121.  Equationii  dlllt^renllellps  du  monvcmenl  d'un 
|h>IbI  naterlel.  — Si  Ton  rapporte  le  mouvement  d'un 
point  mati^riel  it  un  systeme  d’axes  coordonnes  rectilignes, 
rectangulaircs  ou  obliques,  ce  mouvement  est  completement 
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connu  lorsque  I'oii  cuniiait  scs  projecliuiis  sur  rliacun  des 
axes  coordonncs.  Or,  nous  savons  quc  cliacun  dc  ccs  niou- 
veinenU  projetes  est  preciseineiit  Ic  mouvcinciil  rcctiligiie 
quc  prendrait  un  point  materiel  de  ni^ine  masse  quc  celui 
doiit  il  s'agit,  s'il  etail  soumis  a I'aclioii  de  la  force  projetee, 
el  s'il  avail  rcQU  une  vitessc  inilialc  egale  a la  projection  de 
la  vitessc  initiate  du  mobile  dc  I’espacc  (§  112).  Soient  done 
m la  masse  du  point  materiel  dont  on  veut  eludier  le  mou- 
vemeiil,  jc,  y,  z,  les  Irois  coordonnecs  de  ce  point  a iiu  ins- 
tant quelconque,  el  X,  Y,  Z,  les  forces  paralleles  aux  axes 
suivant  lesquelles  se  decompose  la  force  F appliquee  an 
mobile.  Les  equations  diflerenlielles  dcs  mouvements  proje- 
tes sur  les  trois  axesseront  (§  105). 


m 


m 


rf’x 

(Py 

dP 

(Pz 

dP 


Ces  trois  equations  soul  designees  colicctivcment  sons  le 
nom  d’equalions  difTercntielles  du  mouvement  du  point  ma- 
teriel. Si  Ton  paryient  a les  inti'*grer  dc  maniere  a en  deduirc 
les  valeui-s  de  x,  y,  z,  en  fonction  du  temps  /,  le  mouve- 
ment du  mobile  se  trouve  completement  connu.  L’integra- 
tlon  de  ces  trois  equations  difTi'roniielles,  dont  chacune  est 
du  second  ordre,  introduit  six  constantes  arbitraires;  on 
determine  ces  constantes  d’apres  les  circonstances  initiates 
du  mouvement,  en  exprimanl,  par  excmple,  que  les  coor- 

, , , ...  , . . dx  dy  dz  , 

donneesx,  y,  z du  mobile,  et  les  projections  -p,  -p)  —r 

df  dt  dt 

sa  vitesse,  sont  egalcs  a des  quantites  donnees,  lorsque  / = o. 

Dans  le  cas  oii  Ton  sail  d priori  que  le  mouvement  du 
point  materiel  s'effectue  tout  enlier  dans  un  plan , on  peut 
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rapporter  cc  mouvement  ii  dou\  a\os  coordonni'-s  trari^  dans 
le  plan  donl  il  s'agit.  .\lors  il  n’y  a plus  que  den\  t-quations 
diflprpntidles,  an  lieu  de  trois.  Si  Ton  dt^igne  par  x,  y,  les 
coordonnees  dii  point  mobile,  et  par  X,  Y,  les  forces  paral- 
leles  aux  axes  coordonn^  dans  lesqnelles  se  decompose  la 
force  appliqu^  a cc  mobile,  les  equations  diflerentielles  dii 


mouvement  seront 


m 


L’integration  de  ces  denx  equations  introduira  quatre  cons- 
tantes,  que  Ton  determinera  egalement  d’apres  les  eircons- 
tances  initiales  du  mouvement.  Xous  allons  en  voir  quelques 
exemples. 

§ 122.  ExenpleM  4e  wouveMentii  cnrviligaes.  — 

Mouvement  purabolique  det  corps  pesants.  Preuons  jiour 
premier  exemple  le  mouvement  d’un  corps  pesant  qu'on  a 
lance  suivant  une  direction  quclconque,  et  qui  sa>  meat  en- 
suite  sous  la  seule  action  de  la  pesanteur  supposee  constanie 
en  grandeur  et  en  direction.  Nous  avoiis  di^a  vu  que,  dans 
de  pareilles  circonstances , le  mobile  decrit  une  parabole 
(§92);  mais  nous  allons  etudier  ce  mouvement  plus  en 
detail. 


Le  mouvement  s’elfectue  i^videmment  tout  entier  dans  un 


plan  vertical 
passant  par  la 
direction  de 
la  vitesse  ini- 
liale  du  mo- 
bile (§  109); 
nous  pouvous 
done  le  nip- 


porter  a deux  axes  traces  dans  ce  plan.  Nous  prendrons  le 
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point  do  ddpart  0 du  mobile  pour  origine,  fig.  61 ; la  ver- 
ticalc  OY  mcnee  par  ce  point,  pour  axe  des  y ; et  I’horizon- 
tale  OX  pour  axe  des  x.  Nous  siipposerous , en  outre , qiie 
les  y positifs  se  comptent  en  sens  contraire  du  sens  dans 
lequel  agit  la  pesanteur. 

La  force  qui  agit  sur  le  mobile  est  constamment  egale  & 
mg  (§  98),  m ctant  sa  masse ; cette  force  est  toujours  diri- 
g^  parallelement  a I’axe  OY,  et  en  sens  contraire  du  sens 
dans  lequel  se  comptent  les  y positifs.  D’apr^s  cela,  ies  ^na- 
tions dilferentielles  du  mouvement  serout 


d}x 


— o 


tPy  _ 
dt^  ~ 


~9‘ 


D^ignons  par  Vo  la  vitesse  initiale  du  mobile,  et  par  a Tangle 
que  la  direction  0.\  de  cette  vitesse  fait  avec  Taxe  des  x. 
Nous  devons  donner  aux  constantes  qui  seront  introduites 
par  Tintdgration  des  equations  precedentes,  des  valeurs 
telles  que  Ton  ait 

(lx  dy 

x = o , y = o , — = p„  cosa  , — = r.  sina, 

(It  at 


pour  /r=o.  Les  integrates  de  ces  deux  equations  differen- 
tielles  sont  done 


x = t?oCOS«.f  , y = PgSina.t — J yt*. 


La  valeur  de  x nous  montre  que  ^ est  constamment  ^gal 

^r.cosix:  done  la  projection  horizontale  de  la  vitesse  du 
mobile,  prise  & un  instant  quelconque,  a toujours  la  m^me 
valeur. 

Si  Ton  elimine  t entre  les  deux  Equations  qu’on  vient  de 
trouver,  on  obtieut  Tequation  de  la  trajectoire,  qui  est 


y = tangoc.x  — 


2Po’  cos’* 


42 
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Ainsi,  le  mobile  d^rit  one  parabole  du  second  degrd,  dont 
I’exe  est  vertical,  et  qui  est  iaiigeiilc  en  U a la  direction  UA 
de  la  vilease  initiale. 

La  portee  OB  du  jet  s’obtient  en  faisant  y=o  dans  I’e- 
quation  de  la  trajectoire ; on  trouvc  ainsi 


OB  = 2 — sina  cosa  = — sin  2a. 


Cette  porlec  est  un  maximum,  pour  une  m^me  vitesse  ini- 
tiale lorsque  Tangle  a est  de  A5  degrds.  On  trouveraitde 
m£me  que  la  port^  OC  du  jet,  dans  une  direcliun  quet- 
conque  0 M , est  un  maximum  pour  une  mt^me  vitesse  ini- 
tiale Vo , lorsque  Tangle  A 0 M est  la  moitid  de  Tangle  Y 0 M ; 
pour  y arriver,  il  sulDt  de  prendre  les  lignes  OY,  OM  pour 
axes  coordonnes,  au  lieu  des  lignes  OY,  OX. 

L’ordonnec  DE  du  sommet  de  la  parabole  s’oblient  en 
rempla^nt  x par  i 0 B dans  Tdquation  de  la  coui-be ; cette 
ordonnee  a pour  valeur 

■ -'■> 

DE  = — sin’a. 


La  hauteur  du  jet,  qui  n’est  autre  chose  quc  cette  ordon- 
nde,  est  un  maximum,  pour  une  mdme  valeur  de  Vo,  lorsque 
a est  de  90  degrds,  c’est-a-dire  lorsque  la  vitesse  initiale 
est  dirigee  suivant  OY.  Cette  hauteur  maximum  du  jet  est 


egale  A 


D * V * 

; elle  est  la  moitid  de  la  portee  maximum  — 

^ 9 


suivant  la  direction  horizontale  OX. 


Dans  un  jet  d'eau  en  Torme  de  gcrbc,  on  pent  regarder 
les  diverses  molecules  d’eau  comme  lancecs  toutes  nvec  uue 


mdme  vitesse,  et  dans  des  directions  differentes  A purlir  d'un 
ffidme  point.  Si  Ton  Fait  abstraction  de  la  rdsistance  de  Tair, 
chaque  moldcule  ddcrit  une  parabole,  conformdment  A ce 
que  nous  venons  de  dire.  Considerons  celles  de  ces  paraboles 
qui  sont  dans  un  meme  plan  vertical ; elles  scront  toutes 


Digitized  by  Google 


170 


tQ.  BT  MOUV.  D’uH  POINT  MATERIEL  LIBRE. 


reprt^nt^es  par  I’equaUon  ci-dmus,  en  y faisant  simple- 
menl  varier  Tangle  «c , pour  passer  de  Tune  ii  I'autre.  Si  I’ou 
cberrhe  I'enveloppe  de  toutes  ces  paraboles,  on  trouve  qu’eile 
a pour  ^uatioii 


y = 


2y 


ox* 
W ’ 


c’est-a-dire  que  cette  enveloppe  est  une  parabole  dont  I’axe 
est  dirige  suivant  0 Y,  dont  la  concavite  est  tournee  du  cAte 
des  y iiegatifs,  et  dont  le  foyer  est  en  0 : la  surface  a laquelle 
se  term!  lie  I’ensemble  de  la  gcrbe  formik  des  divers  jets 
paraboliques,  est  done  un  paiabololde  de  revolution  ayant 
cette  parabole  pour  meridienne,  et  la  VTjrticale  men^e  par 
le  point  de  sortie  des  Jets  pour  axe  de  figure.  Si  Ton  consi- 
derc  toutes  les  molecules  liquides  qui  sont  lanc^es  a un  m£me 
instant  dans  des  directions  diffi^rentes,  leurs  positions,  au 
bout  d’un  temps  queiconque  / compte  a partir  du  commen- 
cement de  leur  mouvement  parabolique,  seront  fournies  par 
les  equations 


x = eocosa.i  , y = PoSina.  I — jyi*. 


dans  lesquelles  on  donnera  a Tangle  a.  les  diverses  valeurs 
correspondanl  & chacune  d’elles;  si  Ton  tilimine  a eiitre  ces 
equations,  on  trouve 


**  -+-  (y+  i y'*)’  = *’o‘**. 


Equation  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  Vot,  et  dont  le  centre, 
situe  sur  Taxe  des  y,  a pour  ordonnee  — i gt^  : done  ces 
molecules,  lanc^es  a un  m^me  instant,  resteut  consluminent 
sur  la  surface  d’une  sphere,  doiit  le  rayon  crolt  proportioii- 
nellemcnt  au  temps,  et  dont  le  centre  s’abaisse  au-dcssous 
de  Torigine  commune  des  diver.s  jets  paraboliques,  comnie 
le  ferait  un  corps  pesantqui  tomberait  dece  point  sans  vitesse 
initiale. 

§ 133.  Mouvement  d’un  point  materiel  attire'  vert 

n. 
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MW  centre  fixe,  proportionnellement  a ta  distance  a ce 
centre.  — Ce  mouvement  s’efTectue  toul  enticr  dans  tin  plan 
qui  passe  par  Ic  centre  d’attraclion  et  par  la  direction  de 
la  Vitesse  initialc  du  mobile  (§  109).  Nous  le  rapporterons 
done  a deux  axes  rectangulaircs  diriges  dans  ce  plan ; et 
nous  ferons  passer  ces  axes  par  le  centre  d’attraction  lui- 
m<^me. 

Soient  m la  masse  du  mobile,  x,  y ses  coordonnees  a uii 
instant  quelconque,  et  r sa  distance  a I’origine  des  coordon- 
n^s.  La  force  qui  lui  est  appliquee,  et  qui  est  dirigee  vet's 
cette  urigine,  est  par  liypothese  proportiounelle  a r ; nous 
la  representcrons  par 

tnk^r, 

k etant  une  constante  que  Ton  determinera  facilement,  d'a- 
pres  la  grandeur  de  la  force  correspoiidant  a uiic  valeur 
particuli^re  de  la  distance  r.  Les  cosinus  des  angles  que  la 
direction  de  cette  force  fait  avec  les  axes  eourdoiiiu^  sont 
respeetivement 

X y 


ses  composantes  paralleles  ^ ces  axes  sont  done 
— m k^x,  — 7JI  A'’  y , 


en  tenant  compte  du  sens  dans  lequel  diaeune  d'elles  agit. 
D'apres  eela,  les  equations  dilTerentielles  du  mouvement 
sunt 


(Px 

dP 


z=  — A’x, 


Chaeune  de  ces  equations  differentielles  peut  s’integrer 
indepeudamment  de  I’aiitre.  Leurs  integrales  sont 

X z=  A cos  A-f  B sin  kt, 
y = C cos  At  + D sin  kt, 

A,  B,  C,  D etant  des  constantes  arbitraires,  que  Ton  deter- 
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niiiiera  d'apres  les  circonstaiict's  iiiitialcs  dii  mouveiiieiit. 
Soient  a,  h,  les  vaieiii's  iiiitiales  de  x el  y,  et  a , A’,  les  eom- 
posantes  de  la  vitesse  iiiitiale  du  mobile  siiivant  les  axes  coor- 


donnes.  On  doit  avoir 

H 

II 

II 

dx 

pour  / = 0 : on  en  deduit 

A — I B — t 

C = A, 

II 

C 

el  par  suite  les  ^4ualions  linies  du  mouvement  donl  on  s'oc- 
cupe  soiit 

•t  = a cos  At  -4-  ^ sill  kt , 

I.  / f>'  ■ , 

y = 0 cos  At  + — sin  At. 

Si  Ton  resoot  ces  deux  equations  par  rapport  a sin  A/  et 
cos  kt,  et  qu’ensuite  on  egale  a 1 la  somme  des  cam's  des 
valeurs  aiiisi  obteniies,  on  trouve 

{b'x  —a'yY  + A’  (Aj!  — ay )’  = {ah'  — Aa')’ , 

equation  qui  represeiite  line  ellipse  ayant  son  centre  a I'ori- 
gine  des  coordonnces,  c’est-a-dire  au  centre  d’altractioii. 

Le  mouvement  quc  nous  obtenons  ainsi  ii’est  autre  chose 
que  le  mouvement  elliptiqiie,  auquel  nous  avoiis  deja  cte 
conduits  cn  projetant  1111  mouvement  circiilaire  et  iinirorme 
sur  un  plan  quelconque  (§  77) ; on  se  rappelle  qu’en  elTet, 
dans  ce  mouvement  elliptique,  I’acceleration  totalc  est  cons- 
lanimeiit  dirigee  vers  le  centre  de  I’ellipse,  et  proportioiinelle 
a la  distance  du  point  mobile  a ce  centre. 

§ 124.  Moiiremenl  d'uti  point  materiel,  ton*  I'action 
d'une  force  dirigee  rer$  nn  centre  fixe  et  rariant  en 
rauon  inrerte  du  carre  de  la  distance  du  point  a ce 
centre.  — Ce  mouvement  s’eflectiie  encore  tout  entier  dans 
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un  plan  ; nous  le  rapporterons  done  it  deux  axes  coordonnes 
rectangulaires  traces  dans  ce  plan.  Nous  prendrons  egale- 
ment  le  centre  d’attractlon  pour  origine  des  coordonnees. 

Si  nous  designons  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  k un  ins' 
tant  quelconque  par 

m [jL 
~ ’ 

m ctant  la  masse  de  ce  mobile,  r sa  distance  a I’origine,  et 
[jL  une  constante  qui  depend  dc  I'intensite  de  la  force,  nous 
aurons 


mfjLX  m [xy 

r*  ’ r*  ’ 

pour  Ics  composantes  de  cette  force  suivant  les  axes : done 
les  equations  difTerentielles  du  mouvement  seront 

di>  T*'  ’ dt*  r*  ■ ' ^ 


Multiplions  la  premiere  de  ccs  equations  par  y,  ct  la  se- 
exinde  par  x ; puis  retranebons  la  premiere  de  la  seconde  : 
nous  trouverons 

(Py  d?x 
X-TT  — y-rr=0: 


equation  que  Ton  pent  int^grer  immddiatcment,  une  pre- 
miere fois,  et  qui  donne 


X 


du  dx 

df-^di 


= C, 


C etant  une  constante  arbitrairc.  Si  nous  passons  des  coor- 
donnees rcctilignes  a des  coordonnees  polaires,  en  prenant 
I'origine  pour  pdle,  ct  I'axe  des  x pour  axe  polain*,  et  que 
nous  representions  par  0 Tangle  que  le  rayon  vecteur  r fait 
avec  Taxe  des  x,  la  relation  que  nous  venons  d’obtenir  dc- 
viendra 
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r’  rf9  = C dt. 


183 

Nous  aurions  pu  I’ecrire  immediatement,  d'apres  le  thdo- 
reme  des  aires  (§115)  qui  est  applicable  ici,  car  elle  ex- 
prime  que  H dB  ou  le  double  de  I’aire  decrite  par  le  rayon 
vecteur  r pendant  le  temps  dt , est  proportionnel  it  ce 
temps. 

Multiplions  encore  la  premiere  des  deux  equations  (a) 
par  dx  et  la  seconde  par  dy,  puis  ajoutons-les  I’une  a I’au- 
tre  : en  observant  quc  I'oii  a 

X*  + y’  = r’, 

et  par  consequent 

X dx  y dy  — r dr, 
nous  trouverons  ainsi 


dx  d}x  -t-  dy  <Py 


.Muis,  en  designant  la  vitesse  du  mobile  par  c,  on  a 
dx’  + dy’  _ ds* , 

di^  ’ 


et  par  suite 


dx  d*x  -4-  dy  d}y 

di} 


= vdv. 


L equation  quc  nous  venons  d'obtenir  se  r^duit  done  a 


V dv  = — — dr : 
r’  ’ 

d’ou  en  integrant 

v'  = ll  + h,  (c) 

r 

h etant  une  constante  arbitraire.  Nous  aurions  encore  pu 
wrii-e  immediatement  cette  equation,  d’apres  le  theor^me 
des  forces  vives  (§§  116  et  120) ; en  effet,  si  nous  designons 
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par  r„  et  r„  les  valeiirs  initiates  de  r et  r,  ce  Ihcoremc  nous 

donne 


0*  = Po  — 


Jr. 


equation  qui  revient  a la  precedente,  en  posant 

v^—ht  = h 


Si  nous  observons  quc  Ton  a 


+ »•* 


nous  pourrons  ecrire  I'equation  (c)  sous  la  forme 
dr’  r’  d0’  2 u , 

— =J-+h. 

dO  r 

En  eliminaiit  dt  entre  cette  equation  et  I’equation  (6),^uis 
resolvant  par  rapport  a dB,  nous  trouverons 

Cdr 

de  = , ■ , (d) 

r Vr’  A + 2fj.r  — C’ 

relation  qui,  etant  integree,  nous  fouriiira  I’equation  de  la 
trajectoire  du  mobile. 

Pour  effectuer  I’intcgration  , rempla^ons  les  constantes 
C,  A par  d’autres  plus  commodes.  Si  nous  egalons  a zero  la 
quantile 

r’  A + 2fjir  — C% 

nous  aurons  une  equation  du  second  degre  dont  les  deux 
racines  sunt  reelles,  puisque  son  premier  membre  est  negatif 
pour  r = o,  et  qn’il  est  necessairement  positif  pour  d'auircs 
valeurs  de  r,  sans  quoi  le  rapport  de  dB  a dr  nc  serait  jamais 
reel.  Designons  done  les  deux  racines  de  cette  equation  du 
second  degre  par 
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a(l  — c), 

el  nuus  aurons 


d’oii  Ton  tire  en  integrant 

9 = a + arc  cos  -( — i— ’ — 1 ) . 

et  par  suite 

l+ccos(9 — «) 

Nous  voyons  d’apres  cela  que  le  mobile  decrit  une  section 
coiiique  ayant  le  centre  d’attraction  pour  un  dc  ses  foyers. 
La  constante  e n’est  autre  chose  que  rexccntricite  de  cette 
courbe,  qui  sera  par  consequent  unc ellipse,  une  hyperbole, 
ou  une  parabole,  suivant  qu’on  aura  e<l,  e>l,  ou  e=i. 
Dans  ce  dernier  cas,  la  constante  a doit  recevoir  une  valeur 
infinie,  de  maui^re  que  a(l  — e*)  ait  une  valeur  flnie  qui 
sera  le  parametre  de  la  parabole.  Lorsque  e n’est  pas  egal 
a 1,  aest  le  demi-grand  axe  de  I’ellipsc,  ou  le  deini-axe 
transverse  de  I’liyperbole. 

Pour  obtenir  la  loi  du  mouvement  du  mobile  le  long  de 
I'orbite  dont  nous  venous  de  trouver  la  forme,  reprcnoiis 
l equation  (A)  qui  correspond  au  tlieorenie  des  aires.  Si  nous 
y reinpla(;ous  «/0  par  sa  valeur  eu  function  de  r,  fournie  par 
lequatioii  (<f),  et  »|uc  nous  introduisions  encore  les  cons- 
tantes  a,  e,  a la  place  des  eonstautes  C,  h,  nous  aurons 
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dt  = 


rdr 


-{-ifir  — a/A(l  — e’) 


Posons 


p = a (1  — pcorm),  if) 

u etant  une  variable  auxiliairc,  et  la  valcur  dc  dt  deviendra 


ay  a 

dt  = ■ (1  — ecosu)  (W; 

Vfi 


d’ou,  cn  integrant,  mettant  n a la  place  de  et  deal- 

a\a 

gnant  par  e une  constante  arbitraire, 


nt  H-  e = K — e sin  u. 


(y) 


Cette  equation  (jg)  permettra  de  trouver  u en  fonction  de 
t,  et  par  suite  on  aura  la  valeur  de  r au  moyen  de  I'equa- 
tion  (/). 

Cherchons  ^ reconnaltre  comment  lea  circonatancea  ini- 
tiales  du  mouvemenl  influent  aur  la  nature  de  la  courbe  de- 
crite  par  le  mobile.  D’apr^  lea  rclationa  qui  exiatent  entre 
lea  constantea  h,  C,  et  lea  conatantes  a,  e,  par  lesquellea  noua 
lea  avons  remplaceea,  on  a 


1 4-  “T 


D’ailleura,  noua  avons  trouvd  pour  h la  valeur 


A = p,*  — 


a 

r„ 


II  s'ensuit  que  la  trajectoire  sera  une  branche  d’hyperbole 
si  Ton  a 


Po’  > 
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une  parubole,  si  Ton  a 


et  une  ellipse,  si  Ton  a 


r.‘  < 


r.  ’ 


II  est  extrt^mement  remarquable  que  la  nature  dc  la  tra- 
jectoire  ddcritc  se  troiive  enti^rement  determinde  par  la  con- 
naissancc  des  quantitds  v„  et  r.,  et  ne  depende  en  aucune 
maniere  de  Tangle  que  la  vitesse  initiale  Vo  fait  avec  Ic  rayon 
vecteur  r„. 

Nous  avons  it  peine  besain  d’ajonter  quo,  si  un  point  ma- 
teriel, soumis  ii  Taction  d’nne  foree  dirigdi;  vers  un  point 
fixe , decrit  une  section  coniqne  ayant  ce  point  fixe  pour 
foyer,  la  force  dont  il  s’agit  varie  en  raison  inverse  du  carre 
de  la  distance  du  point  materiel  au  point  fixe. 
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£qUIL1BRE  ET  MOl'VEHEKT  It'lN  POI>T  HAT^IRIEL 
QUl  n’eST  pas  LIBRE. 


§ 135.  Ce  qii’on  enlend  par  nn  paint  materiel 
nml  n’eat  pas  libre.  — II  arrive  souvcnt  quo  les  circons- 
tances  dans  lesquelles  sc  trouve  iin  corps  mobile  soiit  telles 
que,  quclles  que  soient  les  forces  qui  agissciit  snr  lui,  son 
mouvement  satisfait  toujours  a certaines  conditions,  .\insi, 
un  wagon,  pose  sur  une  voie  do  fer,  sc  mouvra  toiijoui's  Ic 
long  de  cette  voie,  dans  un  sens  on  dans  I’autre,  quclles  que 
soient  les  grandeurs  el  les  directions  des  forces  qn’on  lui 
appliquera,  pourvu  bien  entendu  qu'on  nc  depasse  pas  cer- 
taines limites ; ainsi  une  balle  dc  plomb,  suspenduc  a I’ex- 
trcmile  d’un  fil  incxtensible  dont  I’autre  extremite  cst  fixe, 
sc  monvra  toujours  de  telle  maniere  quo  son  centre  de  figure 
reste  sur  la  surfiice  d’une  sphere  ayant  le  point  d’attache  du 
fil  pour  centre,  ({uelles  que  soient  les  forces  qui  agirenl  snr 
elle,  pourvu  que  ces  forces  ne  tendent  pas  a la  rapproeher 
de  ce  point  d’attache  dii  fil.  Dans  Ic  premier  de  ces  deux 
excmples,  le  mouvement  du  wagon  est  produit  a la  fois  par 
les  forces  qui  lui  sout  dircctement  appliqiiees  dans  les  diffe- 
renles  directions,  ct  par  les  reactions  qn'il  epruuve  dc  la 
part  des  rails  dans  les  divers  points  on  il  les  touche;  si  Ton 
reduit  le  wagon,  par  la  pensee,  a un  simple  point  materiel 
sur  lequel  agiraient  ces  diverses  forces , on  trouvera  sou 
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mouvemenl  en  appliquant  les  theories  exposees  dans  le  cha- 
pitre  precedent  ; seiilement , il  arrivera  que,  qiielh'S  que 
soient  les  forces  direetement  appliquees  a ce  point  materiel, 
c’est-a-dire  aiitres  que  les  reactions  des  rails,  la  trajectoire 
qu’il  decrira  sera  toiijoiirs  la  m^mc,  parce  que  ces  reactions 
prcndront  a chaque  instant  des  grandeurs  et  des  directions 
tclles  qu'il  en  suit  ainsi.  Dans  le  second  exemple,  la  balle  de 
plomb  se  incut  sous  les  actions  simultanties  dt%  forces  qui  lui 
sont  direetement  appliquees,  et  de  la  reaction  qu'elle  eprouve 
de  la  part  dn  fil ; cette  balle,  supposee  reduite  a un  point 
materiel  sur  lequci  agiraient  toutes  les  forces  que  nous  ve- 
nous d’indiquer,  se  mouvra  conformemeut  a la  tlieorie  expo- 
se dans  le  chapitre  II  de  ce  livre : mais  il  arrivera  que, 
(|uellc  que  soit  la  n-sultante  des  forces  direetement  appli- 
quees a la  balle,  c’est-a-dire  autres  que  la  reaction  qu’elle 
eprouve  de  la  part  du  fil , cette  reaction  prendra  toujours 
une  intensite  telle  que  la  balle  ne  quittc  pas  la  surface  sphe- 
riqiic  dont  nous  avons  parle. 

bans  de  parails  cas,  toutes  les  forces  qui  agissent  reelle- 
ment  sur  le  mobile,  et  qui  deterniinent  les  diverses  circons- 
tances  de  son  mouvement,  ne  peiivent  pas  etre  donmk:s  a 
priori.  Les  forces  qui  lui  sunt  direetement  appliquees,  et 
qui  tendent  a le  faira  mouvoir  dans  un  sens  ou  dans  un  autre, 
peiivcnt  sciiles  (*trc  connues  tout  d'abord ; quant  aux  reac- 
tions qu’il  eprouve  de  la  part  des  obstacles  qui  I’obligent  a 
se  mouvoir  de  telle  ou  telle  maniere,  elles  se  devcioppent  a 
chaque  instant,  et  praiinent  les  grandeui's  et  les  directions 
convenables  pour  le  maintenir  sur  la  courbe  ou  sur  la  surface 
dont  la  presence  de  ces  obstacles  I’emptkhe  de  sortir.  La 
connaissance  de  ces  reactions,  qui  ne  peut  pas  i>tre  fournie 
a priori,  cst  remplact'*e  par  la  connaissance  qu'on  a toul 
d’abord  de  la  trajectoire  suivant  laquclle  le  mobile  se  deplace, 
on  au  moins  d’une  surface  sur  laquelle  cette  trajectoiix*  est 
necessaii'ement  situ^e. 


Digitized  by  Google 


190  LITRE  II. — ttTNAMIQDB.  RRBHifeRB  RARTIR. 

C’est  Rinsi  que,  dans  certains  cas,  on  est  conduit  ^ consi- 
ddrer  un  point  matdriei  comme  n’etant  pas  libre  de  ceder 
completement  & I’actioii  des  forces  qu’oii  lui  applique  pour 
le  faire  mouvoir  { on  regarde  ce  point  comme  a$»ujetti  a 
Tester  sur  une  eourie  donn^e,  ott  sur  une  surface  donne'e, 
suivant  ics  circonstances.  C’est  par  opposition  avec  cette 
mani^  dc  considerer  ie  mouvement  d’un  point  materiel, 
que  nous  avons  caractdrisd  I'objet  dn  chapitrc  precedent,  en 
spdcifiant  dans  le  titre  de  ce  chapitre  qu’il  s’agissait  d’un 
point  matdriel  lihre.  Mais  on  ne  devra  jamais  oublier  qu’un 
point  materiel  pent  toujours  dtre  regarde  comme  libre,  a la 
condition  de  tenir  compte  de  toutes  Ics  foi’ces  qui  agissent 
sur  lui,  c’est-a-dire  des  forces  qui  tendent  a le  faire  mouvoir 
dans  diverses  directions,  et  des  reactions  que  cette  tendance 
au  mouvement  pent  dcvelopper  de  la  part  de  certains  obs- 
tacles qui  I’emp^chent  de  cdder  completement  a Taction  des 
premieres  forces. 

§ 126.  Equillbre  d’nn  point  nat^rlel  nMaJettl  d 
roster  sar  ane  eoarbe  Iro.  — Pour  nous  faire  une  idee 
nette  de  ce  que  nous  devons  entendre  au  juste  par  un  point 
matdriel  assujetti  4 rester  sur  une  courbe  fixe,  concevons  un 
corps  solide  tel  qu’un  grain  de  chapelct  percd  d’une  ouver^ 
ture  dans  laquelle  passe  une  tige  rigide  contoumee  suivant 
une  courbe  quelconque,  ou  bien  encore  une  bille  cngagee 
dans  un  tube  egalemeut  contournd  suivant  une  pareille 
courbe.  Ccs  deux  corps  peuvent  Be  mouvoir,  le  premier  cn 
glissant  le  long  de  la  tige  qui  le  traverse , le  second  en  se 
transportant  successivement  en  divers  points  du  tube  dans 
lequel  il  est  contenu.  Si  Tou  fait  abstraction  des  dimensions 
transvcrsales  de  la  tige  ou  du  tube,  et  qu’en  m^me  temps  on 
rdduisc  par  la  pensee  le  corps  qui  ne  pent  que  glisser  le  long 
de  cette  tige  ou  de  ce  tube  a un  simple  point  materiel,  on 
aura  prdcisdment  ce  qu’on  nomme  un  point  materiel  assqjetti 
ii  rester  sur  une  courbe  fixe. 
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Si  Ton  applique  au  grain  dc  cliapelet  ou  4 la  bille,  que 
nous  supposous  priiuitivcnient  cn  ix'pos,  unc  force  doiit  la 
direction  soil  normalc  a lu  lige  on  au  lube,  il  cst  clair  que 
cette  force  ne  meltra  pas  le  corps  eu  niouvement : I'egalite 
des  angles  que  la  force  fail  avec  la  direction  des  deux  seuls 
mouvenieuts  que  le  corps  puisse  preudit:,  suivant  qu’il  glis- 
serait  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  oppose,  montre  que  c« 
corps  ne  se  mouvra  iii  d'uu  cdte  ui  dc  I'auU'e.  Dans  ce  cas, 
la  force  appliquee  au  corps  ne  fera  que  developper  uue 
pression  de  ce  corps  siir  la  lige  ou  sur  le  tube,  el  il  eu  resul- 
tera  une  reaction  de  la  lige  ou  du  tube  sur  le  corps,  reac- 
tion qui  sera  egale  et  coutraire  a la  pression  dont  nous  venous 
de  parlor  t le  corps  resiera  en  repos,  nialgre  I’action  de  la 
force  qui  lui  cst  appliquee,  parce  que  la  reaction  de  la  lige 
ou  du  tube  sur  le  corps  fera  equilibre  a cette  force. 

Si  Ton  applique  au  corps  uue  force  oblique  par  rapport  a 
la  direction  de  la  tige  ou  du  tube,  au  point  mi  il  se  irouve 
place , on  pourra  reinplacer  cette  force  par  deux  coinpo- 
sanles,  dont  I'uue  ait  la  direction  nieme  du  inouvemeut 
que  le  corps  peut  prendre , cl  I'autre  fasse  un  angle  droit 
avec  la  premiere.  La  seconde  composantc  ne  peut  agir 
eu  aucuue  mauiere  pour  produire  le  inouvemenl  du  coips, 
ainsi  que  nous  venous  dc  Texpliquer.  Quant  a la  premiere 
composantc,  cllc  fera  glisser  le  cori>s  le  long  dc  la  lige  ou 
du  tube,  a moius  qu’il  ne  se  dcveloppe  comme  ^ rordinaire 
une  resistance  a laquelle  ou  domic  le  uom  de  fruttement, 
cl  que  cette  composantc  ne  soil  pas  assez  grande  pour  la 
vaincre.  Pour  simplilier,  ou  peut  fairc  abslracliou  de  cette 
resistance,  et  regardcr  le  corps  comme  pouvant  glisser  avec 
la  plus  grande  facilile  le  long  de  la  lige  ou  du  lube ; eu  sorle 
qu’unc  force,  quelque  petite  qu’cllc  soil,  qui  agit  sur  le  corps 
suivant  la  direction  de  la  tige  ou  du  tube,  le  met  necessai- 
rement  en  niouvement.  Rien  n'empechcra  plus  tard  de  teuii' 
comple  du  frottement,  que  nous  negligeons  ici,  en  le  consi- 
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d^rant  comme  une  des  forces  qiii  sont  direciemeDl  appli- 
qui^s  au  mobile  et  qui  teiident  a ie  mettre  eii  mouvcment. 

C’est  d’apres  ces  idees  que  nous  regarderons  un  point 
materiel  assiijetti  rester  sur  une  courbe  fixe  comme  ne 
pouvant  eproiiver  de  la  part  de  cette  courbe  qu’une  reaction 
normale  a sa  direction ; de  plus,  nous  admettrons  qu’il  eh 
soit  ainsi,  soil  que  le  point  materiel  sc  trouve  a I’etat  de  re- 
pos, soit  qu’au  contraire  il  se  meuve  le  long  de  la  courbe 
sous  Taction  des  forces  qui  lui  sont  directement  appliquecs, 
et  en  vertu  de  la  vitesse  qui  a pu  lui  £tre  imprimee  tout 
d’aboi-d. 

Cela  pose,  il  ne  nous  sera  pas  difficile  de  trouver  la  condi- 
tion a laquelle  doivent  satisfaire  les  forces  F,  F',  F", .... 
appliquf'es  4 un  point  materiel  qui  est  assujetti  a rester  sur 
une  courbe  fixe,  ]H)ur  que  ce  point  soit  cn  cquilibre.  Si,  aux 
forces  dont  il  s’agit,  on  joint  la  reaction  que  le  point  materiel 
eprouve  de  la  part  de  la  courbe,  on  a un  syst^me  total  de 
forces  dont  la  resultante  doit  iHre  nulle  (§  104) : done  la 
n^ultante  des  forces  F,  F',  F", doit  Otre  egale  et  direc- 

tement opposee  a la  reaction  de  la  courbe  sur  le  point  ma- 
ti^riel.  .Mais  cette  reaction  est  normale  a la  courbe;  done 
aussi  la  resultante  des  forces  F,  F',  F", ....  doit  Otre  dirig^ 
normalement  a cette  courbe.  Cette  condition,  que  la  r^sul- 

tante  des  forces  F,  F',  F", appliqum  au  point  materiel, 

soit  normale  a la  courbe  sur  laquelle  il  est  assujetti  4 rester, 
est  d'ailleurs  suffisante  pour  que  le  point  soit  en  equilibre  : 
car  les  forces  F,  F',  F", ....  peuvent  toujours  Otre  rempla- 
c(^  par  leur  resultante,  et  celle-ci,  etant  normale  4 la  courbe 
fixe,  ne  pent  faire  mouvoir  le  point  materiel  ni  dans  un  sens 
ni  dans  Tautre.  La  resultante  des  forces  F,  F',  F", ....  n'est 
autre  cbose  que  la  pression  du  point  materiel  sur  la  courbe, 
pression  qui  est  ^gale  et  contraire  a la  reaction  de  la  courbe 
sur  le  point  materiel. 

§ 127.  M«HveNienl  d*nn  point  nat^iel  amajeltl  m 
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«‘ourl>o  siir  la(|iiclli>  l<‘ 
point  nialt’-rid  .M  ost  as- 
sujctii  a roster;  F la 
forre  appliquee  ;'i  ce 
point  materiel,  on  la 
resultante  lies  forces 
qni  Ini  sont  appliquees, 
s'il  y en  a plusieiirs,  in- 
(lepcMKlainment  ile  la 
reaction  qu'il  eprouve 
de  la  part  de  la  eoiirbe ; 
ft  cniin  N cette  reac- 
tion de  la  courbe,  dont  la  direction  est  |M‘rpeudiciilaire  a 
la  tangente  MT.  On  pent  regarder  le  mobile  coniine  etant 
tin  point  materiel  Fibre,  se  moiivant  sons  I’aclion  des 
forces  F et  Uecomposons  la  foice  F,  ri'pi’i'senti’e  par 
la  droile  MR,  en  deux  composantes  Fi,  Fi,  dont  rune  suit 
dirigec  suivant  la  tangente  MT,  et  I’autre  snivant  line  pei- 
pondiculaire  .MS  a cette  tangente  mcnee  dans  le  plan 
TMR  ; composons  ensuite  la  force  Fjou  .MS,  avec  la  force 
N ou  MU,  ce  qui  nous  donnera  la  force  R ou  MV  dirigi'-e 
perpendiculaircnient  la  tangente  MT,  aussi  bicn  que 
chacune  de  ses  composantes  MS,  MU  : nous  aurons  ainsi 
deux  forces  Fi  cl  R,  qui  tiendront  lieu  des  deux  forces 
F,  N,  et  qui  seront  evidemment  celles  aiixquellcs  nous  avons 
donne  les  noms  dc  force  tangentielle  et  de  force  centri- 
pete  (§  ItO).  D’apres  cela , si  r est  la  vitesse  dii  mobile, 
wi  sa  masse,  et  « I'angic  que  la  direction  M R de  la  force  F 
fail  avec  la  direclion  MT  du  monvemeiit,  on  aura 

di' 

Ml  = F cos*. 
dt 


H(t  02 


\ 

\ 


Cette  equation,  jointe  a la  relation 


'3 


194  LIVRE  II.  — fiTNAlilQUE.  PREMll:RE  PARTIE. 

ds 

^ ~ dt 

pcrmettra  de  dpterminer  loiites  Ics  circonstances  du  moii- 
vemenl  du  mobile  sur  la  courbe  AB,  loi-sque  la  force  F sera 
doniu^ , ainsi  que  Tangle  a.  qiie  sa  direction  fait  a chaque 
instant  avec  la  langente  4 la  courbe  A B , au  point  oii  se 
trouve  le  mobile.  La  recherche  de  Tequation  finie  du  mou- 
vement  sur  la  courbe  AB  est  reduite  par  la  i une  question 
d’analyse,  toute  pareille  a celle  qui  a pour  objet  de  trouver 
Tequation  du  mouvement  rectiligne  d’un  point  materiel 
libre  (§  106). 

Dans  le  cas  particulier  oii  la  force  F scrait  constamment 
nulle,  et  oii  le  point  materiel  nc  se  mouvrait  Ic  long  de  la 
courbe  AB  qu’en  vertu  de  sa  vitesse  initiale,on  voit  qu’on 
aurait 

dv 

T-  =Ol 

dt  ’ 

e'est-Jt-dire  que  la  vitesse  r ne  varierait  pas , ou , en  d’autres 
termes,  le  mouvement  du  point  materiel  serait  nniforme.  II 
en  serait  encore  de  mt'me , si  la  force  F etait  constamment 
normale  4 la  courbe  A B. 

§ 128.  La  force  centripete  R ou  MV,  fig.  62 , a pour  ex- 
pression 


p etant  |e  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  AB  eu  M ; elle 
est  dirigee  suivant  ce  rayon,  e’est-a-dire  suivant  la  normale 
menee  dans  le  plan  osculatcur  de  la  courbe  correspondant 
au  point  M,  ct  du  cdte  de  la  concavitd  de  la  courbe.  Cette 
force  MV  etant  la  resultantcdes  deux  forces  MS,  .M  U,  une 
force  MV',  egale  et  contraire  MV,  fera  equilibre  aux  deux 
forces  MS,  MU;  les  trois  forces  MS,  MU,  MV'  se  faisant 
equilibre,  la  force  MU  est  egale  et  direciemeiit  opposee  a la 
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r^ultante  MU'  des  deux  forces  MS,  MV';  mais  la  force 
MU',  egale  et  directement  opposee  u la  reaction  N de  la 
courbe  A B sur  le  point  maleriel , n’est  autre  chose  quc  la 
pression  exerct^  par  ce  point  sur  la  courbe  AB  : done  la 
pression  du  point  .M  sur  la  courbe  A B est  la  resultante  de 
deux  forces,  dont  I’une  est  la  composante  normale  Fi  de  la 
force  F,  eti'autre  est  egale  et  directement  opposee  a la  force 

centrip^te 

Si  la  force  F ^tait  nulle,  sa  composante  normale  Fi  le  se- 
rait  aussi,  et  la  pression  exercee  sur  la  courbe  AB  par  le 
point  mobile,  dont  la  vitesse  resterait  toiijours  la  meme , se 
reduirait  ii  une  force  egale  et  contraire  ^ la  force  centri- 
pete.  Dans  cc  cas , la  pression  du  mobile  sur  la  courbe  est 
designee  sous  le  nom  de  force  centrifuge.  Le  point  mobile 
n’etant  soumis  it  Faction  d’aurune  force , se  mouvrait  uni- 
fomi^ment  et  en  ligne  droite,  s’il  etait  libre ; I'obligation 
dans  laquelle  il  se  trouve  de  suivre  la  courbe  A B,  n’altire 
pas  I’uiiirormite  de  son  mouvemeiit,  mais  il  en  resulte  quo 
la  direction  de  sa  vitesse  doit  changer  it  chaque  instant : ce 
changcincnt  de  vitesse  ne  pent  se  produire  sans  qiie  le  mo- 
bile reagisse  sur  la  courbe,  et  e’est  cette  reaction  qui  cons- 
titue  la  force  centrifuge,  dont  le  nom  rappelle  la  tendance 
du  mobile  ii  se  inouvoir  en  ligne  droite , e’est-a-dire  ii  s’e- 
loigner  du  centre  du  cercle  osculaleur  do  la  courbe  A B.  On 
voit  quo  la  force  centrifuge  est  dirigee  suivant  le  prolonge- 
ment  M V'  du  rayon  de  conrbure  de  la  courbe  A B , c’csl-a- 
dire  du  cdle  de  la  convexite  de  cette  courbe , et  qu’elle  a 
pour  valeur 


comrae  la  force  centripete. 

Dans  le  cas  general  oil  le  mobile  assujelti  a rester  sur  la 
courbe  AB  se  meut  sous  Faction  d’nne  force  F,  la  pression 
13. 
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MU'  (|ue  ce  mobile  excrce  sur  la  coiirbe  i iiii  instant  quel- 
eonqiie  est  la  resultante  tie  deux  forces,  dont  I'mie  est  la 
composaiitc  norinale  I'j  de  la  force  F,  et  I'aiitre  est  la  force 
centrifuge  MV'  correspondant  a la  vilesse  dont  le  point  mo- 
bile se  trouvc  aninie  a cet  instant. 

§ 129.  Tons  les  theoremes  qui  out  etc  etablis  preci'dem- 
ment  (§§  113  a 120)  sur  le  raouvemcnt  d’un  point  materiel 
libre,  sont  applicables  au  inunvemcnt  d’nn  point  materiel 
aiisujetti  a restersurune  courbe  lixe,  a la  condition  de  join- 
dre  a la  force  F directenient  appliqiiee  a ce  point  materiel , 
la  reaction  N qu’il  eprouve  de  la  part  de  la  courbe  fixe,  et 
de  considercr  le  mouvement  coiumc  s’effectuant  sous  Faction 
de  la  resultante  de  ccs  deux  forces.  Mais,  commela  reaction 
N de  la  courbe  sur  le  mobile  n’est  pas  connue  a priori,  on 
doit  naturellenient  attaclier  plus  d’importance  a ceux  de 
ces  tbeoremes  qui  nc  dependent  pas  de  la  force  IV , qu’a 
ceux  qui  cn  dependent.  Les  premiers  sont  les  souls  quo 
nous  rappellerons  ici. 

La  force  tangonlielle  m ^ est  simplement  la  composante 

tangentielle  F,  di;  la  force  F,  et  ne  depend  en  auenne  ma- 
iiiere  de  la  reaction  .V  de  la  courbe  (§  127)  : done  on  pent 
dire  (§  113)  ipie  I’accroissement  de  la  quantite  de  mouve- 
inent  du  point  materiel , pendant  un  temps  qiielconquc,  est 
»'*gal  a Fimpulsion  de  la  composante  tangentielle  F,  de  la 
force  F pendant  ce  temps. 

Le  travail  tdenientaire  de  la  resultante  des  forces  F et  N 
est  egal  a la  somme  des  travaux  eleinentaires  de  ces  deux 
forces;  mais  le  travail  elementaiie  de  la  force  \ est  I'ons- 
taminent  nul , puisque  cette  force  est  iiormide  a la  courbe 
fixe,  et  par  conse(|iient  norinale  a 1 eb’-inent  de  cbemin  d<‘- 
i rit  par  le  mobile  : done  le  travail  eleinentaire  de  la  resul- 
lanledes  forces  F et  ,\  se  reduit  au  tr;ivail  t'leineiitaire  d(>  la 
force  F seiile.  D'apres  cela , il  est  clair  qu'oii  pent  dire 
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(S  ^**’)  T‘^‘  l’ii«;*:i’oissfmciil  dc  l;i  for(\*  vivo  dii  point  malti- 
rij‘1,  pnmiaiit  iiii  iiilcrvall**  dc  li-mjis  fpiclcoiupif,  cslcgal  an 
double  dll  travail  de  la  force  F pendant  ce  leiiips. 

Pour  ponvoir  appljipier  ee  ipii  a tHi-  dil  dans  le  § 1 19  an 
cas  d’un  point  niatiMiel  assiijetti  a roster  siir  line  coiirbe 
fixe,  il  n’est  pas  iieeessaire  de  se  pri'‘occii|H-r  de  la  reaction 
X de  cette  com  be.  La  (piaiitite  \dx-\  \ <iij  I-  / t/z  i‘taiit  le 
travail  ideineiitaire  de  la  resiiltante  dcs  forces  appliipiees 
an  mobile,  se  reduit  id  , d’apres  ce  ipii  viciit  d’etre  dit,  an 
travail  elemeiitaire  de  la  force  F;oii  pent  done  rcjtaider 
X,  Y,  Z,  comine  etaiit  sim|demeiit  Ics  composanles  de  la 
force  F paiaillcles  aiix  axes  coordouiiiis.  Si  ces  trois  conipo- 
saiites  do  F soiit  les  din  ivi-es  partielles  d'line  foiietion  de 

<J>  prises  par  rapport  a cliaciiiie  de  ces  variables,  il  y 
aura  liim  de  considerer  les  surfaces  de  niveau  doiit  nous 
uvunsparic  (§  119),  etd'appliqneran  point  materiel  assiijetti 
a roster  snr  line  courbe  fixe  tout  ce  qni  a ide  dil  pour  nn 
point  maUn  iel  Fibre.  Os  surfaces  de  niveau  iie  dependant 
nnllement  de  la  reaction  X de  la  coiirbe  lixe,  sont  les  iiu'mes 
quo  si  Ic  point  materiel  etait  libre  et  qne  la  im'me  forci!  F 
Ini  fiit  appliquee. 

§ 130.  Exemplex  du  niouveinrnl  d'un  point  materiel 
apHuJetli  a renter  nur  unc  eourbe  llxe.  — Cag  d'un 
point  materiel  goitmig  a la  seu/e' action  dela  peganteiir. 
— Si  la  force  F,  ipii  est  direclemciil  a|)|diipii‘e  an  mobile,  se. 
rednit  u son  poids  mg,  il  si!ra  facile  de  tronvi'r  li's  diverses 
circonstunces  du  monvemeiit,  comme  nous  allons  le  voir. 

Soit  .\B,  fig.  63,  la  coiirbe  snr  laquelle  le  mobile  est  obligii 
de  roster.  Xous  avons  vn  (§  120^  quo,  dans  le  cas  doiil  il 
s’agit,  les  surfaces  de  niveau  sont  dcs  plans  liori/.onlanx  ; il 
eii  resulte  inimediatement  qne,  si  le  point  liiobile  vieni  sne- 
cessivenient  passer  par  divers  points  .M,  X,  I’,  sitiies  snr 
nn  memo  plan  liori/oiUal,  il  si^  troiivera  anime  d'nne  meme 
vitesse  dans  cbaciine  de  ces  positions. 
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D’un  autre  cdte,  Ic  mobile  alluut  du  point  M,  oil  sa  vitesse 


est  V,  an  point  M',  oii  sa  viiesse  cst  r',  on  a , d’apres  le  theo- 
r6me  des  forces  vives  (§  1 29), 

me'*  — = (z'  — z), 

ou  simplement 

=v^  + 2g  (z'  — z), 

en  designant  par  z el  z'  les  distances  des  deux  points  M el  M' 
a un  plan  horizontal  fixe  silue  au-dessus  de  ces  deux  points. 

Si,  par  exeniple,  le  mobile  part  du  point  C,  sans  viicsse 
initiale,  il  descend  le  long  dela  courbe,  en  prenant  uiie  vi- 
tesse  de  plus  en  plus  grande.  La  viiesse  v qu’il  possede  en 
un  point  quelconqiie  M,  estdetcrniinee  par  la  relation 

v^  = 2gh. 

en  designant  par  h la  distance  des  plans  horizontaux  mcncs 
par  les  deux  points  C et  M , e’est-a-dire  ce  qu’on  nomme  la 
difference  de  niveau  de  ces  deux  points;  on  voil  que  cetie  vi- 
tesse  est  egale  a celle  qu’aurait  acquise  le  point  materiel  en 
lombanl  de  la  ro^me  hauteur  A,  suivant  la  verticale  menee  par 
son  point  de  depart  C(§  90).  La  vitesse  du  mobile  va  ainsi  en 
croissant  jusqu’a  ce  qu’il  atteigne  Ic  point  D.  La  vitesse  qu’il 
possede,  en  arrivant  en  ce  point,  fait  qu'il  le  depasse,  et  qu’il 
s’eleve  le  long  de  la  partie  DE  de  la  courbe  AB ; sa  vitesse 
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va  alors  on  diminuant  pro^^rcssivomont,  et,  conimc  nous  I’a- 
vons  dit,  on  un  point  quelconque  i\ , die  est  egale  i colie 
qu'il  avail  au  point  M situc  au  memo  nivoau  quc  Ic  point  N. 
Si  le  point  lo  plus  dove  £,  do  la  panic  do  courbe  oil  le  mo- 
bile est  engage,  se  trouve  au-dessous  du  plan  horizontal 
meno  par  son  point  de  depart  C,  il  atleint  ce  point  E en  con- 
servant  encore  une  certaiiie  vilesse ; puis  il  le  depasse, 
descend  jusqu’en  F avec  une  vilesse  croissanle , remonte 
suivant  FB,  et  enfin  s'arrete  en  iiii  point  G situe  au  niveau 
de  son  point  de  depart  C.  Alors,  la  pesanteur  ne  cessant 
d’agir  sur  le  mobile,  il  redescend  a partir  du  point  G,  en  par- 
courant  la  courbe  en  sens  contraire,  et  reprenanl  en  chaque 
point  cxactement  la  mi^me  vilesse  que  lorsijn’il  s’y  etait 
trouve  une  premiere  fois;  au  bout  de  qudque  temps,  il  s’ar- 
rete  au  point  C d’oii  il  iHait  parti  d’abord , puis  se  remet  en 
mouvement  de  C en  G ; et  ainsi  de  suite  indefinimeut. 

La  pression  quc  le  mobile  exerce  sur  la  courbe  AB,  dans 
une  quelconque  des  positions  qu’il  y occupe  successivemenl, 
au  point  M par  exemplc,  s’obticnt  en  composant  la  force 
centrifuge  du  mobile  en  ce  point , avec  la  composaule  nor- 
malede  son  poids  mg  (§  128).  Dans  le  cas  particulier  oil  la 
courbe  AB  se  trouve  tout  entieredans  un  plan  vertical,  ces 
deux  composantes  de  la  pression  supportee  par  la  courbe 
oni  une  meme  direction  , et  la  pression  est  egale  a leur 
somme  ou  a leur  difference,  suivant  les  cas.  Soil  a I’angle 
que  la  langentc  a AB,  au  point  M,  fait  avec  la  verticalc,  et 
p le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  cn  cc  point;  on  aura 
pour  la  pression  supportee  par  la  courbe 


m^siuoc  ± 


~T' 


ou  bien,  en  rempla^ant  par  sa  valeur  'Igh, 


mg  ^sma  — yj- 


A 
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§ 131.  Mouvemcnt  d'un  point  materiel  pemnt  tiir 
line  droite  fixe.  — Lorsque  la  courbe  sur  laqiiellc  le  mo- 
bile pesaiil  est  assiijelli  a pester  se  leduita  une  ligiie  droite, 
le  mouvemenl  se  simplifie  beaucoiip.  Soil  * I'aiiglc  quo  la 
droite  fixe  fail  avee  la  verticale.  La  composante  taiigeiitiellc 
dc  la  force  mg  qiii  agil  sur  le  mobile  a alors  une  valeur 
coiistante 


mg  cos*. 


11  cii  r(’■sulle  quo  le  moim'ineut  dii  mobile  sur  la  droite  fixe 
est  uiiiformemeiit  varie  (§§  Dtyet  91).  Ce  mouve.ment  est 
dc  iiu'me  nature  que  eelui  d’un  corps  pesant  qui  lombe  libre 
mcnl  suivanl  la  verticale,  en  partani  du  repos,  ou  bienapres 
avoir  re<;u  une  vilesse  iniliale  dirigee  verticalemeut;  il  ne 
differc  dc  ce  dernier  mouvemcnt  qu’en  ce  quo  racceleralion 
est  geos  a,  an  lieu  d’etre  g. 

Si  Ton  suppose,  par  excmple , que  le 
mobile  sc  meuve  le  long  de  la  droite 
.\B,  fig.  t)ti,  ct  qu’il  parte  du  point 
sans  vilesse  initiale,  la  distance  .\.M 
ou  g il  laquelle  il  sc  trouve  du  point  de 
depart  .V,  au  bout  d’un  temps  quelcon- 
que  t , est  fournie  par  requalion 
s = \g  cosy  i*. 

I’reiioiis,  sur  la  verticale  du  point  .\, 
line  longueur  ipielcompic  .VC  que  nous 
designerons  par  /»,  el  sur  la  ligne  .Vli 
une  longueur  .VD  ou  / egale  ii  la  pro- 

rit»  UM.  KJ  • 

jection  de  .VC  siii’  VII.  Le  temps  eni- 
plove  par  le  mobile  ii  parcourir  la  distance  I sera  fourni 
par  la  relation 

1=  -,g  cosy  t’, 


d’oii 
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C«;Uo  valeiir  do  / moiilro  quo  lo  tonips  cmployd  par  Ic  inobilo 
a paroourir  la  distance  A D,  snr  la  ligne  obli(|uc  A B,  est  le 
ni<^ine  quo  cclui  qii'il  empluiorait  a tombor  verlioalonient  do 
la  hauteur  .\C.  On  on  conolnlquo,  si  plnsicui's  inubilos  par- 
teiil  oil  ineine  temps  du  point  A,  sans  vitesso  initiale,  et  dos- 
condent  sous  la  sonic  action  do  la  posantenr  Ic  long  dc  di- 
vei’ses  cordos  AD,  .VD',  AD",  d’nu  ccrole  docrit  snr  AC 
cominc  diamotro , ces  mobiles  arriveront  on  mome  temps 
aux  exlremiu-s  D,  D',  D",  do  ces  cordes.  Quant  a la  vitesse 
que  possedo  Ic  mobile  qui  parcoiirt  la  ligne  .A  B,  loi’squ'il 
arrive  en  D,  nous  savons  qu’elle  est  la  mome  que  cclle  qu’il 
possddcrait  en  E,  s'il  tombait  libroment  du  point  .\  sans  vi- 
tossc  iuitiulc  (§  130). 

La  droitc  fixe  ayant  dans  tons  sos  points  tin  rayon  de 
courburc  intini,  on  voit  quo  la  force  oonlrifugc  duo  au  mou- 
vemeut  du  mobile  sur  cotte  droitc  est  constamment  nullo, 
et  (pie  la  prossion  oxcrooo  par  le  mobile  sur  la  droitc  fixe 
se  iTduit  a la  composantc  normalc 


de  son  poids. 


nig  sin  a 


§ 132.  Pendule  circulaire. 
— Supposons  qu’un  point  matii- 
ricl  posant  M,  fig.  G5,  soil  alla- 
elu!  a rexlix-miU!  d’uu  fil  inex- 
tensible  et  sans  masse  A M , el 
que  rautro  extriimiu';  A de  ce  fil 
soil  fixe.  Le  point  inaleiiel  M 
est  en  (iquilibre  lorsquc  le  fil 
A est  dirigi-  suivant  la  verli- 
eale  A B : Ic  poids  do  oe  point 


materiel  est  dolruil  par  la  resistance  qu'il  (‘prouve  de  la 
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partdu  lil.  Si  Ton  ccarte  le  corps  de  la  position  d’etpii- 
librc  qiii  viciit  d’etre  iiidiqude,  eii  doiiiiant  an  fil  unc  direc- 
tion oblique,  et  qu’ensuite  on  abandonne  cc  corps  M a Tac- 
tion de  la  pcsanteur,  sans  Ini  coininuniqucr  dc  vitcsse  inilialc, 
il  sc  meut  sans  sortir  du  plan  vertical  mcne  par  la  direction 
oblique  qu’on  avail  donnee  an  (il ; d’aillcurs , sa  distance  an 
point  A rcstant  constainment  la  meme,  il  decrit  nn  arc  de 
cercle  ayanl  ce  point  A pour  centre  : on  pent  done  regarder 
Ic  point  materiel  M coinmc  etant  dans  Ics  inenies  conditions 
que  s’il  etait  assiijelti  a roster  sur  la  circonfercnce  de  cercle 
a laquclle  apparlient  cet  arc.  La  pression  excrcec  par  le 
mobile  sur  la  courbe  qu’il  cst  oblige  de  ddcrire  sc  trouve  ici 
rempiacee  par  la  tension  du  (il  A M. 

Si  Ton  se  reporte  a cc  qui  a etc  dit  en  general  siir  le 
mouvement  d’un  point  materiel  pcsanl  assujctli  a rcsler  sur 
une  courbe  (ixc  (§  130),  on  verra  que  le  point  Mdoit  oscil- 
ler  indefinimeni  dc  part  et  d’autre  dc  sa  position  d'equilibre, 
en  s’ecarlant  egalemenl  de  cette  position  dans  un  sens  el 
dans  le  sens  oppose.  Un  pareil  point  materiel,  suspendii 
eomme  nous  Tavons  dit,  constitue  ce  qu’on  nomme  un  pen- 
diile.  Nous  parlicularisons  ici  le  peiidulc,  en  lui  doiinanl  la 
denomination  speciale  dc  pendufe  circutairc , parce  que, 
scs  oscillations  s’elTectuant  coiiformerneiit  a cc  que  nous 
venous  de  dire , le  point  materiel  qui  le  termiiie  sc  meut 
suivant  une  circonferencc  de  cercle.  .Nous  allons  nous  pro- 
poser dc  determiner  la  durec  dc  chacune  des  oscillations  de 
cc  pendule. 

Soil  C le  point  oil  le  mobile  se  trouve  , lorsqu’on  Taban- 
donne  a Taction  de  la  pesanteur,  sans  viiesse  iniliale.  Dans 
une  position  quclconque  M,  il  esl  aiiiine  d’une  vitesse  v qui 
cst  fournic  par  la  relation 

V — \'‘lyh  , 

h etant  la  distance  du  point  M au  plan  horizontal  mene  par 
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le  point  C. Si  nous designoiis I’uiiglc  BAG  para,  Tangle  BAM 
par  0,  et  la  longueur  .\M  ilu  pendulc  par  /,  nous  aurons 

h = l (cos0  — cosa), 


,d0 

V=—l—i 

at 

le  signe  — , place  devant  Ic  second  mcinbre  de  la  derniere 
relation,  tient  ii  ce  que  0 diminue  quand  t augmentc,  ce  qui 
c/9 

fait  que  — est  negatif.  En  rempla^ant  h et  v par  leurs  va- 

at 

leurs  dans  Tequation  ci-dcssus,  il  vicnt 

,d0 


— ^ ^ ~ (cosQ  — cosa). 


d’oii  Ton  tire 


£n  integrant  cette  equation,  et  en  etendant  Tintegrale  a tout 
le  temps  que  Ic  pendule  cmploie  a aller  de  la  position  A C a 
la  position  verticale  .\B,  on  trouvera  la  duree  de  la  demi- 
oseillation  descendante  j le  double  do  cette  duree  sera  la 
duree  T d’unc  oscillation  complete.  On  aura  done 


Nous  n’avons  plus  qu’a  determiner  la  valeur  de  Tintegrale 
definie  qui  entre  dans  cette  formule,pour  que  la  valeur  deT 
soil  cnti^sremenl  connue. 

Supposons  d’abord  que  les  oscillations  soient  tres-petites. 
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en  soi’lo  que  * cl  0 soul  de  ires-pctils  angles ; nous  puiirrons 
reiiiplacer  cos  a el  cosO  par 

1-fL  1-°’ 

T ’ T’ 

et  la  valeiir  de  T deviendra 


Mais  on  a 


= arc  sin  _ const, 
a 


» 


el  par  suite 


done  on  aura  en  delinitive 


T = , 

^ ‘J 

rui'inule  qui  fait  connaitre  la  durec  des  oscillations  d'un  pen- 
dulc  cii'culairc,  en  supposant  ces  oscillations  tres-petites.  II 
est  remarquable  que  cette  durec  nc  depend  en  aucunc  nia- 
niere  de  I’ainplitude  des  oscillalions , qui  pent  etre  rednite 
au  tiers  , au  quart,  au  dixieinc  de  cc  quelle  iHait  d'abord, 
sans  (|ue  la  dnree  change. 

Pour  trouver  la  durce  T des  oscillalions  du  pendule,  sans 
supposer  que  leur  ainplilude  soil  ires-petile,  nous  opererons 
de  la  manicre  suivante.  Soieut  a el  z les  hauteurs  des  points 
C el  M au-dessus  du  plan  horizontal  niene  par  le  point  D ; 
on  a 

a = /(l — cusst)  , r = /(l—  cos9), 

d’oh 


Digitized  by  Google 


i'Q.  F.T  MOUV.  D’UN  POINT  MAT.  Qf  I n’eST  PAS  I.IBRE.  205 


CO80  — cosa  = 


a — z 


I 


d0  = - 


dz 


V 2/i 


D’apres  celu  la  furniulc  qiii  duiinc  la  durce  T des  oscillations 
dll  pendiilc,  dcvient 

dz 


\ 2/j — i’  y/ — ^ — 


ou  bicn  encore 


La  qiianlite  — etanl  toiijoiirs  plus  petite  qiie  1,  on  pent  de- 


velopper 


cn  serie  de  la  maniere  siiivaiite  : 


(i-|) 


1.3.5....  (2m  — 1)  / 2 \» 


(ji) 


' 2./I.6....  2m 
D’ailleurs  on  demontre  dans  le  calciil  integral  que  I’on  a 

-•  H . n-l. 


/ ^ _ 

J \az — 2* 


V«z- 


-f 


(2m— 


. /-•  II— 1 , 

— i)a  j z dz 
2n  ^ \az  — z’ 


en  sorte  que,  st  Ton  iiitigre  entre  les  limites  o et  a,  on  aura 

j^o  n , . . , pa  N — 1 . 

' z dz  (2m — l)a  I 2 dz 

„ \az  — 2*  2m  \/az  — z^ 

En  rcmplaQant  siiceessiveinent , dans  celte  foriniile  , n par 
71 — 1 puis  par  n — 2,eiisuite  par  n — 3,....  enfin  par  1,  on 
obtiendra  « relations,  qni  I'Uint  iniiltipliees  entre  elles  don- 
iieront 
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1.3.5.... (2«  — l)  „ r dz 
2.4.6 2«  “ / 

^ O 


7 


ou  bien  encore  , d’apris  la  valeur  connuc  dc  I’intdgrale  de- 
finie  qui  esl  dans  le  second  membre, 


"j 

I 2 dz 
\'az  — 2* 


1.3.5. 

2.4.6. 


...  2« 


7T. 


Cette  dcrniere  formule  fait  connallre  les  valeiirs  des  inte- 
grates qui  entrent  dans  les  divei’s  terines  de  T,  par  suite  du 

developpement  en  stu  ie  du  factcur  |l  — ^ ' ; on  trouve 

ainsi 


§ 133.  Pendule  cycloidal.  — On  donne  le  nom  de  pen- 
dule  cycloidal  a un  pendule  analogue  a celui  dont  nous  ve- 
nous de  nous  occuper,  inais  qui  en  diflerc  en  ce  quc  Ic  point 
materiel  qui  le  terminc,  au  lieu  de  se  inouvoir  sur  un  cercle, 

se  meut  sur  tine  cy- 
cloide  ABC,  fig.  66, 
dont  le  plan  esl  ver- 
tical et  dont  la  base 
AC  est  horizonlale. 
Pour  realiserun  pa- 
red pendule,  il  sufTit 
de  tracer  les  deux 
arcs  de  cycloide  AD, 
DC  dont  I'ensemble 
constilue  la  devcloppee  dc  la  cycloide  A B C,  el  de  disposer 
deux  pieces  solides  E,  F,  limitws  inferieuremeni  par  des 
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surfaces  cylindriques  droites  ayant  cos  arcs  AD,  DC  pour 
bases.  Si  I’on  fixe  en  D I’uiie  des  extreinites  d'lin  fil  de  lon- 
gueur DB,  el  qu’ou  attacbe  uu  corps  pesant  i»  son  aulre 
exlreinite  ; si  ensuite  on  <‘cartc  ce  corps  dc  sa  position  d'e- 
qiiilibre  H,  sans  Ic  faire  sortir  du  plan  vertical  ADC,  el 
qu’on  rabandonne  a Ini-ineine,  il  est  claire  qu'il  sc  mou- 
vra  le  long  de  la  cycloide  .\BC,  sur  laquellc  il  effectuera 
line  serie  d'oscillations.  Moiis  allons  nous  proposer  dc  deter- 
miner la  dunie  de  I’une  de  ces  oscillations. 

Soient  G la  position  qii'occupe  le  point  materiel  au  com- 
mencement de  roscillation  que  nous  considerons,  el  M une 
quelconque  des  positions  par  lesquelles  il  passe  apres  etre 
parti  du  point  G.  Designons  par  a et  r les  distances  des 
points  G el  M a la  tangente  iila  cycloide  en  B,  tangentequi 
est  horizontale.  Nous  aurons  pour  la  vitesse  v du  mobile 
en  M, 

r—\'2g{a—z). 

D’un  autre  c6te,  en  appelant  » I’arc  GM,  on  a 

ds 


d'oii  Ton  tire 


, ds  df 

dt=-  = =. 

y/2g{a — z) 

Si  Ton  trace  le  cerele  generateur  de  la  cycloide  dans  la 
position  qui  correspond  au  point  M , la  droitc  menee  du 
point  M au  point  H oil  ce  cercle  touche  la  base  A C est  nor- 
male  a la  cycloide  en  M ; la  droitc  qui  joint  le  point  M it 
I’aulre  cxln'-mite  K du  dianietre  11  K est  done  la  tangente  ii 
la  coiirbe.  Preiions  stir  celte  tangente  une  longueur  M M' 
^gale  il  d»,  et  menons  les  lignes  M N,  .M'N,  respectivement 
paralleles  aux  lignes  Cll,  II K.  Le  triangle  MN'M'  etant 
seniblable  au  triangle  11 MK,  nous  aurons 
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M yy  H K 

~ K M ’ 

on,  ce  qui  rovicnl  aii  nn'mc,  on  dosignant  par  r le  rayoit 
on  dll  cerdc  giMicM’ateur,  ot  observant  quo  N.M'  est  egal 
A — dz, 

dz  V 2rj  V ; ■ 

Tirant  do  lii  </f,  el  l<‘  substituanl  dans  la  valeur  qiic  nous 
avons  obteiiiie  preeedeinmenl  pour  dl,  nous  trunverons  dtdi- 
nitivement 

» g \z  [a  — z) 

Nous  n'avons  plus  qu’a  integrcr  par  rapport  a z,  depuis 
z = a,  jusqu’ii  z = o,  pour  avoir  la  duree  de  la  demi-oscil- 
lation  descendante,  c'est-a-dire  la  moitie  de  la  duree  T d’une 
oscillation  complete  : nous  aurons  done 


Ce  resultat  simple,  aiiquel  nous  venons  de  parvenir,  nous 
fait  connaltrc  une  propnele  tres-remarquable  du  pendnie 
cycloidal.  La  valeur  de  T lie  renfermant  pas  la  quantile  a,  il 
s’ensnit  que  la  duree  des  oscillations  est  completement  inde- 
pendante  de  leiir  amplitude.  En  d'antres  tenues,  quel  que 
soil  le  point  de  depart  G du  corps  pesant  qui  se  meut  le 
long  de  la  cyeloide,  ce  corps  emploie  le  interne  temps  pour 
arriver  au  point  le  plus  bas  II  : e'est  ce  qui  a fail  donner  a 
la  cyeloide  le  nom  de  Tautoc/irone. 
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La  valeur  trouvee  pour  T nous  montre  cn  outre  que  la 
durtie  dcs  oscillations  dii  pendulc  cycloidal  cst  la  m^me  que 
celle  des  petites  oscillations  d'un  pendiile  circulaire  dont  la 
longueur  serait  hr,  longueur  qiii  est  prccisement  celle  du 
rayon  de  courbure  D R de  la  cycloTde  en  son  sommet  B. 

^ 1S/|.  Equillbre  el  mouvemeat  d’an  |m»IbI  niat^ 
riel  aMuJelti  a re«ter  sur  une  Kurfaee  dxe.  — A I’aide 
de  considerations  analogues  a celles  que  nous  avons  deve- 
lopp^es  precedemment  (S  126),  on  comprendra  sans  peine 
ce  que  Ton  doit  entendre  par  un  point  materiel  assujetti  it 
Tester  sur  une  surface  fixe.  .Si'l’on  fait  abstraction  du  frotte- 
meiit  que  le  point  materiel  pent  epi'ouVer  de  la  part  de  la 
surface,  on  verra  que,  pour  qu’une  force  appliquee  a ce  point 
piimitivcment  en  repos  ne  le  mette  pas  eii  mouvement,  il  est 
necessaire  qu'elle  suit  dirigee  normalemenl  a la  surface.  La 
reaction  que  la  surface  exerce  sur  le  point  est  done  aussi 
normale  a cette  surface.  Nous  admettrons  qu'il  en  est  ^insi, 
interne  dans  le  cas  oil  le  point  materiel  est  en  mouvement  sur 
la  surface  sur  la(|uelle  il  est  oblige  de  rcster,  sauf  a tenir 
compte,  s’il  y a lieu,  du  frottement  qu’il  eprouve  de  la  part 
de  la  surface,  en  rangeant  ce  frottement  parmi  les  forces  <pii 
agisseiit  sur  lui  pour  inoditier  sun  mouvement. 

D'apr^  cela,  pour  qu’un  point  materiel,  assujetti  a rester 
sur  une  surface  fixe,  soit  en  equilibi'e  sous  Taction  des  forces 
qui  lui  sont  appliqiu^es,  il  est  necessaire  et  sulTisant  que  la 
resultante  de  ces  forces  soit  dirigtfe  suivant  la  normale  ii  la 
surface.  La  pressioii  exercee  par  le  point  sur  la  surface  est 
egale  a cette  resultante. 

Lorsqu'un  point  materiel  est  cn  mouvement  sur  une  sur- 
face fixe  sur  laqucllc  il  est  assujetti  a tester,  il  exerce  ^ 
chaque  instant  sur  la  surface  une  pressiun  normale  dont  nous 
pouYOUs  facilemeut  indiquer  la  valeur.  Concevons  pour  cela 
que  la  resultante  F des  forces  qui  sont  appliqu^es  au  point 
mobile  (sans  y comprendre  la  reaction  qu’il  eprouve  de  la 

11 
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part  de  la  surface)  soil  decomposeo  en  deux  forces  dont  Tune 
Fi  soit  dirigee  suivant  la  tangente  a la  trajectuire  du  point 
mobile,  et  I'autre  soit  dirigee  perpendiculairement  it  cette 
tangente,  dans  le  plan  de  F,  et  dc  F.  En  raisonnant  comme 
nous  I’avons  deja  fait  (§  128),  nous  verrons  que  la  pression 
exercee  par  le  point  materiel  sur  la  surface  est  la  resultante 
de  la  force  Fi  et  de  la  force  centrifuge  qiii  se  developpe  dans 
le  mouvement  dc  ce  point.  Cette  resultante  de  la  force  F.i  et 
de  la  force  centrifuge  doit,  bicn  cntcndii,  ('tre  normalc  a la 
surface ; en  sortequ’on  pent  I’obtcnir  en  faisanl  la  sonimc  des 
projections  de  ces  deux  forces  sur  la  normale.  Quant  !i  la 
force  Fi,  elle  determine  le  changement  de  grandeur  de  la 
Vitesse  v du  mobile,  a laquelle  elle  est  liee  par  la  relation 

dv 

Considerons  en  particulier  le  cas  d’un  point  materiel  qui 
se  meut  sur  une  surface  fixe,  en  vertu  d'une  vitesse  initiale, 
sans  iitre  soiimis  a I'action  d'aucunc  force.  La  force  F etant 
nulle,  il  en  sera  de  mi^me  de  ses  composautes  Fi , Fi.  II  s'en- 
suit  necessairemeut  : 1°  que  la  vitesse  r du  mobile  reste 
coustanle,  e’est-a-dire  que  son  mouvement  est  uniforme ; 
2“  que  la  force  centrifuge  qui  sc  developpe  dans  le  mouve- 
ment du  point  constituc  a elle  seulc  la  pression  de  ce  point 
sur  la  surface,  et  que  par  consequent  cette  force  centrifuge 
est  dirigee  normalement  a la  surface,  en  cliaquc  point  de  la 
trajectoire  du  mobile.  Si  Ton  observe  maiutenant  que  la  force 
centrifuge,  egale  et  contraire  a la  force  centripete  (§  128), 
est  toujours  dirigee  dans  le  plan  osculatcur  de  la  trajectoire, 
on  en  conclura  quo , dans  le  cas  particulier  qui  nous  oc- 
cupe,  la  triqectoire  jouit  de  cette  pmpriete  que , en  chacun 
de  ses  points,  son  plan  osculatcur  passe  par  la  normale  a la 
sui’face  en  ce  point  : cette  propritHe  est  preciseinent  celle 
qui  caracterise  les  lignet  ge'ode'fiquet  de  la  surface.  Ainsi, 
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lorsqu’un  point  materiel,  assujetli  it  rester  siir  iiiip  surface 
fixe,  sc  ineut  sur  cette  surface  sans  t'ti’e  soumis  it  I’actiun 
d’aucune  force , il  parcoiirt  uniformi'ment  une  ligne  gf^ode- 
siquc  de  la  surface. 

Tous  les  theorenies  elablis  dans  U‘s  paragraphes  113  ^ 120, 
sur  le  mouvement  d’un  point  materiel  libre,  sont  applicables 
au  mouvement  d’uii  point  materiel  assujetti  it  rester  sur  une 
surface  fixe , a la  condition  de  joindre  a la  force  F directe- 
ment  appliquee  a ce  point  materiel,  la  reaction  N qu’il 
^prouve  de  la  part  de  la  surface,  et  do  cousiderer  le  mouve- 
menl  comme  s’efl’ectuant  sous  Faction  de  la  resultante  de  ces 
deux  forces.  I’armi  ces  thdoremes,  nous  rappellerons  seule- 
ment  les  deux  suivants,  dans  lesqiiels  la  reaction  N n'entre 
pas,  en  raison  de  ce  quo  la  tangeiite  ii  la  trajectoire  est  tou- 
jours  perpendiculaire  it  sa  direction. 

1*  L’accroissement  de  la  quantitc  de  mouvement  du  point 
mobile,  pendant  uii  temps  (|uelcoii(|ue,  est  egal  5 I'impiilsion 
de  la  composante  tangentielle  de  la  force  F,  pendant  ce 
temps. 

2“  L’accroissement  de  la  force  vive  du  point  materiel, 
pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque,  est  egal  au  dou- 
ble du  travail  de  la  force  F,  pendant  ce  temps. 

Enfin  nous  pouvons  dire  encore  ici,  comme  dans  le  cas 
d’un  point  mattM'iel  assujetti  ii  rester  sur  une  courbe  lixe 
(§129),  que  Foil  n’a  pas  besoin  de  se  pivoccuper  de  la  reac- 
tion N de  la  surface,  pour  pouvoir  appliquer  au  mouvement 
du  point  materiel  ce  qui  a eU*  dit  dans  le  § 119.  Si  les  com- 
posantes  X,  Y’,  Z,  de  la  force  F sont  les  derivecs  partielles 
d’une  foDCtion  des  coordonnees  x,  y,  z du  mobile,  prises 
par  rapport  a chacune  de  ces  variables  , on  pourra  consi- 
d^rer  les  surfaces  de  niveau  dont  il  a ete  question  (§  119) ; 
et  ces  surfaces  de  niveau  joucront , par  rapport  au  mouve- 
ment du  point  materiel  assujetti  si  rester  sur  une  surface 
fixe,  le  m^me  rdle  que  si  ce  point  materiel  etait  enti^rement 
U. 


r 
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libre,  tout  en  elanl  soumis  a faction  dc  la  menu*  force  h . 

g 135.  Exemple  du  Biouvement  d’un  point  nialeplel 
OMMujotli  A pester  sap  une  supfnee  Use.  Penduh 
coniqtie.  — Loi'squ’uii  peiidule,  tel  que  ccliii  quo  nous  avoiis 
considere  dans  le  § 132  , a etc  ccarte  de  sa  position  dVqni- 
libre,  ct  qu’aulieu  de  rabandonner  a lui-meme  sans  vitessc 
initiale  , on  le  lance  dans  uue  direction  quelconque  , son 
inouveincnt  ne  sVffectue plus  dans  un  plan  vertical;  ce  pen- 
dule  se  meut  en  tournant  autour  de  la  verticale  menee  par 
le  point  de  suspension  , et  en  ineinc  temps  il  s approche  et 
s’eloigne  alternativement  de  cettc  verticale,  avec  laquelle  il 
lie  coincide  dans  aucune  position.  Dans  cc  cas  il  pi  end  le 
noni  dc  pendute  conique. 

Il  est  Clair  que  le  point  niattM  iel  qui  termine  un  pareil 
pendule  pent  etre  regarde  coninic  etant  assujetti  ii  rester  sur 
la  surface  d’une  sphere  ayant  pour  rayon  la  longueur  dii 
pendule, et  pour  centre  son  point  de  suspension.  La  pression 
normale  du  mobile  sur  la  surface  de  la  sphere  se  tronve  ici 
remplacee  par  la  tension  du  lil. 

Rapportons  les  diverscs  positions  du  mobile  a trois  axes 
coordonnes  rectangiilaires  passant  par  b;  point  de  suspension 
du  pendule  , et  supposons  ((ue  run  dc  ces  axes , I’axe  de  z. 
soit  dirige  verticalement  et  dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Si 
nous  designons  par  \ la  tension  du  (il,et  par  I sa  longueur, 
nous  auronspour  les  equations  diflerentiellesdu  inoiivement 
du  point  materiel  qui  le  termine  (§121) 

iC-x  _ Nx  (fl) 

(/(»  ~ ml’  dt'^  ~ ml  ' di''  ^ ml' 

Ces  trois  equations  ne  peuvent  pas  sufTire  pour  determiner 
X,  y,  et  z en  fonction  de  /,  puisqu’elles  contiennent  ime 
qiiatrieme  quantite  X qui  est  egalement  une  fonction  in- 
connue  de  t.  Mais  nous  savons  en  outre  que  le  mobile  doit 
rester  sur  la  surface  de  la  sphere  dont  le  centre  est  a I’ori- 


Digitized  by  Google 


tQ.  tT  MOl  V.  n’l  N PdlMT  MAT.  yi  l n'kST  PAS  LinRE.  213 

gine  des  coordonnces,  cl  donl  Ic  rayon  csl  / .•  t,  y,  z doivciil 
done  satisfaire  a rcqiiation  de  colic  sphere,  qiii  csl 

•p’  + y’  + = P-  (b) 

Celle  nouvellc  c<]ualioii , joiiilc  aux  Irois  priici-dciiles,  per- 
mcllra  de  delermincr  Ics  (piaire  I'onclioiis  iiicoiinucs  jc,  y, 
z,  el  N. 

Si  nous  eliniinons  ,\  cnlrc  Ics  deux  prcinicrcs  cqualiuns 
(rt),  nous  irouvons 

(S}y  <Px 

X — — — « — o . 


equalioii  qni  s'inlcgrc  imincdialcniciil  cl  donne 


= G, 


(0 


C ctant  une  conslantc  arbilraire.  Celle  equalioii  (c)  n’esi 
aulre  chose  que  cclle  qii’oii  obliendrail  en  appliquanl  le 
ihcoremc  des  aircs  (§  115)  an  nioiiveincnl  de  la  projcclion 
du  poinl  mobile  sur  le  plan  des  x y,  aiusi  qu’on  pcul  s'en 
assurer  facilcmcnl ; le  iheoremc  des  aircs  esl  applicable,  eu 
eflel,  dans  ce  inouvemenl  projelc , puisqiie  la  resullaiile  des 
forces  M el  mg,  qui  agissenl  sur  le  poinl  maleriel  dans  I’es- 
pace,  esl  loujours  dirigee  dans  le  plan  qni  passe  par  ce  poinl 
maleriel  el  par  la  verlicale  du  poinl  de  suspension. 

£u  mulliplianl  Ics  Irois  equations  (a)  respeclivemenl  par 
dx,  dy,  dz,  el  les  ajoulanl  ensnile  membre  ii  membre,  on 
irouvc 


dx  d‘‘x  -1-  dy  d}y  + dz  drz 

di* 


gdz  — — {xdx  + ydy-\-zdz)'. 


mais  en  diCTercnliaut  requalion  (A),  il  vienl 
X dx  + y dy  z dz  = o : 

lequalion  que  nous  venous d’oblenir  se  reduil done  a 
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rfx  (fx  +dy  (Py  + dz  d}z 

do 


= gdz. 


En  rinlrgrant,  die  donne 


rfx’  -1-  dy’  -1-  dz’ 

do 


= 2gz  + C\ 


C elant  une  nonvdle  constante  arbitraire.  Nous  aurions  pu 
ecrire  inuncdialemciit  cette  equation  (d),  en  appliquant  le 
theoreme  des  forces  vives  au  mouvemenl  du  poini  materiel 
dont  nous  nous  occupons  (§  134);  la  constante  C'  aurait  ete 
remplacee  par  I’expression 

Po’  — igz, , 

dans  laquelle  Vo  rcpresentc  la  vitesse  initialc  du  mobile,  et  z, 
la  valeur  initialc  dc  sa  coordonnee  verticale  z. 

Les  trois  equations  (A),  (e),  (d),  ne  contenant  pas  N, 
pcuvent  dtre  employees  pour  determiner  les  valeui’s  des  trois 
coordonnees  x,  y,  z,  du  mobile  en  fonction  dc  t.  Mais  nous 
les  modifierons,  en  y remplaijant  x et  y par  des  coordonnees 
polaires,  dans  le  plan  horizontal  des  x y.  Si  nous  designons 
par  r le  rayon  vecteur  mene  de  I’origine  des  coordonnees  a 
la  projection  horizontale  du  mobile  , et  par  0 Tangle  que  ce 
rayon  vecteur  fait  avec  I’axe  de  x,  nous  aurons 

x’  4-  y’  = »•’, 

xdy  — y dx=r’d9, 

dr’  4-  dy’  = dr’  4-  r*  dS’  : 

en  consequence  les  equations  (A),  (c),  (d),  deviendront 
r’4-r’  = /’, 

dr’4-r’d0’4-dz’ 

di^ 


2yz4-C'. 


(0 
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Ell  eliiiiiiianl  r el  0 enlre  ces  equations  (e)  on  trouve  faci- 
iement 


(/t  = ± 


Idz 

— 2’)(2yj-hC')  — C»’ 


(/) 


el  par  suite  on  a 
M=± 


Cldz 


(9) 


Dans  Ics  valeiirs  dc  dt  el  </0  le  signe  + convient  aii  cas  ofi 
le  mobile  descend , cl  le  signe  — au  cas  oil  il  monte.  Les 
equations  (/)  et  (g)  elanl  iiilegrt'-es,  on  aura  / et  0 en  fonc- 
tion  de  z;  et  commc  on  a dejii  r en  fonction  de  z par  la 
premiere  des  e(iiiatioiis  (e),  la  question  se  Irouvera  comply 
lement  resolue.  On  doit  obsencr  que  I’integration  des  equa- 
tions (/)  et  ((/)  ne  pent  s’elTectner  que  par  les  miHhodes  de 
quadrature  approximative , on  bien  ni  ayant  recoui's  aux 
fonclions  elliptiques. 

Pour  determiner  la  tension  \ dii  til , mnlliplions  les  trois 
equations  (o)  respectiveinent  par  r,  y,  z,  puis  ajoutoiis-les 
niembre  a membre;  il  viendra 


x(Px-\-y(Py  4-  zd^z 
d? 


N x'+y'‘+z^ 

m i 


-hgz. 


Mais,  en  diircM-entianl  deux  fois  I equation  (A),  on  trouve 
.r  {Px  -f-  y(Py  -f-  ^ d.r*  4-  rfy’  4-  dz* 

r elanl  la  vitesse  dii  mobile  il  tin  instant  quelconque;  la  re- 
lation qu’on  vient  d’obtenir  devient  done 
, Nl 

— r’  = hg:, 

m ' 


d’oii 


m v*  2 

N = -j-4-w3t. 
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Cette  valeur  dc  N aurait  pu  ^tre  ecritc  immediateniciit, 
d’apres  ce  qui  a ete  dil  (§  134)  relativenient  a la  pressioii 
exercec  par  un  point  mobile  sur  la  surface  sur  laqucllc  il  est 

assujetti  a resler ; il  est  aise  dc  voir  cn  elTet  que  mg  J est 

la  projection  du  poids  mg  snr  la  normale  a la  sphere  au 

. . . . .. 

point  ou  sc  trouve  le  mobile,  et  que  est  la  projectio  nde 

la  force  centrifuge  de  ce  mobile  sur  la  meme  normale. 

§ 136.  Si  Ton  egale  a zero  la  quantite 

(2<^2  + C')-C* 


qui  se  trouve  sous  les  radicaux,  dans  Ics  equations  difleren- 
tieJIcs  (/■),  (gr),  on  a line  equation  du  Iroisiemc  degre  en 
z qui  a loujours  une  racine  reelle  comprise  entre  — / et 
— 00  . Les  deux  autres  racines  de  cette  equation  sont  neces- 
’ sairement  reelles  et  comprises  entre  — / el  + / ; car,  sans 
cela  , les  valeurs  de  dt  et  </0  correspondant  a une  position 
quelconque  du  point  mobile,  seraient  imaginaircs.  La  valeur 
initialc  z,  de  la  variable  z doit  meme  d'tre  toujours  comprise 
entre  ces  deux  dernieres  racines,  qui  forinent  les  deux  limites 
entre  Icsquelles  z varie  periodiquement. 

Soil  9c  Tangle  que  la  direction  dc  la  vitesse  initialc  du 
mobile  fait  avee  la  pcrpendiculaire  au  plan  vertical  mene 
par  la  position  initialc  de  ce  mobile  et  par  Ic  centre  de  la 
sphere.  Si  Ton  decompose  la  vitesse  r„  en  deux  compo- 
santes  rcctangulaires,  dont  Tunc,  egale  a r„cos«,  soil  di- 
rigee  suivant  ceite  perpcndiculairc,  el  que  Ton  se  reporle 
il  la  signifleation  de  la  constanie  (',  on  aura  evidcmmeiit 

C = r„e„cosa, 

r„etanl  la  valeur  iiiiliale  dc  valeur  qui  est  (‘gale  ii  V /' — zj. 
On  a d'ailleurs , cumnie  nous  Tavoiis  dil  precedemuieul , 

C'  = r„*  — 
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D'upres  res  valcurs  des  coiistaiites  C el  C',  I’equatioii  du 
iroisieme  degre  doiit  on  virnt  de  parler  prut  s’rcrirc 
ainsi 

2jc’+(Po*— 2jrr,)  z’ — 2</<*2+r„»p„»cos*a— (r,,*  — 2gz„)  l*=ol 

el  I’on  pent  verilier  qu’en  effet  elle  a unc  racinc  comprise 
cnlre  — / el  r„,  el  unc  aiilre  comprise  enlre  z,  el  + 1. 

(>herchons  qnclles  doivent  011*0  Ics  circoustances  initiales 
dll  inouvement  dc  noire  point  mobile,  pour  qu'il  parcoure 
un  cercle  horizontal  de  la  sphere  sur  laquelle  il  est  assu- 
jelti  a rester,  c’esl-ii-dire  pour  quo  le  pendule  dont  il  fail 
panic  deci’ive  un  cdne  dc  revolution  ayant  pour  axe  la 
venicalc  menee  par  son  point  de  suspension.  II  est  clair 
qtie,  pour  cela,  il  faiit  qiie  les  deux  racines  de  I’cquation 
ei-dessus,  entre  lesquelles  z varie  periodiqnement,  devien- 
nent  toutes  deux  cgales  a 2,.  Exprimons  done  que  cette 
equation  et  sa  derive;  sont  satisfaites  I’line  et  rantre  quand 
on  y remplace  z par  z„,  et  cela  nous  fournira  la  solution 
dc  la  question  proposee.  On  trouve  ainsi  qu’on  doit  avoir 


La  seconde  des  equations  (e)  donne  dans  ce  cas 


0„etant  la  valeiir  initiale  de  0,  re  qui  montre  que  le  mou- 
veincnl  du  pendule  est  uniforine  , el  qu’il  met  un  temps 
egal  a 


pour  faire  un  lour  eutier  aulour  de  la  verlirale. 

§ 1.17.  Cherrhons  eiiroie  a nous  rendre  coinple  de  la 
manierc  dout  s’elTerlue  le  niouvemeiil  du  pendule  ronique, 
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dans  lo  cas  oil  cp  pendiile  fail  toiijoiirs  un  petit  angle  avec 
la  vertiealc.  Pour  cela  , nous  regarderous  r comme  restanl 
toujours  petit  par  rapport  a / ; el  en  developpant  en  serie 
la  valeur  de  z en  fonction  de  r fournie  par  la  premiere 
des  equations  (e),  nous  reduirons  celle  valeur  a ses  deux 
preniiei's  termes , ce  qiii  nous  donnera 


Kempla^ons  z par  eelte  valeur  dans  Ics  deux  dernieres 
equations  (e)  j mettons-y  en  niemc  temps  pour  C el  C'  les 
valeurs  indiquces  prccedemmcnl  (§  136),  et  supposons 
que  « soil  mil,  ee  qui  esi  toujours  permis,  car  cela  revicnt 
ii  admcttre  quo  le  mobile  part  d'lin  des  points  dc  sa  ira- 
jectoire  qui  correspondent  au  maximum  ou  au  minimum  de 
z : nous  aiirons  ainsi,  pour  diitermincr  r el  0 en  fonction 
dc  /,  les  equations  diffcrenticiles 


donl  la  seconde  se  reduit  a 


rfr’ 

dt* 


d( 


. ..  . » nr>  . . . 

en  negligeanl  le  terme  ^ qui  est  du  meme  ordre  de 


grandeur  que  ceiix  que  nous  avons  deja  negliges  dans  la 
valeur  de  z.  L’eliminalion  de  d/  entre  ces  deux  equations 
differentielles  conduit  a la  relation 


rf0  = 


r„  e„  dr 
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d'oii  Ton  tire  facilemenl 


puis,  cn  integrant  et  supposant  que  0 soil  nul  pour  /=.o, 


r» 


cos20, 


= cos’O  -f- sin’f 
rj 


On  voit  par  la  quo  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
que  decril  Ic  mobile  est  unc  ellipse  dont  les  deux  demi-axes 

sont  roPl  Vo\/L.  La  projeeiioii  horizontale  du  mobile  de- 

crivant  celte  ellipse  confurmenient  au  theoremo  dcs  aires, 
qu’exprinic  la  secondc  des  equations  (e),  on  obtiendra  le 
temps  employe  par  le  pendule  a faire  une  revolution  com- 
plete autour  de  la  vertictile,  en  divisant  I’aire  de  I’ellipsc, 

ou  7:r„r„y  i.,  par  I’aire  decrite  dans  runile  de  temps,  qui 
^ 9 

est  4 C oil  r r„  r„  ; on  trouve  ainsl 


pour  ce  temps  d’une  revolution  complete  du  pendule  co- 
nique.  On  pent  observer  quo  cette  expression  est  indepen- 
dante  de  la  vitesse  initiale  r,,  en  sorte  qu’elle  convient  ega* 
lement  au  cas  oil  Ton  aurait 


Digitized  by  Google 


220 


I.1VRE  II.  — DY.>AMIQl’K.  l>HKMltRE  PARTIE. 


p„  = o; 

c’est-a-dire  qu’ellc  repiescnte  le  temps  employe  par  uii 
pendiile  circulaire  de  longueur  / a fairc  deux  oscillations 
completes,  cii  supposant  que  ces  oscillations  aiciU  ime 
amplitude  tres-petite  : on  retrouve  ainsi  la  formule  cpii 
donne  la  duree  des  petites  oscillations  dn  pendulc  circulaire 
C§  132). 

§ 138.  Force  d’incrlic.  — Dans  ce  qiii  precede,  nous 
avons  considere  le  mouvement  d'uii  point  materiel  coniine 
etaiit  assujetti  a satisfaire  a certaines  conditions ; nous 
avons  suppose*,  ou  bien  que  cc  point  materiel  etait  obligi*  dc 
se  moiivoir  suivaut  une  trajectoire  diHermince  (§§  127  a 
133),  ou  bien  que  sa  trajectoire  etait  necessairement  situee 
sur  une  surface  donnee  (§§  134  a 137).  .\llons  plus  loin,  et 
supposous  qu'iin  point  materiel  A soit  oblige,  par  sa  liaison 
avec  un  autre  corps  B en  mouvement,  non-seulemcnt  de  de- 
crire  une  trajectoire  donnee,  mais  encore  de  parcoiirir  cette 
courbe  avec  des  vitesses  succt?ssives  dont  la  loi  est  entiere- 
ment  determinee.  Pour  fixer  les  idecs,  nous  pouvons  ima- 
giner  qu’il  s’agisse,  par  exemple,  d’lin  corps  que  Ton  tient 
dans  la  main,  et  aiiqiiel  on  donne  un  mouvement  ipiel- 
conque,  sans  rabandonner.  Ce  point  mati'riel  aiiqiiel 
nous  supposous  d’ailleurs  qu'auciine  force  ne  soit  direetc- 
nicnt  appliquee,  reagit  sur  le  corps  B qui  I’oblig'c  a se  moii- 
voir  ainsi,  e'est-a-dire  sur  la  main  qui  rentraine,  dans  le  cas 
de  I’exemple  qui  vient  d'cHre  indique.  La  reaction  qu’il 
exerce  dans  de  pareilles  circoiistances  constitue  ce  qn’on 
noinme  sa  force  d’inertie.  II  est  aise  d'en  troiiver  la  gran- 
deur et  la  direction. 

D’api  es  la  forme  de  la  trajectoire  que  deerit  le  point  ma- 
teriel A,  et  la  loi  dii  mouvement  qn’il  possedo  sur  cette 
courbe,  un  pent  truiiver  a cliaipie  instant  la  grandeur  et  la 
diiTCtion  de  la  force  qni  devrait  agir  sur  Ini,  s'il  etait  libre. 
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pour  liii  procurer  Ic  imune  mouvemeiit.  Celle  force  esl  diri- 
gec  suivanl  raccclerulioii  lolalc  du  niouvcmeiil,  cl  ellc  a 
pour  valeur  le  produil  de  racceleraliou  lolale  par  la  masse 
du  point  materiel  A (§  98).  Or,  celte  force  (pii  communi- 
querait  an  point  A le  memc  mouvement,  s’il  etait  libre,  n’est 
aulre  chose  que  I'aclioii  cxercee  sur  ce  point  par  le  corps  B 
qui  lui  domic  un  mouvement  obligaloire ; la  reaction  du 
point  materiel  .V  sur  ce  corps  li,  ou,  eu  d'autres  termes,  la 
force  d’inertie  du  point  materiel  A , cst  done  egale  et  con- 
traire  a la  force  doni  on  vient  d'indiquer  la  grandeur  et  la 
direction.  Ainsi  la  force  d’inertie  du  point  est  egale  au 
produit  de  la  masse  de  ce  point  par  raccehM’alion  dc  son 
mouvement,  et  ellc  esl  dirigec  en  sens  coiitraii'c  dc  cette 
acceleration.  II  est  clair  qu’elle  s’evalue  en  kilogrammes 
comme  Ics  aiiircs  forces. 

La  cousidcM'alion  de  la  force  d'inertie  presenle  quelque 
uliliie  dans  diverses  circonstances.  Donnons-en  un  exemple 
simple.  Si  Ton  tire  un  wagon,  au  moyen  d’unc  corde,  de 
manicrc  a lui  donner  un  mouvement  accclere  sur  iiu  chemin 
de  fer  rectiligiic  et  horizontal , la  corde  est  plus  tendue  qm' 
s'il  s’agissait  sculement  d’enlrctcnir  runiformite  du  mouve- 
ment du  wagon  ; la  resistance  exercee  par  le  wagon  sur  la 
corde  qui  Ic  tire  sc;  compose  dc  cclle  qu’il  cxercerait  s’il 
avail  un  mouvement  uniformc , cl  de  sa  force  d’inertie.  On 
peut  done  dire  que,  en  tiranl  la  corde  de  mauiere  a produire 
le  mouvement  accekh’c  du  wagon,  on  a a vaincre,  non-seu- 
lemcnt  les  resistances  qui  sc  devcioppent  dans  Ic  mouve- 
ment uniformc,  et  qui  sont  dues  aux  frollcments  dc  toutes 
sortes,  mais  encore  la  force  d’inertie  du  wagon.  Si  Ton  veut 
ralentir  le  mouvement  du  wagon  , en  le  lirant  en  sens  con- 
Irairc  dc  son  mouvement,  on  a encore  ii  vaincre  la  force 
d’inertie,  qui  agit  alors  dans  Ic  sens  du  mouvement. 

La  force  d’inertie  d’uu  point  materiel  en  mouvement  etant 
egale  el  contraire  a la  force  qui  devrail  agir  sur  ce  point 
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■aateriel  suppose  libre  pour  lui  fairc  prendre  te  mouvemeni 
qu'il  possede,  on  pout  la  rogurder  comme  etant  la  resultante 
dc  deux  forces  egales  el  conlraires  aux  cumposantes  tan- 
gentielle  el  normale  de  celle  dcrniere  force  (§  110).  La 
composante  tangentielle  de  la  force  d’inerlic,  qu’oii  designe 
souvent  sous  le  noni  de  force  d’inertie  tangentielle,  a 
dv 

done  pour  valeur  m , el  esl  dirigee  en  sens  conlraire  du 

...  . dr  . 

mouvemeni  ou  dans  Ic  memc  sens,  suivant  que  ^ esl  posi- 

...  . ..  ^ . ...  wip’ 

Ilf  ou  negatif.  Sa  composante  normale  esl  egalc  a ~y  , et 

esl  toqjours  dirigee  en  sens  conlraire  du  rayon  de  cour- 
bure  p de  la  trajectoire ; ce  n’est  autre  chose  que  la  force 
centrifuge  que  nous  avons  deja  trouvee  dans  le  cas  d’un 
point  materiel  assujelti  k se  mouvoir  sur  line  courbe  don- 
nee,  e'est-a-dire  dans  le  cas  oil  la  trajectoiiv!  elait  seule  obli- 
gatoire,  et  non  la  loi  du  mouvemeni. 

On  ne  doit  pas  oublicr  que  la  force  d'inertie  d’un  point 
materiel  est  une  reaction  cxcrcee  par  ce  point  sur  le  corps 
qui  I’oblige  a prendre  un  mouvement  determine,  et  qu'en 
consequence  cette  force  n’agil  pas  sur  le  point  materiel  iui- 
m^me. 
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§ 139.  Forces  «pp«rpnl«N  dauR  Ic  ■louvemcnl  rclo- 

tir.  — Si  I’un  rapportn  les  diverses  positions  qu’occupe  suc- 
cpssivement  un  point  mobile  a un  sysi^me  d’axes  qui  soicnt 
eux-m£nies  en  mouvement  dans  I'espace,  le  niouvement  ab- 
solu  de  ce  point  pent  ^tre  rcgarde  comme  resultant  dc  la 
composition  de  son  mouvement  pur  rapport  aux  axes  mo- 
biles et  du  mouvement  de  ces  axes  eux-in^mes.  Nous  avons 
vu  (§  80)  quo,  dans  ce  cas,  I'accelerution  j dans  le  mouve- 
ment  absolu  s'obtient  par  la  composition  de  trois  accelera- 
tions, qui  sont : 1°  I’acceleratioii  / dans  le  mouvement  d'en- 
tralnement , e’est-a-dire  dans  le  mouvement  dont  serait 
anime  le  point  mobile  s'il  restait  en  repos  relatif  dans  la  po- 
sition oil  il  se  trouve ; 2°  racccleration  j"  dans  le  mouvement 
du  point  par  rapport  aux  axes  mobiles;  3°  une  acceleration 
egalc  a 2cav''8iiia,  dirigee  perpendiculairemcut  au  plan 
qui  pass(>  par  la  vitesse  relative  v"  et  par  I'axc  instautane  dc 
rotation  des  axes  mobiles,  et  dans  le  sens  dans  lequci  I’extre- 
miu*  de  la  ligue  qui  represente  la  vitesse  relative  tourne 
dans  la  rotation  instantanee  autour  de  cct  axe.  Pour  elTec- 
tuer  la  composition  dc  ces  trois  accelerations , menons  par 
un  point  quelconque  A,  fig.  67,  une  droite  AH  egale  et  pa- 
rallele  a cellequi  represente  I’acceleration  relative/';  puis, 


Digitized  by  Google 


224  LIVRE  II.— DVNAMIQtF..  PREHlfcRE  PARTIE. 

par  le  point  B,  une  droile  BC  egale  et  parallele  a celle  qui 

reprcscnte  I’acccderatioii  d’en- 
trainement  /;  enfin,  par  le 
point  C,  une  droite  CD  egale 
et  parallele  a celle  qui  repre- 
sente la  iroisicme  acceleration 
2&)p''siiia ■;  la  droite  AD  i-e- 
presentcra  la  resultante  de  ces 
trois  acci’deralions  composan- 
tes,  e’est-a-dire  I’acceleration 
j dans  le  moiivemcnt  absolu. 

II  est  clair  que  I'accideration  repn^sentee  par  la  droite  A B, 
pent  t'trc  regardee  a son  tour  comnie  etant  la  resultante  de 
trois  accelerations  repr^ntdes  respcctivement , quant  4 
leiir  grandeur,  leur  direction  et  leur  sens,  par  les  trois  droites 
AD,  DC,  CB.  La  premidre  de  ces  trois  accelerations  n’est 
autre  chose  que  I’acceleration  j dans  le  inouvement  absolu ; 
et  les  deux  autressont  egalcset  contraii'esaiix  accelerations 
J et  2ur''siiii9(  que  nous  avons  considerees  precedemment. 
Done  I’acceleration  dans  le  mouvemeiit  relatif  d’un  point 
par  rapport  a des  axes  mobiles,  s'obtient  en  composant  I’ac- 
celeration  dans  le  mouvement  absolu  du  point,  avec  deux 
accelerations  egales  et  contraires  a ces  deux  accelerations 
j'  et  2Mr"sina. 

Supposons  que  le  point  mobile  dont  nous  nous  occupons  soit 
un  point  matdriel  de  masse  m.  La  foire  qui  agit  sur  ce  point  ma- 
teriel determine  I’acceleration  j dc  son  mouvement  absolu  ; 
elle  est  egale  4 mj,  et  a la  mdme  direction  et  le  mdme  sens 
que  I’acceleration  j (§§  95  et  98).  L'acceleration  dans  le 
mouvement  relatif , etant  differente  de  l’acceleration  j dans 
le  mouvement  absolu , un  observateur  qui  participe  an 
mouvement  des  axes  mobiles,  doit  voir  le  point  matdriel  se 
deplacer  comme  s’il  etait  soumis  a Taction  d’line  force  autre 
que  celle  qui  agit  reellement  sur  lui ; il  doit  lui  sembler  qne 


B 
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ce  point  matoriel  est  soumis  a I’action  d'uiie  furre  egale  a 
mf,  ayant  la  mi'me  direction  et  le  mcme  sens  que  I’accel^ 
ration  Mais  cette  nnime  acceleration  /'pouvant  s'obtenir 
par  la  composition  de  I’accelerationy  avec  deux  accelerations 
egales  et  contraires  a / et  2o)r"sina,  la  force  mj"  dont 
nous  Tenons  de  parler  se  trouvcra  egalemcnt  en  composant 
la  force  mj  dirigee  dans  le  sens  de  I'acceleration  absolue  j, 
avec  deux  forces  mj'  et  2mwr"sins£  dirigees  en  sens  con- 
traire  des  accelerations  j'  et  2o>v"sina.  II  s'ensuit  que, 
pour  I’observateur,  qui  ne  voit  que  le  mouvement  relatif  du 
point  materiel,  et  qui  croit  que  c’est  un  mouvement  absolu, 
les  choses  se  passent  comme  si  ce  point  materiel  ctait  soumis, 
non  seulement  a la  force  mj  qui  lui  est  reeliement  appli- 
qu^e,mais encore aux deux  autres  forces  »v'et  2moD»''sin« 
dont  il  vient  d’etre  question.  Ces  deux  demicres  forces  sont 
ce  qu’on  nomme  les  forces  apparentes  dans  le  mouremeni 
relatif. 

La  premiere  de  ces  deux  forces  apparentes,  celle  qui  a 
pour  valeur  mj',  et  qui  est  dirigee  en  sens  contraire  de  I’ac- 
ccleration/,est  evidemment  egale  et  directement  opposeea 
la  force  qui  serait  capable  de  donner  au  point  materiel  uii 
mouvement  tel  qu’il  reste  en  repos  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles. Si  nous  nous  reportons  a la  definition  de  la  force  d’iner- 
tie  (§  1 38),  nous  verrons  que  cette  premiere  force  apparcntc 
est  prdcisement  la  force  d'inertie  du  point  materiel  dans  son 
mouvement  d’entralnement,  c'est-ii-dirc  dans  le  mouvement 
dont  il  serait  animd  s’il  ctait  lie  invariablemcnt  aux  axes 
mobiles  et  entraine  par  eux  dans  le  deplacemcnt  qu’ils 
iprouvent. 

La  seconde  force  apparente  a re<;-u  le  nom  de  force  cen- 
trifuge composee.  Pour  en  obtenir  la  valeur,  il  faut  conce- 
voir  que  le  deplacement  eldmentaire  des  axes  mobiles , qui 
s’effeclue  immediatement  apres  I’instant  que  Ton  considere, 
soit  decompose  en  une  rotation  autour  d’un  axe  instantane 

45 


Digitized  by  Google 


226  LITRE  II.  — DYMAHIQUE.  PREMIERE  PARTIE. 
passant  par  le  point  oil  se  trouvc  Ic  mobile  a cet  instant,  et 
en  unc  translation  egale  au  mouvcment  dc  ce  miime  point 
suppose  lie  aux  axes  mobiles ; si  co  est  la  vitesse  angulaire 
dans  la  rotation  dicnicntaire  ainsi  obtenue,  et  a I'anglc  que 
I’axe  instantane  autour  duquel  cette  rotation  s’elTectue  fait 
avec  la  direction  dc  la  vitesse  relative  v"  du  mobile,  la  force 
centrifuge  composee  a pour  valeur  2mwr"sina.  Dc  plus, 
cette  force  est  dirigee  perpcndiculaircment  au  plan  qui  passe 
par  la  vitesse  relative  o"  et  par  I’axe  instantane  de  rotation 
dcs  axes  mobiles;  et  ellc  agit  en  sens  contrairedu  sens  dans 
lequel  se  meut  I’extremite  de  la  ligne  qui  represente  la  vi- 
tesse relative,  dans  la  rotation  instantanee  autour  de  cet  axe. 

§ 160.  Equillbre  relatif  d’un  point  materiel.  — La 
thdorie  des  forces  apparentes  dans  le  mouvcment  relatif,  qui 
vient  d’etre  exposee  dans  le  paragraphe  precedent,  convient 
en  particulicr  au  cas  oil  le  point  materiel  que  Ton  considcre 
se  meut  de  manierc  a conserver  constamment  la  inline  posi- 
tion par  rapport  aux  axes  mobiles,  e’est-a-dire  au  cas  oil  il 
est  en  equilibre  relatif.  Dans  ce  cas,  la  vitesse  relative  v" 
du  point  mobile  etant  nulle , la  force  centrifuge  composee 
2ma>t7"siiia  est  aussi  nulle;  et  la  force 
d'inertic  correspondant  au  mouvcment 
d'entralnement  est  la  seulc  force  appa- 
rente  qu’on  doive  joindre  a la  force  reel- 
Icinent  appliquec  au  point  materiel , 
pour  qu’on  puissc  assiinilcr  son  dquili- 
bre  relatif  a un  equilibre  absolu. 

Pour  donner  un  exemple  d’equilibre 
relatif,  considcroiis  le  mouvcment  uni- 
forine  de  revolution  d'un  pcndule  coni- 
que  .VC,  fig.  68,  autour  dc  la  vcrticale 
AB  mcnce  parson  point  dc  suspension, 
mouveniciit  dont  nous  noussomincs  deja 
occupes  (§  136).  Si  nous  rnpportons  le  point  materiel  qui 
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termine  Ic  pendiilc  h des  axes  mobiles  animds  du  mc'mc  niou- 
A-ement  dc  rotation  autour  de  la  verticale  AB,  il  pourra  t'trc 
regarde  comrae  en  equilibre  par  rapport  »;es  axes;  et  on 
exprimera  cel  equilibre  relatif  en  ('crivant  que  la  r^sultantc 
du  poids  mg  du  point  materiel  et  de  la  force  apparente  qu'on 
doit  joindre  ^ ce  poids  d’aprfes  cc  qul  prdcddc,  est  dirigde 
normalement  a la  surface  spherique  sur  laquelle  le  point 
materiel  est  assujetti  i rester.  Or,  cette  force  apparente  se 

Mjr* 

reduit  ici  a la  force  centrifuge  — — , corrcspondant  au  mou- 

vement  circulaire  et  uniforme  du  point  materiel  suppose  lid 
invariablement  aux  axes  mobiles  et  entraine  par  eux  dans 
leur  rotation  autour  de  A B.  Prenons  done,  sur  la  verticale 
du  point  C,  line  longueur  CE  egale  a mg\  puis,  sur  le  pro- 
longemcnt  du  rayon  CD  du  cercle  que  decrit  le  point  C,  uue 

longueur  C F egale  ^ : la  diagonale  C G du  parallelo- 

r 

gramme  construit  sur  les  lignesCE,  CF,  doU  etre  dirigee 
dans  le  prolongement  du  fil  de  suspension  AC,  qui  n’est 
autre  chose  que  Ic  rayon  de  la  sphere  sur  laquelle  le  point  C 
est  oblige  de  rester.  D’aprds  cela  on  a la  proportion 
^ AD 
KG  “ DC  ’ 

si  Ton  y remplace  les  diverses  lignes  par  leurs  valeurs , et 
qu’on  resolve  ensuite  par  rapport  a la  vitesse  r du  point  ma- 
tdriel,  on  en  ddduit 


rdsnitat  conforme  ^ ce  que  nous  avions  trouve  precedem- 
ment. 

§ lAl.  Mouvement  relatif  d’un  point  matdriel.  — 

La  thdorie  exposce  dans  le  § 1.19,  montre  que  lout  mouve- 
meut  relatif  d’un  point  mau'-ricl  pent  etre  traite  coinme  un 
15. 
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mouvement  absolii,  a la  condition  de  joindre  au\  forces  qui 
agissent  r^ellement  sur  le  point  materiel,  les  deux  forces  ap- 
parentes  dont  nous  avons  diTini  la  grandeur,  la  direction  et 
le  sens.  Tons  les  tlieoremes  qui  onl  ete  etablis,  pour  le  mou- 
veinent  absolu  d’un  point  materiel  libre,  sont  done  applica- 
blcs  au  mouvement  rclatif,  en  tenant  compte  de  ces  deux 
forces  apparentes.  II  est  completenient  inutile  que  nous  pas- 
sions en  revue  ces  divers  thcoremes,  pour  fairc  voir  ce  qu'ils 
deviennent  quand  on  les  appli(]uc  a un  mouvement  relatif. 
Aous  nous  contenteroiis  de  dire  que,  dans  le  cas  du  tlieoreme 
des  forces  vives  (§§  116  et  119),  la  force  centrifuge  coni- 
posee  disparallra  toujours  d’elle-nit^me,  et  on  pourra  raison- 
ner  sans  en  teiiir  aucun  compte ; parce  que,  cette  force  etant 
dirigee  perpendiculairement  a la  direction  de  la  vitesse  re- 
lative du  point  mobile,  son  travail  sera  toujours  nul  (§117). 

Les  theor^mes  etablis  pour  le  mouvement  absolu  d'lin  point 
materiel  assujetti  a rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  sur- 
face fixe , sont  egalement  applicables  au  mouvement  relatif 
d’un  point  materiel  assujetti  a rester  sur  une  courbe  ou  sur 
une  sui  face,  i la  condition  de  joindre  les  forces  apparentes  ci- 
dessus  indiquees  aux  forces  qui  agissent  recllcment  sur  ce 
point;  inais  il  faut  pour  cela  que  la  courbe  et  la  surface  dont 
il  s'agit  soient  fixes  relativcment  aux  axes  mobiles  auxquels 
on  rapporte  les  diverscs  positions  du  point  materiel,  c’csl-a- 
dire  qu’elles  participent  au  mouvement  dont  ces  axes  sont 
animes. 

Considcrons  en  pai  tictilier  le  mouvement  d’un  point  ma- 
teriel libre  par  rapport  a des  axes  qui  sont  animes  d’un 
mouvement  de  translation  dans  I’espace.  D’apres  la  nature 
du  mouvement  des  axes  mobiles  , la  vitesse  angulairc  w qui 
entre  dans  I’expression  de  la  force  centrifuge  composee,  est 
egale  a ziu'o  : cette  force  centrifuge  composee  est  done  nulle, 
et  des  deux  forces  apparentes,  qu’on  doit  joindre  aux  forces 
rcclles  pour  pouvoir  traiter  le  mouvement  relatif  comme  un 


Digitized  by  Google 


KytlL.  hT  MOIV.  RKLATU'S  I)’lN  IMM.NT  MATKHIEL.  229 

inouveincnt  absolu,  it  lie  reslc  que  la  force  (Tiiicriie  corres- 
poiidaiit  au  iiiouvcmeiil  (reiilraiiieiiieiit.  Soient  Xi,  yi,  Zi, 
les  coordoiiiiees  de  t'origiiie  des  axes  mobiles,  rapportecs 
a un  systeme  d’axes  fixes  auxqiiels  ces  axes  mobiles  resleiit 
constamment  paralleles.  L'acceleration  totale,  dans  le  mou- 
vemeiit  d’entrainement,  a evidemmeiil  pour  eomposaiites  pa- 
ralleles aux  axes,  les  quantiles 

d}xi  d^yt  iPzi 

~dF  ’ ~di^  ’ IF  ’ 

en  sorte  que  les  <;omposantes  de  la  force  d’inertie  du  point 
materiel  de  masse  m , dans  ce  mouvement  d’entraluement, 
sont 

d’x'i  (Tvi  d^z\ 

— m —nr  » — ”*  -jV  » — »»  -rr  • 
dt’  di’  ’ dt* 

Si  Ton  designe  par  ri,  les  coordonnces  du  point  mate- 
riel par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  par  X,  Y,  Z,  les  com- 
posantes,  suivant  ces  axes  , de  la  resultante  des  forces  qui 
sont  appliquees  a ee  point,  on  aura  (§  121)  les  equations 
differentielles  suivantes , pour  determiner  son  mouvement 
relatif 


d s 

d}x\ 

m _■’  = X — m 
dt 

li^  ’ 

d'r. 

d’yi 

m~  — \ — m 
dt 

dt>  ’ 

(Pzt 

m — — = Z — m 

IF  ■ 

dt 

On  aurait  pu  trouver  immediatement  ces  equations  diiTcM-en- 
tielles,  sans  s’appuyer  sur  la  thcorie  des  forces  apparentes 
dans  les  mouvcments  relatifs,  en  partant  des  equations  dif- 
fcrcnticlles  du  mouvement  absolu  (§  121  ),  et  remarquant 
que  les  coordonnces  absolucs  x,  y,  z,  du  point  mobile  sont 
re  spectivemenl  egales  a5-l-a’i,»;-l-yi,?-l-^i- 
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Si  les  axes  mobiles , auxqucis  on  rapporte  les  positions 
successives  du  point  materiel,  sont  animcs  d’un  mouvemenl 
de  translation  recliligne  et  uiiil'orme,  non-sculeinent  la  forec 
centrifuge  composce  est  nulle,  mais  il  en  est  dc  meme  de  la 
force  d’inertie  corrcspondant  au  mouvemenl  d'entrainement ; 
puisquc,  dans  un  mouvcmcnt  rectilignc  cl  unifornie,  I’acce- 
leration  totalc  est  constammcnt  nulle.  II  n'y  a,  dans  ce  cas, 
aucune  force  apparente  ill  joindre  aiix  forces^  reelles  , pour 
que  le  moiivcment  relatif  puissc  (Urc  traite  comme  iiu  mou- 
vement  absolu.  Les  equations  diflcrenlielies  soul  les  memes, 
qu’il  s’agisse  du  mouvcmcnt  absolu  ou  du  mouvement  re- 
latif. 

§ itv2.  Moaveiiieiit  relatif  de  dewx  points  materlels 
qnl  ne  sont  sonmls  qu’d  leurs  aetiontt  mutnelles.  — 

Deux  points  malcriels  A , B,  cn  mouvement,  n'etant  soumis 
qu’aux  actions  egales  et  contraircs  qu’ils  excrcenl  I’un  sur 
I’autre , concevons  que  le  point  B soit  rappoite  a un  systeme 
d’axes  coordonnes  qui  so  meuvent  parallclcment  it  eux- 
mOmes  de  manierc  a passer  constammcnt  par  le  point  A : 
nous  allons  nous  proposer  de  determiner  le  mouvement  du 
point  B par  rapport  a ccs  axes  mobiles.  Soient  m la  masse 
du  point  A , m'  cellc  du  point  B,  F la  force  it  laquclle  le 
point  B est  soumis  et  qui  emane  du  point  A,  r la  distance  des 
deux  points,  el  ?,  rj,  les  coordounees  du  point  B par  rap- 
port aux  axes  mobiles.  La  force  F est  dirigee  suivant  la 
liguc  droite  qui  joint  le  point  A au  point  B;  nous  suppose- 
rons  d'ailleurs  qu’clieest  attractive,  e’est-i-dire  qu’elle  tend 
£i  rapprochcr  le  point  B du  point  A ; il  sufliraii  de  changer 
son  signe  dans  les  equations  que  nous  allous  etablir,  pour 
que  ces  equations  convinssent  au  cas  oil  elie  serait  repul- 
sive. 

Les  composantes  de  la  force  F suivant  les  axes  coordonnes 
sont 
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-F-^  -F^ 

I*  r 


F? 


A ces  coniposantes  dc  la  force  qui  agit  i-eellement  sur  le 
point  B,  nous  devons  ajouter  Ics  composantes  dc  la  force 
d'inerlie  dc  ce  point  dans  son  mouvcincnt  d'cntralnement. 
Or,  la  force  qui  agit  sur  le  point  A est  egalc  et  conlraire  k 
celle  qui  agit  sur  le  point  B;  en  sorte  que  ces  composantes 
suivant  les  axes  sont 

fI,  F-,  F?. 
r r r 


L'acceleration  totale  du  inouveinent  absolu  du  point  A est 
done  la  resultante  de  trois  accelerations  dirigees  suivant  les 
axes  et  ayant  pour  valeurs 

Ik':, 

m r ji»  r »»  r 

Cette  acceleration  totale  etant  celle  du  inouveinent  d’entral- 
nement  du  point  B,  les  composantes  de  sa  force  d’inerlie  dans 
ce  mouvement  d'enlralnenieut  seront 


-r?, 

tn  r 


— F ' , F 3 . 

in  r m r 


D'apres  cela  les  equations  differentielles  du  mouvement  re- 
latif  du  point  B seront 


di'  \m  m / r 

Lorsque  Ton  connallra  la  loi  suivant  laquelle  la  force  F varie 
avec  la  position  que  le  point  B occupe  par  rapport  au  point 
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A,  on  n’aura  plus  qu’ii  iiitogror  les  iW|iiatiuiis  dilTi-rfiiliellos 
qu’on  viciit  d'ubUMiir,  pour  avoir  sous  forme  Gnie  les  equa- 
tions du  mouvenienl  relatif  du  point  B. 

II  est  aise  de  voir  quo  ce  inouvemeiit  relatif  du  point  B est 
de  meme  nature  que  le  mouvcment  absolu  dontil  seraitanime 
s’il  etait  soumis  a la  ineme  force  attractive  F emanant  d’un 
point  Gxe.  En  effet , si  Foil  mene  trois  axes  coordonncs  par 
ce  point  Gxe,  et  qu’on  dcsigne  par  x,  y,  z,  les  coordonnees 
du  point  B par  rapport  a ces  axes,  et  par  r la  distance  qui  le 
s^pare  de  I'origine,  on  aura  les  equations  diffcrentielles  sui- 
vantes,  pour  determiner  son  mouvcment  absolu 

d}x ^ p ® 

do  m'  r ’ 

_ 1 

do  m r ’ 

(Pz 1 2 

do  tn'  r * 

Ces  equations  difTtu’cntiellcs  ne  different  de  celles  qui  deter- 
minent  le  mouvenient  relatif  du  point  B,  par  rapport  aux  axes 
mobiles  passant  par  le  point  A,  qu’en  ce  que  le  facteur  con- 
1 1 

stant 1 : qui  multiplic  les  composantes  de  la  force  F,  y 

mm 

1 

est  remplace  par  le  facteur  — . Les  int^grales  de  ces  deux 

m 

systemcs  d'cquations  diffcrentielles  s'obticndront  done  de  la 
m(}me  maniere,  et  auront  exactenient  la  nii^me  forme. 

C.onsiderons  en  particulier  le  cas  oil  la  force  F varie  en 
raison  inverse  du  carre  de  la  distance  des  deux  points 
A et  B.  Le  mouvement  relatif  du  point  B par  rapport  a des 
axes  de  direction  constante  menes  par  le  point  A sera  de 
iiK'me  nature  que  celui  que  nous  avons  etudie  dans  le  § 124. 
Dans  ce  mouvement  relatif,  le  point  B ne  sortira  pas  d’un 
plan  nieiie  par  la  direction  de  sa  vitesse  relative  initiale  et 
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par  lo  point  A ; et  il  deciii  a dans  cc  plan  unc  si-clion  conique 
ayant  le  point  A pour  foyer. 

§ 1^3.  Lois  de  Kepler;  grnvUation  univeraelle. — 

L’tHudc  approfondie  du  mouvcnient  dcs  planetcs  autour  dti 
soleil  a conduit  Kepler  a recounaltrc  que  cc  mouvement  s’ef- 
fectue  d’apres  les  lois  suivantes  : 

Premiere  loi.  Les  planetes  decrivent  autour  du  soleil  des 
ellipses  dont  cet  astre  occupe  un  des  foyers. 

De\ixieme  loi.  Les  aires  des  portions  d'ellipse  parcourues 
successivcmcnt  par  le  rayon  vccteur  qui  joint  une  planete  au 
soleil,  sont  entre  elles  comme  les  temps  employes  a les par- 
courir. 

Troisieme  loi.  Les  carres  dcs  temps  des  revolutions  des 
planetes  autour  du  soleil,  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

C’est  en  partant  de  ces  lois  que  Newton  est  arrive  it  la  de- 
couverte  de  la  gravitation  unicerselle.  Nous  allons  voir 
comment  cette  grande  loi  de  la  nature  pent  se  deduire  de 
cclles  que  Kepler  avait  fait  connaltre. 

Dans  le  systemc  de  Copernic,  que  les  lois  de  Kepler  n’ont 
fait  que  completer,  on  regardait  le  soleil  comine  fixe.  Le 
mouvement  des  planetes  autour  du  soleil,  tel  qu’il  est  defini 
par  les  lois  de  Kepler,  etait  done  considcre  comme  itn  mouve- 
mentabsolu.  Pla^ons-nous  d’abord  a ce  point  de  vue,etvoyons 
quellcs  sont  les  consequences  qu’oii  pent  en  tirer.  De  ce  que 
I'orbite  de  chaque  planete  est  contenne  tout  entierc  dans  un 
plan  passant  par  le  soleil,  ct  de  ce  que  les  aires  dccrites  par 
le  rayon  vccteur  qui  joint  la  planete  au  soleil  sont  propor- 
tionnclles  aux  temps  employes  ii  les  decrire , nous  pouvons 
conclure  immediatement  quo  la  planete  se  meut  sous  I'action 
d’une  force  ipii  est  constamment  dirigee  vere  le  soleil  (§  H 5). 
Chaque  planete  decrivant  une  ellipse  dont  le  soleil  occupe 
nn  des  foyere,  il  en  resulte  necessairement : 1°  quo  la  force 
qui  liii  est  appliquee  tend  ii  la  rapprocher  du  soleil,  puisque 
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lu  concavity  de  sa  trajcctoiri*  est  louriiiie  vers  cet  astre; 
2°  que  cclle  force  varie  en  raison  invei’se  du  carre  de  la  dis- 
tance de  la  planetc  an  soleil  (§  124).  Eiifin,  si  nous  designons 
par  T la  dnrce  dc  la  revolution  d’line  planete  autour  du  soleil, 
et  par  F la  force  qui  determine  sou  mouvement;  et  si,  en 
outre,  nous  adoptons  les  notations  du  § 124,  nous  aurons 

_ 2it 

« ~ V)x  ’ 


d'oii 


4;r’a* 


et  par  suite 

1^  47T*a’  m 

a* 

inais,  d’apres  la  troisieine  loi  de  Kepler,  meine  va- 

leur  pour  les  diverses  planetes : done,  si  toutes  les  planetes 
etaient  ramences  a la  m^me  distanee  du  soleil,  les  forces 
telles  que  F qui  tendent  a les  rapprocher  du  soleil  seraient 
proportionnelles  4 leurs  masses.  On  pent  resumer  cesdilTe- 
rents  rdsultats,  en  disant  que  les  forees  qui  determinent  h‘ 
mouvement  des  planetes  sont  : 1“  dirigees  vere  le  soleil; 
2°  proportionnelles  aux  masses  des  planetes;  3"  inversement 
proportionnelles  aux  carres  des  distances  qui  existent  entre 
elles  et  le  soleil. 

Le  mouvement  de  revolution  de  la  liine  autour  de  la 
terre,  et  celui  des  satellites  de  Jupiter,  de  Saturne,  d’Uranus 
et  de  Neptune  autour  des  planetes  dont  ils  dependent,  mon- 
trent  que  ces  diverses  planetes  exercent  sur  leurs  satellites 
des  actions  analogues  4 celles  que  le  soleil  exeree  sur  les 
planetes ; elles  peuvent  done  attirer  le  soleil,  tout  aussi  bicn 
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qu’clies  sont  allirces  par  lui , et  aussi  elles  peuvent  s’attirer 
mutuellemrnt.  On  est  conduit  par  la  a I’idec  d'une  attraction 
s'exer<,-ant  d’une  inaniere  generale  entrc  deux  quelconques 
des  corps  qui  font  partie  dc  notre  systeme  planetaire,  et  il 
est  naturel  d’adinettre  que  cette  attraction  suit  les  lois  que 
nous  avons  trouvees  pour  les  actions  exercees  par  le  soleil 
sur  les  planeles. 

11  est  vrai  que,  des  que  Ton  admet  que  le  soleil  est  attire 
par  les  planetes  qui  I'entourent,  on  ne  pent  plus  le  rcgarder 
comme  fixe ; il  doit  se  mouvoir  par  suite  des  actions  qu'il  en 
eprouve,  et  par  consequent  les  lois  de  Kepler  se  rapportent, 
non  pas  au  mouvement  absolu  des  planetes,  mais  leur  mou- 
vement  par  rapport  a des  axes  de  direction  constante  meu^s 
par  le  soleil.  Les  deductions  que  nous  avons  tirees  de  ces 
lois,  en  regardant  le  soleil  comme  fixe,  nc  doivent  done  pas 
«^tre  considerees  comme  rigoureuscs.  Obsenons  cependant 
que  le  mouvement  rclatif  d’une  planeie  par  rapport  au  soleil, 
dans  le  cas  oil  ces  deux  corps  ne  seraieni  soumis  qu’a  leiirs 
actions  mutuelles,  doit  s’effecluer  suivant  les  memes  lois  que 
le  mouvement  absolu  dont  la  planete  serait  animee  si  le  so- 
leil  etait  fixe  et  qu’il  exergiit  sur  elle  la  meme  force  attractive 
(§  11(2);  en  sorte  que,  si  ce  mouvement  relatif  satisfait  aux 
deux  premieres  lois  que  Kepler  a trouvees , il  en  serait  de 
meme  du  mouvement  absolu  dont  il  vient  d’etre  question ; et, 
par  suite,  on  est  en  droit  de  tirer  de  ces  deux  premieres  lois, 
reconnues  vraies  dans  le  mouvement  relatif  d’une  planete 
autour  du  soleil,  les  consequences  qu’on  en  a deduites  en  ad- 
mettant  que  le  soleil  etait  fixe  et  que  ces  lois  s’appliquaient 
au  mouvement  absolu  de  la  planete. 

L’existence  de  plusieurs  planetes  autour  du  soleil  fait  que 
cette  dernidre  consideration  ne  pent  pas  Ctre  appliquee  en 
toute  rigueur,  puisqii’on  ne  pent  pas  admettre  que  le  soleil  se 
meuve  sous  Taction  d’une  planete,  sans  coder  en  m^me  temps 
aux  actions  de  toutes  les  autres.  D’apr^  cela , si  les  lois  de 
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Kpplcr  lUaient  rigoureiiscmciU  vraies,  les  consoqiienccs  que 
nous  cn  avoiis  deduitcs,  on  regardant  Ic  solcil  coniine  fixe,  iie 
seraient  pas  exacles,  et  auraienl  besoin  d’etre  inodifiees.  Mais 
il  n’en  est  pas  ainsi , et  e'est  precisenient  le  coiitraire  qiii  a 
lieu ; les  resultats  auxquels  nous  avons  ete  conduits,  rclative- 
meiit  aux  forces  d'atlraction  que  ie  soleil  exerce  sur  les  pla- 
netes,  sont  exacts,  taiidis  que  les  lois  de  Kepler,  qui  nous  ont 
servi  de  point  de  depart  pour  arriver  a ces  resultats,  ne  sont 
qu’approchees.  Void  I’idce  qu'oii  doit  se  faire  de  la  nianiere 
dont  s’effcctuent  les  mouvenients  des  divers  corps  qui  font 
partie  de  notre  systeine  planetaire. 

Deux  portions  quelconques  de  matiere , appartenaiit  a ce 
syst^me , exercent  Tune  sur  I’autre  des  actions  attractives 
egales  et  contraires , dont  I’intensite  pent  lilre  represents 
pur 

fmm' 

tn  et  m'  etant  les  masses  de  ces  deux  portions  de  inaii^re,  r 
la  distance  qui  les  separe,  et  / uiie  quantite  constante  qui  est 
I'attraction  de  I'unite  de  masse  sur  riinitc  de  masse  a I’unitc 
de  distanee ; e'est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  la  gravitation 
universelle.  Les  dimensions  du  soleil  et  des  divers  corps  qui 
circulent  autour  de  lui  sont  tellemcnt  petites  par  rapport  a 
leurs  distances  mutuelles,  qu'on  pent  les  assimiler  a autant 
de  points  roati^riels  agissant  les  uns  sur  les  autres,  confor- 
mement  a la  loi  que  nous  venous  d’enoncer;  ce  n’est  guere 
que  qiiaiid  on  s’occupe  de  la  forme  des  planeies,  et  des  pli^ 
nomenes  qui  se  passeiit  a leur  surface,  qu'il  y a lieu  de  re- 
garder  ces  coips  comme  formes  par  la  reunion  d’un  grand 
nombre  de  parties  entre  lesqiielles  s’exercent  des  actions  at- 
tractives satisfaisaiit  a la  meme  loi.  Le  niouvement  de  cliacun 
des  points  materiels  auxquels  nous  reduisons  ainsi  le  soleil, 
les  planites  et  leurs  satellites,  est  determine  par  la  resiiltante 
des  actions  qu'il  eprouve  de  la  part  de  tous  les  autres ; et  par 
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consequent  ce  mouvement  doit  ^tre  tres-complcxe,  en  raison 
du  grand  nombre  des  points  materiels  qu’on  a ainsi  a consi- 
derer,  et  du  changement  continucl  de  leurs  positions  rela- 
tives. Mais  la  masse  du  soleil  etant  extn'mement  grande  par 
rapport  aux  masses  dc  tons  les  autres  corps,  il  s'ensiiit  que, 
d’une  part , cet  astre  se  deplace  tres-peu  sous  I’action  des 
forces  qui  lui  sont  appliquees , de  sorte  que  les  choses  se 
passent  a peu  pr^s  comme  s’il  etait  compItUemcnt  immobile ; 
d'unc  autre  part,  la  resultante  dc  toutes  les  forces  aiixquelles 
une  planete  quelconquc  est  soumise,  ne  dilTere  pas  beau- 
coup  de  I'attraction  qu'elle  eprouve  dc  la  part  du  soleil,  de 
sorle  que  la  planete  se  meut  a tres-peu  pres  de  m^me  que  si 
le  soleil  agissait  seui  sur  elle.  C’cst  cette  circonstance  qui 
fait  que  Kepler  a pu  trouver  les  lois  qui  portent  son  nom, 
lois  qui  seraient  exactes  si  le  soleil  etait  immobile  ct  que 
chaque  planete  ne  fut  attiree  que  par  cet  astre,  mais  qui  ne 
sont  qu’approchdes , cn  raison  du  deplacement  contihuel  du 
soleil,  etdes  actions  que  chaque  planete  eprouve  de  la  part 
de  toutes  les  autres. 

§ ihl*.  La  lune,  satellite  de  la  terre,  etant  beaucoiip 
plus  rapprochee  dc  cetic  planete  que  du  soleil,  il  en  resulte 
que  I’attraction  qu’elle  eprouve  dc  la  part  dc  la  terre  n’est 
pas  petite  par  rapport  a cellc  qu’elle  eprouve  dc  la  part  du 
soleil;  la  petitesse  de  In  masse  dc  la  terre,  comparce  a la 
masse  du  soleil,  cst  cn  grande  partie  compensee  par  la  grande 
proximite  de  la  lune  et  de  la  teire.  C’est  ce  qui  fait  que  le 
mouvement  de  la  lune  autour  du  soleil  cst  loin  de  satisfaire 
aux  deux  premieres  lois  de  Kepler.  Mais  ce  qu’il  nous  im- 
porte  de  connaltrc,  c’est  le  mouvement  de  la  lune  autour  de 
la  terre,  c’est-ii-dire  le  mouvement  rclatifdc  ce  satellite  rap- 
porte  a des  axes  de  direction  constante  passant  par  le  centre 
du  globe  terrestre.  Pour  etudier  ce  mouvement  relatif,  on  pent 
le  traitcr  comme  un  mouvement  absolu,  pounu  qti’aux  for- 
ces reellcs  qui  agissent  sur  la  lune  on  joignela  force  d’inertie 
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correspondantau  mouvenienld’cnlrainemenl  (§  l/il).  Soicnt 
m,m',  m",  les  masses  du  soleil,  de  la  lerre  et  de  la  lime,  d la 
distance  du  soleil  la  terre,  d'  la  distance  du  soleil  a la  lunc, 

ctrla  distance  de  lalune 
ii  la  terre.  La  lunc  L, 
fig  69,est  soumise:  l°i 
Fig  69.  I’attraction  de  la  terre 

T,  dirigeesuivant  LT,  ct  egale  a^ — j — ; 2°  a Tattraction  du 

r* 


soleil  S,  dirigee  suivant  LS,  et  egale  ii 


fmm" 

~d^ 


. La  terre  T 


. . , , fmm  fmm  ..  . , 

etant  soumise  aux  deux  forces — . — :: — dirigees  res- 

dr 

peclivement  suivant  les  lignes  TS,  TL,  I’acciMeration  totale 
dans  son  mouveinent  absolu  est  la  nisuitantc  des  accelera- 
/V/i  fift* 

tions'^  ’ suivant  ces  droites  TS,  TL ; done  la 

force  d'inertie  de  la  lune,  dans  son  mouvement  d’entrafnement , 
est  la  resultante  de  deux  aiitres  forces  qui  sont : line  force 

egale  a~'  , et  dirigi^e  suivant  la  ligncLlV  parallclc  ii  ST; 

dr 

fm"* 

2°  line  force  egale  a el  dirigee  suivant  la  ligne  LT.  Les 

forces,  tant  apparentes  que  reelles,  donl  on  doit  tenir  compte 
pour  pouvoir  trailer  le  mouvement  relalif  de  la  lunc  comme 
nn  mouvement  absolu , sont  done  an  nombre  de  qiialre , 


savoir  : 1"  deux  forces  egaics  a 


fm  m"  fm"* 


, dirigees  toiites 


fmm" 


deux  suivant  LT  j 2°  une  force  egale  a , dirigee  sui- 

/V/I  ffi' 

vant  LS ; 3°  enfin  une  force  dgale  ii  - ^ , dirigee  suivant 


LN.  La  distance  LT  ou  r de  la  lune  a la  terre  etant  environ 
qiialre  cents  fois  plus  petite  qiie  la  distance  TS  ou  d de  la 
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terrp  an  soldi,  il  s’eiisiiit  que  les  donx  dernieres  forcos  n’onl 
jamais  entredlcs  qu’mic  diffprcncc  tres-faible,el  qiie  les  di- 
rections de  ces  forces  no  s’eloigiient  jamais  beaiicoup  dVlre 
opposces  I’une  u I’aiitrc ; la  resuUante  de  ces  deux  dernieres 
forces  esl  done  toiijours  tres-pelite , de  sorte  que  la  lune  se 
meul  a peu  pr6s  comme  si  ellc  nVtait  soumise  qu’aux  deux 
premieres  forces.  Or,  il  esl  aise  de  voir  que,  si  I’on  ne  tient 
compte  que  de  ces  deux  premieres  forces,  on  trouvera  preci- 
sement  le  moiivement  relatif  donl  la  lune  serail  animee  au- 
lour  de  la  terre,  si  ces  deux  corps  n’etaient  soumis  qu’ii  leurs 
actions  mutuelles;  el  par  consequent  ce  mouvemenl  s’effec- 
tuera  conformement  aux  deux  premieres  lois  de  Kapler 
(§  142).  La  resultante  des  deux  autres  forces,  dont  on  n*^- 
glige  ainsi  Taction  dans  une  premiere  approximation,  cons- 
titue  ce  qu’on  nomme  la  force  perturbatrice  du  mouvement 
de  la  lune;  elle  a pour  effet  dc  faire  prendre  4 la  lune  iiii 
mouvement  un  peu  different  du  mouvement  elliptique  dont 
elle  serait  animee  sans  cela , par  rapport  aux  axes  de  direc- 
lion  coiislautc  mcn^s  par  le  centre  dc  la  terre. 

Dans  ce  qui  precede , nous  n’avons  pas  tenu  compte  des 
actions  que  la  lune  et  la  terre  eprouvent  de  la  part  des  pla- 
n^tes  autres  que  la  terre.  A la  rigueur,  on  doit  en  tenir 
compte,  ct  cela  nc  presente  pas  plus  de  difficult^  que  ce  que 
nous  avons  fait  en  ne  considerant  quo  les  actions  du  soleil 
sur  ces  deux  corps  -,  mais  il  n’en  resulte  qu’une  modification 
peu  importante  de  la  force  perturbatrice  du  mouvement  de 
la  lune. 

Le  mouvement  relatif  de  la  lune  autour  de  la  terre  s’eflec- 
tuanl  a peu  pres  de  la  mc'mc  maniere  que  si  ces  deux  corps 
n’dtaient  soumis  qu’a  leurs  actions  mutuelles , cl  la  masse 
m"  de  la  lune  dtanl  petite  par  rapport  i la  masse  tn'  de  la 

m"  , , . 1 

terre, puisquc  leur  rapport  — ; est  egal  a — , on  pent  regarder 

m 88 

Tacccleralion  lotale  dans  le  mouvement  relatif  de  la  lune 
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comme  sensiblcmcnt  I'-irale  a . OUe  acceliMiuion  n’esl 

r’ 


done  autre  chose  qiic  cellc  qui  cst  due  a ratlraclion  de  la 
terre  sur  un  corps  place  a la  distance  oil  se  trouve  la  lune. 
Or,  la  lune  emploie  27>, 321661  ou  2 360  592  secondes,  a faire 
un  tour  enticr  autour  de  la  terre ; si  Ton  regarde  son  mou- 
vement  comme  circulaire  et  uniformc,  cc  qui  n’est  pas  tres- 
loin  de  la  verite,  et  qu’on  prenne  le  rayon  de  son  orbite  ^gal 
^ 60  fois  Ic  rayon  de  la  terre , on  en  deduit  que  sa  vitesse  est 
de  1016“, 7 par  seconde;  en  divisant  le  carredecette  vitesse 
par  le  rayon  de  I’orbite,  on  a 0'”,002  706 1 pour  I’acccleration 
du  mouvemenl  lunaire ; il  suffit  des  lors  de  multiplier  ce  der- 
nier nombre  par  le  carre  de  60,  pour  avoir  I'acceleration 
produite  par  I’attraction  de  la  terre  sur  un  corps  place  pr^s 
de  sa  surface.  Le  resultatde  cette  multiplication  cst  9“,7421, 
qui  nc  dilTere  pas  beaucoup  de  I'acceleration  g due  a Taction 
de  la  pesanteur  dont  la  valeur  est  9“,8088.  Si  Ton  observe 
que  nous  avons  raisonne  en  ne  tenant  pas  compte  de  Teffet 
produit  par  la  force  perturbatrice  due  au  soleil,  en  negli- 
geant  la  masse  de  la  lune  par  rapport  a celle  de  la  terre,  et 
en  regardant  le  mouiement  de  la  lune  comme  circulaire  et 
uniforme , on  comprendra  que  ccia  pent  sullire  pour  expli- 
quer  la  difference  entre  les  deux  nombres  que  nous  venons 
de  comparer.  On  reconnait  en  eflet  que,  si  Ton  a egard  aux 
causes  d'erreur  que  nous  signalons , et  a quelqucs  autres 
dont  nous  n’avons  pas  parle  , il  y a identitc  complete  entre 
I’acceleration  g des  corps  qui  tombent  prte  de  la  surface  de 
la  terre,  et  la  valeur  que  Ton  trouve  pour  cette  acceleration 
en  la  deduisant  du  mouvement  de  la  lune  d’apres  la  loi  de 
la  gravitation  universelle.  La  pesanteur  ii  la  surface  de  la 
terre  n'est  done  qu’un  cas  particulier  de  cette  gravitation 
universelle  4 la  connaissance  de  laquelle  Newton  a con- 
duit en  partant  des  lois  de  Kepler. 

§ 145.  On  comprend  tres-bien  que  Ton  puisse  iiegliger 
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Ips  dimensions  du  solcil  el  des  planetes,  et  assimiler  ces 
divers  corps  u de  simples  points  maleriels,  qnand  on  ne 
eunsiderc  quo  les  attractions  qu’ils  exercenl  les  uns  siir  les 
aulres , parcc  qiic  leiirs  distances  mutuelles  sont  tres- 
graiides  par  rapport  a leurs  dimensions;  on  comprend 
encore  qu'on  puissc  agir  ainsi  quand  on  s’occupe  de  I’altrac- 
tion  de  la  terre  sur  la  lune  : mais  quand  on  en  vient  a con- 
siderer  I’attraction  quo  la  masse  enliere  de  la  terre  exeree 
sur  un  corps  place  a sa  surface,  comme  nous  I'avons  fait  il 
n’y  a qu’un  instant,  il  n'est  in idemment  plus  permis  de  faire 
abstraction  des  dimensions  de  la  terre.  \ous  allons  voir  ce- 
pendant  qu’on  esl  en  droit  de  raisoniicr,  nienie  dans  ce  der- 
nier cas,  comme  si  toutc  la  masse  de  la  terre  elait  reunic 
en  son  centre.  Pour  cela  nous  allons  determiner  la  resul- 


tante  des  attractions  que  les  diverses  parties  d'un  corps 
sphiTique  homogene,  on  forme  de  couches  spheriqiies  con- 
cenlriques  homogenes,  exercent  sur  un  point  materiel. 


Considerons  d’abord  line 
couche  sphi'u'iquc  homogene 
C,  fig.  IQ,  et  supposons  que 
le  point  materiel  attire  A suit 
en  dehors  de  cette  couche. 
Nous  raisonnerons  comme  si 


la  maiiere  existait  d'une  maniere  continue  dans  la  totalite  dii 


volume  occupe  par  la  couche  C,  sans  qii'aucun  espace  vide 
existe  enti'e  les  diverses  parties  materielles  qiii  la  consti- 
tuent; et  en  decomposant  cette  couche  en  (dements  de  di- 
mensions infiniment  petites  dans  tons  les  sens,  nous  regar- 
derons  ces  divers  elinnents  comme  aulant  de  points  matiu-iels 
dont  les  masses  sont  proporlionnelli's  a leui's  volumes. 
Soient  It  le  rayon  exterieiir  de  la  couche,  R'  son  rayon  inle- 
rieur,  a la  distance  de  son  centre  0 au  point  A,  »•  la  dis- 
tance d'un  point  quelconipie  M au  point  0,  0 I’anglc  .MU.\ , 
f Tangle  qin*  le  plan  .MO A fait  avec  nn  plan  live  mein-  par 

li> 
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AO,  m la  masse  du  point  mati^riel  A,  et  p la  masse  de  la 
matiere  conlenue  dans  I’unitdde  volume  de  la  couche  C.  Un 
Element  de  volume,  correspondant  aux  variations  dr,  dB,  rfy 
des  trois  coordonn^s  polaires  du  point  M , est  reprdsente 
par 

r’sinOrfr  dB  dtf ; 

la  masse  de  la  matiere  que  cet  element  de  volume  renferme 
est  done  egale  ^ 

pr'sin 0rfrrf9  df ; 

d’apres  cela,oii  a pour  rexpressiou  de  I’attraction  que  cetel^ 
meiit  maun-iel  cxerce  sur  le  point  A (§  143) 

/m  p r* sin 6 dr  dB  d<f 
a*+r*  — 2arcos0 

Decomposous  cette  force  eu  deux  composantes  dirigees. 
Tune  suivuiU  AO,  I’autre  suivant  line  ligne  A B perpcndicu- 
lairc  a AO;  si  nous  designoiis  I’anglc  MAO  par  nous 
aurons 

/m  p r»  sinO  cosadr  dB  d® 
a’  -H  r*  — 2 a r cos6 

pour  la  premiere  de  ces  deux  coniposanti‘s.  Eu  raison  de  la 
symetrie  du  systeme  par  rapport  a la  ligne  A 0,  il  est  clair 
que  la  resultante  des  attractions  que  toutes  les  parties  ma- 
terielles  de  la  couche  C exercent  sur  le  point  A,  sei-a  dirig^ 
suivant  cette  ligne  AO,  etqu’en  consequence  elle  sera  egale 
il  la  somme  des  composantes,  telles  qnc  celle  dont  nous 
venons  d'ecrire  la  valcur  : toutes  les  autres  composantes, 
dirigees  perpendiculairement  a AO,  sedcUruiront  niutuelle- 
ment,  en  sorte  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  nous  cn  oc- 
cuper.  A'ous  aurons  done,  pour  Tatlraction  totale  F excrci^ 
par  la  couche  C sur  le  point  materiel 
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F=  I dr  pQ  rV”»P>^sinecos«rfy 
J»'  Jo  Jo  fl’+r*— 2arcos9 


Effectuons  d'abord  I'inte^'ration  relative  ^ f,etnousaurons, 
eu  observant  qiie  f,  m,  et  p sont  constants 


F = 2ir  /m  p 


r*sin9cosad9 
+ r* — 2arcos9 


Poor  faire  nne  seconde  integration,  dans  laqueiie  r sera  re- 
garde  comme  constant,  snbstitaons  a 9 une  autre  variable  u 
representant  la  distance  AM.  Nous  aurons 

K*  = o*-t-r* — 2arcos9, 

et  par  suite 

sin9  d9  = — : 
ar 


on  a d’aillenrs 


a — rcos9 

cos  a = 

u 


de  sorte  que,  si  nous  observons  que  les  valeurs  de  u cor- 
respondant  aux  limites  de  9 sont  a — r et  o + r,  nous 
pourrons  mettre  la  valeur  de  F sous  la  Torine 


Llntegration  relative  4 u etant  effectuce,  on  aura 


F = r^dr  ; 
«*  Jn 


et  enfin,  en  integrant  par  rapport  h r,  on  tronvera 
_ 4ir/«p{R* -R'*) 

^ = sP 

16. 
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valeur  qui  se  reduii  it 

*■-  a*  ’ 

si  Ton  d('“signe  par  M la  masse  de  la  couclic  attirante,  car 
ccuc  masse  est  iHidemmciil  egale  a 

On  voit  par  la  qiie  la  rcsultaiilc  dcs  atlraelions  excrcees  sur 
le  point  mateiicl  A,  par  les  diverses  parties  materielles  qui 
composent  la  coucheC,  est  exactemeut  la  inline  qiie  I’atti-ac- 
tion  quo  ce  point  A eproiiverait  de  la  part  d’un  point  mate- 
riel qni  sc  trouverait  eu  0 et  dont  la  masse  serait  egale  a 
celle  dc  la  couclie  C. 

Si  le  point  attire  A etait  a I’interieur  dc  la  couche  atti- 
rante C,  le  calcul  de  I’attraction  dc  la  couclic  snr  le  point  .\ 
se  ferait  exactemeut  de  la  nu^mc  maniere;  seulement,  qnand 
on  cn  viendrait  a I’integration  relative  a m,  on  devrait 
prendre  r — a et  r -f-  a pour  les  limites  des  valenrs  de  cetle 
variable,  an  lieu  dc  a — r et  a-J-r  (pie  nous  avons  pris 
pr(-c(*demment  : il  s’ensuit  que  le  riisultat  est  tres-dilTerent, 
et  que  Ton  troiive 

F = o. 

Les  actions  que  h'S  diverses  parties  materielles  de  ia  couelie 
C exercent  sur  un  point  matc'i  iel  sitiie  ii  son  interieur  se 
font  done  equilibre,  et  ee  point  se  tionve  dans  les  memes 
conditions  (pie  si  ces  parties  materielles  dont  la  couche  C 
est  formee  n’exeiraient  auenne  attraction  sur  Ini. 

Stipposons  maintenant  que  le  (torps  allirant  .soit  forme  de 
couches  sph(*ri(pies  concentriques  et  homogenes,  la  densiti- 
pouvaiit  d'aillenrs  varier  d'line  mani(.‘re  qneleonqne  d'nne 
eonehe  il  line  autre.  Nous  jiouvoiis  dire  de  suite  que  : 1"  si 
le  point  attirii  n'(*st  pas  sitiiii  ii  riiiterieur  de  la  surface  dn 
corps  atllrani,  rattractinn  qn’il  ('•prouvera  sera  la  iiii'‘me  (jne 
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si  loiile  la  masse  tic  cc  corps  etail  concciilrcc  en  son  ccnlre 
de  ligure,  puisque  cela  a lieu  pour  chacuiic  ties  couches 
doiil  Ic  corps  se  compose;  2"  si  le  point  attire  est  situe  a 
riiitcrieur  de  la  surface  du  corps  atlirant,  les  couches  qiti 
reiiviroiiiieiit  n’auroiit  aucuiic  action  sur  lui,  et  rattraction 
toiale  a laqucllc  it  sera  soiimis  stua  la  mi^me  que  si  ces 
conches  exterieures  etaient  supprimees  et  quo  le  resle  du 
corps  lilt  concentre  a son  centre  do  figure. 

La  terre  ayant  a tres-pen  pres  la  forme  d’line  sphere,  et 
les  matiercs  qui  la  composent  etant  probahlement  distri- 
buces  a son  interienr,  de  maniere  a former  a pen  pres  des 
couches  sphiu’iqiies  coiicentriques  homogenes,  on  voit  qii’on 
est  cn  droit,  jusqii’ii  nn  certain  point,  de  regardcr  I'attrac- 
tion  qu’iin  point  materiel  eprouve  de  la  jiart  de  la  terre 
comme  etant  la  mcme  que  si  toiite  la  masse  de  la  terre  etait 
reiinic  en  son  centre.  C'est  ce  que  nous  avons  fait , lorsque 
lions  avons  cherche  a reconnaltre  si  la  pesanteur  terrestre 
n’elait  pas  un  elTet  particulier  de  cette  gravitation  univer- 
selle,  a laqiielle  sont  dus  les  mouvements  des  divers  corps 
de  notre  systeme  planetairc  (§  144).  Cependant  le  defaiit 
de  sphericite  parfaite  des  couches  homogenes  dont  on  pent 
coucevoir  que  la  terre  est  formi'e,  fait  que  les  choses  nc  se 
passent  pas  tout  a fait  aiiisi  : I'intensite  et  la  direction  de 
I’attraction  lotale  qii’iin  point  materiel  eprouve  de  la  part 
de  la  terre,  sont  reellement  nn  pen  dilTerenles  de  cc  qn’ellcs 
seraient  si  la  masse  entiere  de  la  terre  etait  concentree  en 
son  centre. 

§ 146.  Equilibre  et  monicnient  des  corps  a la  sur- 
face de  la  terre.  — Un  corps  (jui  nons  parait  en  repos  a 
la  surface  de  la  terre,  n’est  qu’mi  equilibre  relatif , puisque 
la  terre  sc  meiit  dans  I’espace.  De  meme , lorsqu’un  corps 
nous  parait  sc  deplacer  par  rapport  aux  objets  terrestres  qui 
nous  environnent  et  que  nous  jugeoiis  immobiles,  Ic  mouve- 
vement  du  corps , tel  que  nous  le  voyons,  n est  qn’un  mou- 
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vementrelatir.  Cherchoiisa  nousrendre  compte  du  rdle  qne 
jouentdans  ce  cas  les  forces  apparentes  que  Ton  doit  joindre 
aux  forces  reelles,  pour  que  I’equilibre  et  le  mouTement  re- 
latifs  dont  il  s’agit  puissent  £tre  traites  comme  un  dquilibre 
et  un  mouvemeiit  absolus. 

Nous  supposeroDsd’abord  que  la  terre  ne  soil  animcie  que 
de  son  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne  des  p6les ; 
nous  verrons  ensuite  comment  les  resnltats  que  nous  allons 
obtenir  dans  cette  bypolb^,  doivent  dtre  modiAds,  pour 
lenir  compte  du  deplaccment  du  centre  de  la  terre  dans  I’es- 
pace. 

Lorsqu’un  corps,  que  nous  rdduisons  toujours  par  la  pen- 
sde  ii  un  point  materiel,  repose  sur  une  table  ou  sur  le  sol,  il 
doit  y avoir  equilibreentre  toutes  les  forces  qui  lui  sont  ap- 
pliquces,  y compris  la  force  apparentc  qu’on  doit  joindre 
aux  forces  reelles  pour  que  I'cquilibre  relatif  puisse  dtre  assi- 
milc  a un  equilibre  absolu  140).  Le  mouvement  d'eiitral- 
nement  du  corps,  du  a la  rotation  de  la  terre  autour  de  son 
axe,  est  un  mouvement  circulaire  et  uniforme  -,  la  force  ap- 
parente  dont  il  s’agit  se  reduit  done  a la  force  centrifuge 
correspondant  a ce  mouvement , et  a pour  valeur 

mw*r, 

en  designant  par  m la  masse  du  corps,  par  u la  vitesse  an- 
gulaire  de  la  terre  dans  son  mouvement  autour  de  la  ligne 
des  pdles , et  par  r la  distance  du  corps  que  Ton  considdre 
bi  cette  ligne.  Quant  aux  forces  reelles  qui  agissent  sur  ce 
corps,  ce  sdtat : 1°  I’attraction  qn’il  dprouve  de  la  part  de  la 
terre;  2*  la  pression  qui  est  exerede  sur  lui  de  bas  en  baut 
par  la  table  ou  le  sol  qui  le  supporte.  Ces  deux  forces  rdelles 
et  la  force  centrifuge  mta'r  se  faisant  dquilibre,  on  en  con- 
clut  que  la  pression  exercce  par  la  table  ou  le  sol  sur  le 
corps  est  egale  et  directement  opposde  a la  rcsultante  de  la 
force  centrifuge  et  de  I’uttraction  qu’il  eprouve  de  la  part  de 
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la  tcrre.  Cette  resullante  n’est  done  autre  chose  qiie  cc  que 
nous  noniinons  le  poids  du  corps.  Ainsi  on  ne  doit  pas  con- 
fondre  le  poids  d’un  corps  avec  I’attraction  que  ce  corps 
eprouve  de  la  part  de  la  terre ; le  poids  s’obtient  en  compo- 
sant  cette  attraction  avec  la  force  centrifuge  due  a la  rota- 
tion de  la  terre. 

Les  m^mes  considerations  s’appliquent  a reqiiilibre  relatif 
d'un  corps  suspendu  4 I’extr^mit^  inferieurc  d’nn  111  dont 
rextremite  superieure  est  fixe.  La  direction  du  fil  d plomb, 
e’est-a-dire  ce  qu’on  nomnic  la  verticale , est  precisiinient 
la  direction  de  cette  resultante  de  I’attraction  de  la  terre  et 
de  la  force  centrifuge.  La  force  centrifuge  est  dirigee  sui- 
vant  le  prolongement  du  rayon  du  cercle  que  le  corps  decrit 
autour  de  I’axe  du  monde,  en  vertu  de  la  rotation  de  la  terre ; 
elle  fait  done  en  general  un  angle  plus  ou  nioins  grand  avec 
I’attraction  de  la  terre  sur  le  corps,  puisque  cette  attraction 
est  a peu  pres  dirigee  vers  le  centre  du  globe  lerrestre  : il 
s’ensuit  que  la  resultante  de  ces  deux  forces  a generalcincnt 
une  direction  differente  de  cclle  dc  chacune  dcs  coniposaiites. 
La  verticale  d'un  lieu  quelconque  de  la  surface  de  la  terre 
n’a  done  pas  la  m^mc  direction  que  si  la  terre  etait  immo- 
bile ; ce  n’est  qu’aux  pdles  et  tout  du  long  de  I’equateur  que 
la  direction  de  la  verticale  n’est  pas  changec  par  I’clfet  de  la 
rotation  de  la  terre. 

La  terre  employant  86  164  secondes  (dur^e  du  jour  side- 
ral)  a faire  un  tour  entier  autour  dc  son  axe,  on  a 

2:: 

w = = 0,000  072  9. 

86164 

D'apres  la  valeur  du  rayon  de  la  terre  exprime  cii  metres  , 
I’acceleration  o)V  due  a la  force  centrifuge  a pour  valeur,  ii 
I’equateur, 

0™,033  852. 

Si  Ton  compare  cette  acciHeration  4 relle  qui  est  due  au  poids 
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(lu  corps,  ct  quo  nous  desigiions  habiutcllenient  par  la  lellrc 
<7,  on  Irouve  qn’elle  est  environ  289  fois  pins  petite  (pie  celte 
derniere  aceideration.  La  force  centrifuge,  qui  est  plus 
grande  a I'eqiiateur  qu’en  tout  autre  point  de  la  teri‘e , n'est 
done  qu’une  petite  fraction  du  poids  du  corps,  e’est-a-dire 
de  la  force  qu’on  oblient  en  composant  cetle  force  centrifuge 
avec  I'attraction  de  la  terre  sur  le  corps.  On  en  conclut  iiii- 
cessairement  qiie  la  force  centrifuge  est  egalenicnt  tres- 
petite  par  rapport  it  cette  attraction  ; en  sorte  que  la  rotation 
de  la  terre  n’a  qu'une  influence  assez  faible  sur  I’intensitc; 
de  la  pesanteur  et  sur  la  direction  de  la  verticale.  Observons 
a c«tte  occasion  que,  289  etant  |e  carrtj  de  17,  il  suflirait 
que  la  terre  tournilt  environ  17  fois  plus  vite,  pour  que  la 
force  centrifuge  developpee  sur  tin  corps  quelconqiie , a 
I'eqiiateur,  fiit  egale  a I’attraction  que  la  terre  exerce  sur 
iui , c’est-ii-dire  pour  que  Ic  poids  de  ce  corps  se  rt‘duisit  ii 
ziiro. 

§ 147.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  lorsqu'on 
laissc  toinber  un  corps  a la  surface  de  la  terre , sans  Iui 
dunner  de  vitesse  iniliale.  Nous  aliens  voir  que  ce  corps 
commence  ii  sc  mouvoir  suivant  1a  verticale  ineiiee  par  son 
point  de  depart,  et  qu'cnsuile  il  s’en  c^carte  pen  a pen,  ii 
inesure  quo  sa  vitesse  augniente. 

I’onr  traitor  le  monvenient  du  corps  comme  un  moiive- 
nient  absolu,  nous  devons  joindre  it  la  force  qui  agit  reclle- 
nient  sur  lui,  c'est-ii-dirc  ii  I’attraction  qu’il  eprouve  de  la 
part  de  la  terre,  denx  forces  apparentes  qui  sont : 1"  la  force 
eenirifiige  correspondant  an  monvement  cimilaire  et  iiiii- 
I'orme  doni  le  corps  serait  anime  s’il  restait  immobile  par  rap- 
port ii  la  terre,  dans  la  position  qn’il  occiipe  ii  I’instant  que 
I’oii  considere;  2”  la  force  centrifuge  composee.  L’expression 
de  cetle  derniere  force  conleiiant  la  vitesse  relative  du  mobile 
en  facleiir,  on  voit  qu’elle  est  niille  an  depart  do  ce  mobile, 
et  qu’clle  prend  ensuite  unc  valcur  de  plusen  plus  grande  ii 
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int'surc  quc  la  vitesso  du  mobile  erolt.  Au  eoinmencemciit, 
Ic  mouvement  senible  done  produit  par  la  i-(‘sullan(c  dc  I'ul- 
traclion  de  la  terre  sur  Ic  corps,  el  de  la  force  centrifuge  due 
a la  rotation  dc  la  terre ; c'esl  la  force  qne  nous  designons 
sons  le  non)  dc  poids  du  corps,  el  dont  la  direction  esl  indi- 
quee  par  Ic  fllii  plonib  (§  146),  qui  sc  manifesle  seule  dans 
les  circonstances  que  presente  le  mouAcmcnl  ii  son  origine 
D’apres  cela , le  corps  commence  a tomber  suivaut  la  verli- 
calc  de  son  point  de  depart , et  I’acceleration  g qn'il  rc<;oit 
tout  d'abord  duns  sa  chute  apparente , est  celle  qu'une  force 
egale  a son  poids  P lui  communiquerait.  Ainsi  Ic  poids  P, 
qui  n'est  pas  la  force  reellemcnt  appliquee  au  corps,  esl  lie 
a racccderaliou  g dc  son  mouvement  apparent,  par  la  relation 

P = mg. 

Cette  relation  avail  etc  etablic  tout  d’abord  dans  I’hypolhesc 
de  I'inlmobilite  de  la  terre  (§  98).  II  etait  neecssaire  de  mon- 
trer  qu’elle  est  encore  vraic  lorsqu’on  renlre  dans  la  realite, 
quoique  P ne  soil  pas  la  force  qui  agil  reellemcnt  sur  le 
corps,  el  que  g ne  soil  pas  I’acciUei’ation  de  son  mouvement 
absolu.  .Mais  il  faiit  obsener  quc , pour  qii’il  en  soil  4insi, 
oil  doit  prendn;  pour  g I’accelcration  qui  sc  presente  dans 
les  premiers  instants  de  la  chute  apparente  du  corps. 

Lorsque  le  corps  qui  tombe  est  dtqa  en  mouvement , la 
force  ccntrifugi!  composee  n’est  plus  iiiille:  ellc  derange  le 
corps  de  la  verlicale  snivanl  la(|iielle  il  a commcnci'  a sc 
monvoir.  Pour  nous  rendre  coinpic  dir  I'elTel  qu’ello  produit, 
cl  que  Ton  a pii  conslater  par  rexperience,  inalgre  sa  peti- 
lesse,  nous  deterininerons  la  grandeur  el  la  direction  de  celle 
force  centrifuge  composee,  comme  si  le  mouvement  apparent 
du  corps  t^ail  rigoiireiisement  uii  mouvement  rectiliguc  el 
iiniformement  accelere  s’elTectuanlsuivanl  la  verlicale  mence 
par  son  point  dc  depart.  Soil  .M,  fig.  71,  la  position  qu’oe- 
cupe  ic  corps  a un  instant  quelconque , apres  ^tre  tombe  de 
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la  hauteur  AM.  Meiions  par  Ic  point  M unedroite  .MP  pa- 
rallcle  a I’axe  du  niondc.  Nous  pou- 
vons  regarder  la  rotation  t^emen- 
taire  de  la  terrp,  pendant  un  elt^ 
ment  de  temps  compte  ji  partir  de 
I’instant  que  nous  considerons , 
comme  resultant  de  la  composition 
d’nne  rotation  elementaire  egale 
ct  de  mi^me  sens  autour  de  la  ligne 
M P , et  d’line  translation  ayant 
m6me  grandeur,  m^me  direction  et  mi^me  sens  quc  Ic  de- 
placement  diementaire  du  point  M , suppose  invariablement 
lid  a la  terre.  Si  nous  obscrvons  que  la  vitesse  apparente  du 
corps  en  M cst  egale  a gt  (<  etant  le  temps  compte  a partir 
de  i’origine  du  mouvement),  et  quc  I’anglc  forme  par  la  di- 
rection MN  de  cette  vitesse  avec  I'axc  de  rotation  M P est  le 
complement  de  la  latitude  X du  lieu  aiiqiiel  correspond  la 
verticale  AM,  nous  verrons  que  la  force  centrifuge  com- 
posee  a pour  valeur 

2mu{r(cos>.; 


si  nous  observons  de  plus  que  le  plan  PMN  cst  le  mdridien 
du  lieu,  et  quc,  dans  la  rotation  elementaire  du  globe  ter- 
restre  autour  de  MP,  I’extremite  N de  la  ligne  MN  qui  rc- 
prdsente  la  vitesse  apparente  du  mobile  marche  vers  I’ouest, 
nous  en  conclurons  que  cette  force  centrifuge  composde  est 
dirigde  suivant  la  perpcndiciilairc  aii  meridien  du  lieu,  et 
qu’elle  tend  a enirafner  le  mobile  vers  Test  (§  139).  La  force 
dont  il  s’agit  doit  done  deranger  le  corps  du  mouvement  quM 
a commened  it  prendre  suivant  la  verticale  de  son  point  de 
depart ; elle  doit  produire  one  deviation  vers  Test : nous  al- 
iens caleulcr  la  grandeur  de  cette  deviation.  Pour  cela,  con- 
siderons la  projection  du  mouvement  du  corps  sur  un  plan 
horizontal ; la  projection  de  la  force  totale  qui  produit  le 
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mouvemcnt  apparent  dti  corps  sera  pr^cisiment  la  force 
ceniriftige  composee,  et  le  deplacement  qne  cette  force  pro- 
jetee  communiquerait,  pendant  tout  le  temps  de  la  chute,  It 
un  point  materiel  partant  du  repos  et  ayant  m^me  masse  qiie 
le  corps,  sera  egal  a la  deviation  cherchee  (§  111).  L’equa- 
tion  differentielle  de  ce  mouvement  projete  est 
d^x 

^=2wjtlcos>. 


Si  Ton  integre  el  qu’ou  determine  les  conslautes  de  telle  roa- 
ni^re  que soient  nuls  pour  / = o,  on  trouve 

X = ^u^t’cosX. 


Enfin,  si  Ton  remplace  le  temps  t par  sa  valcur  cn  fonclion 
de  la  haulaur  h donl  le  corps  est  tombe,  valeur  qui  est 


on  a pour  I’exprcssion  de  la  ddviaiion  vers  Test 


av'a  , 

M — =-COS/. 

v'y 


Appliqnons  cette  formule  A dcs  experiences  qui  ont  dt^ 
faites  par  M.  Reich,  dans  un  puits  de  mine,  A Freyberg.  La 
hauteur  de  chute  h etait  de  158", 5 ; la  latitude  A du  lien  dtait 
de  51";  en  introduisant  ces  nombres  dans  la  formule  prdcd- 
dente,  ainsi  que  la  valeur  connue  de  g (§  90)  el  celle  de  u 
que  nous  avons  donnde  precedemment  (§  1A6),  on  trouve 
0“,0276  pour  la  deviation  x : I’experience,  repdtde  un  grand 
nombre  de  fois,  a donnc  pour  celle  deviation , en  moyenne, 
0",0283  qui  differe  A peine  du  rcsultat  fourni  par  la  thcorie. 

Le  calciil  de  la  deviation  vers  Test,  due  A la  force  centri- 
fuge composee,  dans  le  mouvement  d’un  corps  qui  tombe 
sans  Vitesse  initiate , vient  de  nous  montrer  que  reffet  de 
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cflle  force  esl  ires-faiblc,  memc  ]orsquc  Ic  corps  lonibc  d’tiiic 
gi'ande  haiilciir.  Nous  pouvoiis  observer  d’uiie  mauierc  ge- 
iierale  qiic , duns  Ic  niouvemeiit  apparent  d'un  corps  a la 
surface  de  la  terre,  la  force  centrifuge  coiiiposee  a pour 
valeur 

2mupsina, 

eii  designant  par  m la  masse  du  coi-ps , par  v sa  vitesse  ap- 
parente,  et  par  a I’aiiglc  que  la  direction  de  cettc  vitesse  fait 
avec  I’axe  du  inunde;  qu’en  consequence  cette  force,  an  plus 
egale  a 2//iwr,  ne  pourrait  devenir  egale  ii  la  force  centri- 
fuge 7U(i)’  r due  a la  rotation  de  la  terre,  en  un  point  situe 
a I'eqiiateur,  qu’autant  que  la  vitesse  v surpasserait  \ u r qui 
est  la  moilie  de  la  vitesse  d'un  point  de  I’equaleur  terrestre 
cn  vertii  de  la  rotation  du  globe , e’est-a-dire  qu’autant  que 
la  vitesse  r serait  de  plus  de  230  metres  par  sccondc  : on 
voit  done  que,  generalement,  la  force  centrifuge  composee 
pourra  cHre  negligee  dans  I’^tude  du  mouvement  d’un  corps 
a la  surface  de  la  terre,  a moins  que  la  vitesse  apparentc  de 
ce  corps  ne  soit  extremement  grande. 

§ lti8.  Appliquons  encore  la  theorie  des  forces  appa- 
rentes  dans  le  mouvement  relatif , a I’lUude  du  mouvement 
d’un  pendule  coniqiie  a la  surface  de  la  terre,  en  supposant 
toujoui'S  que  le  globe  terrestre  n’est  anime  que  d’un  mouve- 
ment de  rotation  autonr  de  la  ligne  des  pdles. 

Le  corps  qui  termine  le  penduU?  pent  etre  regarde  comme 
etant  un  point  materiel  assiijetli  a rester  sur  la  surface  d’une 
sph«>re.  Rapportoiis  son  mouvement  a trois  axes  coordonnes 
rectangulaires  mcncs  par  le  centre  de  cette  sphere,  et  coinp- 
tous  les  2 vcilicaleinent  et  de  haut  en  has,  les  x suivant  la 
trace  horizontale  du  plan  mei  idien  et  du  noid  an  sud , enlin 
les  y suivant  line  direction  liorizontale  perpeiidiculaire  a la 
precedenle,  et  de  I’ouest  ii  Test.  Les  forces  dont  nous  devoiis 
tenir  coinpte,  pour  assimiler  le  niouvemeiit  apparent  du  point 
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materiel  qui  termine  le  pendulc  a un  mouveinent  absolu, 
sont  au  nombre  de  qualrc,  savoir : 1°  deux  forces  reelies,  qui 
sont  raitraction  de  la  terre  et  la  tension  du  fil ; 2“  deux 
forces  apparentes,  qui  sont  la  force  centrifuge  due  a la  rota- 
tion de  la  terre,  et  la  force  centrifuge  coinposee.  L’attraction 
de  la  terre,  et  la  force  centi-ifuge  due  a la  rotation  de  la  terre, 
ont  pour  resultante  le  poids  dii  corps,  qui  est  dii  ige  verlica- 
lement  et  egal  a mg.  Les  forces  quc  nous  devrons  intro- 
diiirc  dans  les  equations  differenliellcs  du  nionvement  du 
point  mobile  sc  n'-duisent  done  a trois , savoir  : 1“  le  poids 
mg,  qui  agit  dans  le  sens  dcs  z positifs;  2"  la  tension  du  fil, 
que  nous  designerons  par  N,  et  dont  les  composantes  paral- 
leles  aux  axes  sont 


S"  enfin,  la  force  centrifuge  compos»'-c  qui  a pour  valenr 
rsina,  et  dont  nousallons  cberclier  les  composantes 
paralleles  aux  axes. 

Soient  a,  h,  c,  les  angles  que  cette  force  centrifuge  com- 
posec  fait  avec  les  axes  dcs  x,  des  y,  et  des  z ; u, »/,,  ui,  les 
projections  de  la  vitesse  r du  mobile  sur  ces  axes;  et  X 
la  latitude  du  lieu.  La  force  centrifuge  coinposee  devant  I'tre 
perpendiculaire  ii  la  direction  de  la  vitesse  r,  il  s'ensuit 
qu'on  a 

u cosa  + KI  tosb  + ui  cflsc  = o; 

cette  force  devant  egalement  etre  perpendiculaire  a la  di- 
rection de  I’axe  du  monde,  qui  fait  avec  les  axes  des  x,  des  y, 

7T 

et  dcs  r,  des  angles  respectivement  ('gaux  i o,  - — 
on  a encore 

cos>.cosa  + sini  cosc  = o; 

enfin  on  a toujours,  cnlre  les  cosinus  des  angles  qu’iine  di  oite 
fait  avec  trois  axes  rectangulaires,  la  relation 
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COB*  a + COS*  6 + C08*  c = 1 . 


En  r^lvant  ces  trois  Equations  par  rapport  a cos  a,  cos 5, 
cose,  on  trouve 


cosa  = — 
cos6  = 


cosc  = 


ui  sin  X 

Vui*  + (Mjco8i  — usinX)* 
ujcosX  — usinX 

V^Ui*  + (kjCosX — usinX)* 
— U|CosX 

v'«i*4-  (m,  cosX  — usinX)' 


Le  signe  du  radical  qui  entre  dans  ces  trois  cosinus  doit  ^tre 
determine  d’apr6s  le  sens  dans  Icquel  agil  la  force  centri- 
fuge composee.  Pour  y arriver  simplement,  supposons  que  la 
Vitesse  v du  mobile  soit  dirigee  paralfolement  5 1’axe  des  x, 
et  dans  le  sens  des  x positifs  : ui  et  u i seront  nuls,  et  u sera 
positif.  Or,  il  est  aisd  de  voir,  d'apres  le  sens  dans  lequel 
s’eflectue  la  rotation  de  la  terre  , que , dans  ce  cas , la  force 
centrifuge  composee  doit  dire  dirigee  vers  I’onest , e’est-a- 
dire  dans  le  sens  des  y negatifs  : cosa  et  cosc  doivent  done 
dtre  nuls , et  cos5  doit  dtre  egal  a — 1,  ce  qui  exige  que  le 
radical  soit  pris  avec  le  signe  -!-■ 

D’un  autre  c6te  , Tangle  a.  que  la  vitesse  v du  mobile  fait 
avec  Taxe  du  mondc,  est  determine  par  la  relation 


cosa  = - cos).  H sin) ; 

o V 


on  en  ddduit 

vsina  = !/«,*+  (u^cosX — usinX)*  • 

D’aprds  cela , les  trois  composantes  de  la  force  centrifuge 
composee  suivant  les  axes  coordonnes  sont 

2mci>uisin),  2mw(«iCosX — usinX),  — 2muu,cosX. 

II  rdsulte  de  tout  ce  qui  precede  que  les  dquatioos  diffe- 
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renlielies  du  mouvemeut  du  point  matdriel  qui  termine  le 
pendule  sont  les  suivantes : 

d*x  N X _ . , 

~rr  = - + 2«tti8inA, 

dr  m I 

d*y  N y „ , ^ 

— = 4 -f-  2ti)  (u)CosX — usinX)  > 

dr  ml 

= fl  1!  £ — 2&)«i  cosX. 

dt*  ^ m I 


On  doit  observer  que  les  quantitds  u,  u, , uj,  sont  respecti- 
dx  du  dz 

vcment  egales  a ^ ^ , -j- . L'intcgration  de  ces  cqua- 
dt  dt  dt 

tions  dilTereiUiellcs,  atixquelles  on  devra  joindre  I’equation 
x*-4- y’ -t- 2*  = /*, 


fera  connaitrc  le  mouvcment  apparent  du  pendule  conique. 

Les  equations  diflerenlielles  auxquelles  nous  venons  de 
parvenir,  vont  nous  permcttre  d'expliquer  la  rotation  du  plan 
d'oseillation  du  pendule  , telle  qu'on  I’observe  dans  la  belle 
experience  de  M.  Foucault.  Pour  cela,eliminons  N entre  les 
deux  premieres  equations,  et  nous  trouverons,  en  rcmpla- 
(antu,  ui,  ui,  par  leurs  valcurs, 


d*y 

dF~^^ 


/ dx  dU\ 

2cj)sinX.(x  — +y  ^|  + 2wcos/. 


X 


dz 

di  ■ 


Le  dernier  ternie  de  celte  equation,  contenant  cosX  en  fac- 
teur,  est  nul  aux  pdles  de  la  terre ; en  tout  autre  point  de  la 
surface  du  globe,  il  pent  etre  negligd,  si  les  oscillations  du  pen- 

dz 

dule  n’ontqu’une  petite  amplitude,  a cause  du  facteur^  qui 

est  treS'petit : apres  la  suppression  de  ce  terme  , I’equatiun 
est  immediatement  integrabic  et  donne 

X ^ — y^  = — wsinX  (x*  + y’)4-C, 
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en  d(»ignant  par  C unc  constante  arbitrairp.  Le  pendule 
ayant  ete  mis  cn  mouvement  de  manidrc  qii’ii  chaque  oscilla- 
tion il  vicniie  coineider  avcc  la  verlicale  de  son  point  de  sus- 
pension, on  voit  quo  la  constante  Cdoit  i^trc  niille,  piiisqne 
I'equalion  qiii  la  renferme  doit  etre  satisfaite  qiiand  on  > sup- 
pose x = o,  et  y = o.  Heniplai^ons  les  coonlonni'es  rei'taii- 
gulairesxet  y par  les  coordonnees  polaires  r el  0 liws  aiix 
premieres  par  les  relations 

x = rcosG,  y = rsinS, 
et  reqiiatiun  dont  il  s'agit  se  reduit  a 

— = — ri)  sin  A ; 

(it 

d’ou  Ton  tire 

O = 0„  — usinA.  I. 

On  en  conclut  LMdemment  que  le  plan  d’oscilintion  dii  pendiile 
toiirne  uniformement  autour  de  la  vertieale,  avec  line  vitesse 
angiilaire  egale  a MsinA.  La  rotation  s'elTeelue  d'ailleurs 
dans  le  sens  *ud  ouetl  nord  e*t,  si  le  lieu  d’observatidn  est 
situe  dans  I’liemisphere  boreal  de  la  terre;  et  dans  le  sens 
conlraire,  si  ce  lieu  est  situe  dans  riiemispliere  austral , a 
cause  dll  facteur  sin),  qui  devient  negatif  dans  ce  second  cas. 
Observons  quo,  d’apres  ce  qui  precede,  la  rotation  uniforme 
du  plan  d’oscillation  du  pendiile  se  troiivc  etablie  rigoureii- 
sement,  quelle  que  soit  I'ampUtude  des  oscillations,  pour  le 
cas  oil  le  pendulc  serait  iiistalle  a I’liii  des  deux  pdles  de  la 
terre ; Uindis  que,  pour  tout  autre  lieu  de  la  terre,  cette  ro- 
tation uniforme  n’cxiste  qu’approximativement,  et  cn  siip- 
posant  que  les  oscillations  n'aient  qirune  faible  amplitude. 

g 1^9.  Dans  les  irois  paragraplies  qui  priT-edeiit,  nous 
avons  etiidie  I’l'quilibre  et  le  mouveiiieiit  des  corps  a la  sur- 
face de  la  terre,  eii  supposant  quo  le  globe  terrestre  ne  fui 
aiiime  que  de  son  mouvement  de  rnlalioii  aiiloiir  de  la  ligiie 
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des  pdics.  Voyoiis  quelle  iiillueiiee  le  nioiivenieiil  iinniiel  dii 
centre  de  lu  terre  aiitour  du  soleil  pent  avoir  sur  les  resullats 
que  nous  avons  obleiuis. 

Bemarquons  d’abord  que,  le  mouvoment  de  la  terre  dans 
I'espace  se  composaiit  d'un  inouveinent  de  translation  <‘gal 
a celui  de  son  centre  et  d’un  inouvenient  de  rotation  aulotir 
de  la  lijtne  des  poles,  lorsque  nous  elierclierons  a decompo- 
ser ce  mouvenient  total  de  la  terre  en  une  rotation  auloiir 
d’un  axe  passant  par  un  point  qiiclconqiie  et  une  translation 
egale  an  mouveinent  de  cc  point,  nous  trouverons  la  nnbne 
rotation  coinposante  tpie  si  nous  negligions  le  mouvement 
du  centre  de  la  terre  : done  la  force  centrifuge  compos<M* 
d’un  point  inateri(‘l,dont  nous  voulonsetudier  le  mouvement 
apparent  a la  surface  de  la  terre,  aura  la  meme  grandeur,  la 
mi^me  direction  et  le  meme  sens,  soit  qu’on  neglige  le  mou- 
vement annuel  du  centre  de  la  terre  autour  du  soleil,  soit 
qu’on  veuille  en  tenir  compte. 

II  n’en  est  pas  de  nu'ine  de  la  force  d’inertie  corres- 
pondant  an  mouveinent  d’entrainement  du  point  mobile; 
qiiand  on  tient  compte  du  mouvement  du  centre  de  la  terre, 
cette  force  d’inertie  a une  valeur  dillerente  de  celle  que 
nous  liii  avons  trouvee  en  siippo.ant  (|ue  la  terre  n’etait 
animee  que  d’un  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne 
des  poles.  Le  mouvement  de  la  terre  se  composant  de  son 
mouvement  de  translation  autour  du  sol(>il  et  d('  sa  rota- 
tion autour  de  la  ligne  des  poles,  la  force  d’inertii^  dorit  il 
s’agit  est  la  resultante  de  deux  forces  (|ui  sont : 1"  la  force 
centrifuge  duo  a la  rotation  de  la  terre ; 2"  une  force  egale 
et  contraire  a celle  qui  donneraii  an  mobile  suppose  libre 
un  mouvement  priH-isemcnt  (“gal  a iclui  du  centre  de  la 
terre.  .Mais,  en  meme  temps  (jn’oii  tient  compte  du  moii  - 
vement  de  la  terre  autour  du  soleil,  mouvement  qni  est  dn 
a I’attraction  de  cet  astro  sur  le  globe  terrestre,  on  doit 
tenir  compte  (‘galement  d»‘  I’attraction  (|ue  b*  soleil  exern- 

47 
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8ur  le  corps  dunl  on  veul  eludicr  I'dquilibre  ou  le  niouve- 
ment  par  rapport  a la  lerre.  On  volt  d'apres  cela  que , 
pour  avoir  cgard  au  mouvemcnt  annuel  du  cenlre  de  la 
terre  aulour  du  solcil,  on  doit  joindre  deux  nouvelles  foi'- 
ces  it  cedes  que  Ton  avail  considerdes,  quand  on  n’attribuait 
6 la  terre  que  son  mouvemenl  dc  rotation , savoir  : 1*  line 
force  rdelle  qui  est  I’attraclion  du  soleil  sur  le  mobile  dont 
ou  s’occupe ; 2“  une  force  apparenle  egale  et  conlrairc  a 
celle  qui  serait  capable  de  lui  donner  une  acceleration  de 
mdme  grandeur,  de  nidme  direction  ct  dc  ineme  sens  que 
celle  que  I’attraction  du  solcil  communique  au  centre  de  la 
lerre.  Ces  deux  forces,  dont  on  doit  tenir  compte  aussi  bicn 
dans  I’etude  de  I’dquilibre  apparent  d’liu  corps  sur  la  terre, 
que  dans  celle  dc  son  mouvemcnt,  sont  presque  egalcs  ct 
contraires  I'une  it  I’aulre  , a cause  dc  la  pelilesse  du  rayon 
de  la  terre  relativcmcnt  a la  distance  dc  la  lerre  au  soleil; 
Icur  resullante,  qui  est  exlremcment  petite,  cliange  dc  gran- 
deur et  de  direction  d'une  heure  a rautre  d’une  mi^me  joiir- 
nde,  par  suite  du  cliangement  dc  position  du  corps  par  rap- 
port au  soleil ; elle  doit  etre  regardee  comme  eiant  une  force 
perturbatricc  qui  determine  une  variation  periodique,  lant 
dans  la  grandeur  du  poids  du  corps,  que  dans  la  direction 
du  fil  it  plumb  ou  de  la  verticalc.  Ce  cliangement  p^riodi- 
que  dc  la  direction  du  fil  a plumb  nc  peut  pas  s’observer 
directement,  parce  qu'il  est  Irop  faiblc;  muis  il  devieul  sen- 
sible par  Ics  oscillations  de  la  surface  dc  la  mer,  qui  en 
sont  une  consequence  nalurelle. 

Pour  6tre  exactement  dans  le  vrai , il  faul  encore  tenir 
compte  de  la  presence  dc  la  lunc , qui  contribuc  pour  sa 
iiiible  part  au  mouvemenl  de  translation  de  la  terre,  cl  qui 
agit  egalemcnt  par  atlraclioti  sur  un  corps  quelconqiic  place 
4 la  surface  de  la  teire.  La  resultantc  dc  rattraction  de  la 
lune  sur  ce  corps,  et  d’une  force  capable  de  lui  donner  une 
acceleration  egale  et  contraire  a celle  que  la  lune  doitne 
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au  centre  de  la  terre,  constiliic  une  iiouvelle  force  pertiir- 
batrice,  qui  sc  combine  avec  la  precedenle,  pour  produire 
le  cbangement  periodique  de  direction  de  la  verticale  au- 
qnel  est  du  le  phenomene  des  marees.  Cette  derniere  force 
pcrturbatrice  est  meine  plus  forte  que  la  premiere , parce 
que  la  lune  est  beaucoup  plus  rapprochec  du  la  terre  que 
le  soleil ; et  c’est  pour  ccia  que  le  phenomene  des  marees 
sc  regie  surtout  sur  le  mouvemeot  apparent  de  la  lune,  et 
non  sur  celui  du  soleil. 

L’iulluence  du  mouvement  annuel  de  la  terre  autour  du 
soleil  ne  sc  manifeste  done,  dans  Tequilibre  et  le  mouve- 
ment des  corps  sur  la  terre,  que  par  une  variation  periodi- 
que et  presque  insensible  de  I’intensite  de  la  pesanteur  et 
de  la  direction  de  la  verticale  en  cliaque  lieu.  Lcs  resul- 
tats  auxquels  nous  etions  parvenu' en  negligcaut  ce  mou- 
vement (§§  IU6  et  itil)  n’en  sont  pas  modilies  d’uno  ina- 
nierc  appreciable. 

On  comprend , maintenant , comment  nous  avons  pu  dire 
(§  poids  d’un  corps,  place  successivement  a 

dilferentes  hauteurs  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre, 
varic  sensiblement  en  raison  invei'sc  du  can  e de  la  distance 
qui  le  separe  du  centre  du  globe  terrestre.  La  force  d’incrtic 
correspondant  au  mouvement  d’entrainement  d’uii  corps 
place  sur  la  surface  de  la  terre,  on  pres  de  cette  surface, 
est  tres-petite  par  rapport  a {'attraction  que  le  corps  eprouve 
de  la  part  du  globe  terrestre;  le  poids  du  corps  ne  differe 
done  pas  beaucoup  de  cette  attraction , qui  est  a pen  pres 
dirigee  vei^s  le  centre  de  la  terre,  et  qui  varie  i pen  pres  en 
raison  inverse  du  carre  de  la  distance  du  corps  a ce  centre 
(§  145).  Nous  pouvons  ajouter  que,  lei's  nn'me  quo  le  poids 
d’un  corps  serait  une  force  exactement  dirigee  Yd's  le  centre 
de  la  terre , et  variant  en  raison  invei'se  du  carre  de  la  dis- 
tance du  corps  a ce  point,  le  mouvement  du  corps  aban- 
donne  a lui-meme,  sans  vitesse  initiale,  ne  serait  pas  pre- 
t7. 
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cisi^mont  celui  que  nous  avons  truuve  dans  U>  § 107;  car  la 
force  centrifuge  composee  vient  se  joindre  an  poids  du  corps 
pour  modifier  son  moiivement , et  I’on  sail  qnc  la  grandeur 
de  celle  force  augnicntc  avec  la  vilcsse  du  corps  : ce  n’esi 
qu’aulant  que  la  vitesse  du  mobile  nc  sei-ait  pas  tres-grande, 
qu’on  pourrait  regarder  son  mouvemenl  coinme  s’elTecluant 
conformement  a ce  qui  a ele  dit  dans  ce  pai  agraphe. 

Lorsqiie  la  hauteur  de  chute  est  petite,  on  pent  negliger 
non-seulemcnt  I’inflncnce  de  la  force  centrifuge  composee, 
mais  encore  la  variation  de  grandeur  et  de  direction  qu'e- 
prouve  le  poids  du  corps,  a inesurc  que  ce  corps  change  de 
position  par  rapport  a la  surface  de  la  terre  : en  sortc  que, 
dans  ce  cas,  le  mouvement  apparent  d'un  corps  pesant  s'ef- 
fectue  comme  un  mouvement  absolu  produit  par  faction 
d’une  force  constante  en  grandeur  et  en  diivciioii  ( 

91  et  92  ). 
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DYNAMIQUE 

mwm  PARTiE. 

De  I'eqiiilibre  des  syslemes  materiels. 


CUAPITRE  PREMIER. 


CON  POSITION  DES  FORCES  APPLKiCEES  A I N SOLIDE 
INVARIABLE. 

§ 150.  Cea»(italion  m«l^nlalre  deH  eorp«.  — Tout 
nous  porte  a regardcr  les  corps  comme  d»!s  assemblages  de 
molecules,  placees  a distance  les  unes  des  autres,  et  exer- 
^•anl  les  unes  sur  les  autres  des  actions  attractivcs  ou  repul- 
sives,  suivant  les  cas.  Aucune  experience,  auciin  pluMionieiie 
n’a  pu  jus(|u’a  present  nous  fournir  la  moindre  notion  sur 
les  dimensions  des  molecules  dont  les  corps  sont  formes ; 
tout  ce  que  nous  pouvons  dire,  c’est  quc  ces  dimensions  sont 
iiecessairement  d’une  extreme  petitesse. 

Quelque  petit  que  soil  un  corps,  on  iie  pent  le  regaider 
comme  etaiil  un  simple  point  materiel,  qu'autant  qu’on  fait 
abstraction  de  ses  dimensions.  En  assimilant  les  molecules 
des  corps  a des  points  materiels,  comme  nous  le  ferons  tou- 
jours  dans  ce  qui  suit,  nous  sortirons  done  de  la  realit»'-. 
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pour  cntrer  daiis  le  domainc  de  I’abstraction ; inais  nous 
devoiis  dire  de  suite  que  la  comparaison  des  resuitats  aux- 
quels  on  est  parvenu  ainsi  avec  les  plicuoinenes  natiirels, 
n’a  jamais  pii  montrer  qu’il  y eut  la  inoindrc  erreur  produite 
par  celte  inanicre  d'envisager  les  choses  : on  n’a  pas  trouvc 
jusqu’it  present  qu’il  fut  nccessaire  do  lenir  eonipte  des  di- 
mensions des  molecules,  dans  I’lHude  des  diverses  circons- 
tances  que  presente  le  mouvement  des  corps,  de  quelque 
nature  qu’ils  soient.  Les  systemes  materiels,  qui  seront  I’ob- 
jet  des  theories  doiit  nous  allons  nous  occiiper,  seront  done 
toujoui's  des  »y»teme»  de  poinU  vmterieh.  Dans  celte  se- 
conde  partie  de  la  dynamique,  nous  les  considererons  a 
I’etal  d’equilibre,  c’esl-a-dire  que  nous  supposerons  que 
chacun  des  points  materiels  donlils  sont  formes  est  en  equi- 
libre  sous  Taction  des  diverses  forces  qui  lui  sont  appliquees 
(§  104)  i la  troisieme  panic  de  la  dynamique  sera  consacrce 
it  Tetude  des  lois  de  leur  mouvement. 

Les  corps  sc  presentenl  a nous,  dans  la  nature,  sous  irois 
elats  difT(>renls  : ils  sont  solides,  liquides  ou  gazeux.  Les 
tolidet  sont  des  corps  dans  lesquels  les  molecules  ont  des 
positions  determinees  les  unes  par  rapport  aux  autres;  on 
ne  pent  changer  ces  positions  relatives  des  molecules  qu’en 
faisant  agir  sur  dies  des  forces  plus  ou  moins  grandes,  el  si 
la  deformation  qu’on  a ainsi  fait  subir  au  corps  ne  depasse 
pas  certaines  limites,  les  molecules  reviennenl  a leur  dispo- 
sition primitive,  des  que  les  forces  qui  les  out  derangees 
cessent  d’exercer  leur  action.  Dans  les  liquides  et  les  gaz, 
au  contraire , les  molecules  sont  exlrttmement  mobiles ; la 
inoindre  cause  les  derange  des  positions  qu’eiles  occupenl 
les  unes  par  rapport  aux  autres,  et  quelque  petit  que  soil 
le  derangement  qu’elles  eprouvent  ainsi , il  ne  tend  pas  it 
disparaitre  en  mt^me  temps  que  la  cause  qui  Ta  produit  : 
e’est  cette  propriele,  commune  aux  liquidets  el  aux  gaz, 
qui  fait  qu’on  les  designe  collectivement  sous  le  noin  de 
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fluidei.  Nous  aurons  a consideror  successivcment  Tappli- 
catioii  dcs  theories  de  I'equilibre  ct  du  mouvemeiU  h chacune 
de  ces  deux  esp^ces  tres-distinctes  de  corps  naturels. 

§ 151.  Fereen  intvrlear««,  f«rees  ext^rleurefi.  — Nous 
avons  dil  (§  88)  que  toule  force,  appliqude  it  un  point  ma- 
teriel A,  emanc  d’uii  autre  point  materiel  B situe  ^ une 
distance  quelconque  du  premier.  Supposons  que  le  point 
materiel  A soit  un  de  ceux  qui  composent  Ic  syst^me  mate- 
riel dont  nous  etudions,  soit  I'equilibre,  soit  Ic  mouvcment. 
Si  le  second  point  B appartient  egalement  it  ce  systeme  ma- 
tdriel,  la  force  qui  agit  sur  Ic  point  A,  et  qui  ^mane  du  point 
B,  est  une  force  interieure.  Si  le  point  B ne  fait  pas  partie 
du  systeme  materiel  dont  nous  nous  occupons,  cette  force, 
qui  emanc  du  point  B,  ct  qui  est  appliquee  au  point  A,  est  une 
force  extdrieure. 

II  est  clair,  d’apres  le  principe  do  I’cgalite  de  Taction  et 
de  la  reaction,  que  si  Ton  prciid,  parmi  les  forces  qui 
agissent  sur  les  divers  points  d’un  systeme  materiel,  toutes 
celles  qui  sont  des  forces  interieiires,  ces  forces  sont  egalcs 
deux  it  deux  et  dircctcmcnt  opposees. 

Une  mt'me  force  pent  jouer,  tantdt  le  rdle  de  force  inte- 
rieurc,  tantdl  le  rdle  de  force  exterieure,  suivant  les  cas. 
Si  Ton  considere , par  exemple,  le  mouvemont  d’un  corps 
qui  tombe  a la  surface  de  la  terre,  Tattraction  qu'une  des 
molecules  de  ce  coi*ps  eprouve  ile  la  part  d’une  molecule 
quelconque  de  la  terre  est  une  force  extcirieure  ; si  au 
contraire  on  considere  le  mouvement  d’un  systeme  materiel 
forme  de  la  terre  tout  entierc  et  des  divers  corps  qui  se 
trouvent  a sa  surface  ou  dans  son  voisiiiage,  la  m6me  at- 
traction dcvient  une  force  interieure. 

§ 152.  Ce  qu’on  cntend  par  aolltle  Invariable.  — 
Avant  de  nous  occuper  d’unc  manii^re  generale  de  Tetude 
de  I’equilibre  d’un  systeme  materiel  quelconque,  nous  con- 
sidererons  d’abord  un  cas  ideal  et  simple,  aiiquel  on  pent 
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ires-souvenl  ramciier  Ics  questions  d’ecjuilibre  qu’oii  a ii 
trailer.  Nous  supposerons  que  le  syslemc  materiel,  donl 
nous  voulons  etudier  lequilibre,  soil  de  forme  invariable, 
c'esl-a-dire  que  les  divers  points  materiels  qui  le  composenl 
lie  piiissenten  aucune  maniere  se  rapprocber  on  s’idoigner  les 
uns  des  autres  j c’est  a uii  pared  systeme  materiel  que 
nous  donnons  le  nom  de  tolide  inrariahle. 

(k*tte  invariabiliK;  absolue  de  forme  d’uii  syslemc  materiel 
lie  se  reneoiiire  nulle  part  dans  la  nature.  II  existe,  il  csl 
vrai,  uii  grand  iiombre  de  corps  solides  qui  semblenl  iie 
pas  eprouver  de  cliangeiiient  de  forme,  de  quelque  maniere 
qu'oii  clierclie  ii  les  dcTormer,  potirvu  loutefois  epic  les  forces 
qu’on  leur  applique  ne  depassent  pas  certaines  liinites ; mais, 
si  CCS  corps  paraisseiit  conserver  la  forme  qu’ils  avaient  lout 
d’abord,  inalgre  Taction  des  forces  qui  teiidenl  ii  la  leur  faire 
perdre,  c’esl  uniquement  parce  quo  la  dc'formalion  qiTils 
eprouveul  esl  irop  faible  pour  ctre  apercue : cctle  defor- 
mation n'eii  existe  pas  moins,  quelque  petiles  que  soient 
les  forces  qui  lendeiit  ii  la  produire.  Pour  distiiiguer  les 
corps  solides  iiui  existent  dans  la  nature,  el  (pii  sunt  toujours 
plus  on  moins  did'orinables  sous  Taction  des  forces  qui  leur 
soul  appliquees,  des  systeines  materiels  aiixquels  nous  al- 
tribuuiis  uiie  iiivariabilite  absolue  de  forme,  nous  desigiie- 
roiis  les  premiers  sous  le  nom  de  »olide»  natureh. 

Les  theories  que  nous  allons  exposer  dans  ce  cliapitre,  el 
dans  les  deux  suivaiils,  sc  rapporlenl  exclusivemcnl  aux 
solides  invariables,  considtues  ii  IVtat  d’eqiiilibre. 

§ 153.  I'ne  force  pent  ^tre  appllqn^e  en  nn  point 
qaelronque  de  ho  direction,  MinH  qne  non  eflVi;t  solt 
change.  — Pour  etablir  celle  proposition  , nous  ad- 
mcltroiis  comnie  evident  que  deux  forces  ('•gales,  qui  sent 
appliqutk's  eii  deux  points  dilferents  d’uii  iiK‘nie  solide  in- 
variable, suivanl  la  ligne  droite  (|ui  joint  ces  deux  points, 
et  en  sens  contrairc  Tune  de  Taulre,  se  font  eqiiilibrc ; en 
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sorlp  quo,  si  le  corps  dont  il  s’agit  est  en  repos  avaiH  quc 
ces  forces  lui  soient  appliquees,  Ics  actions  siinultanees  de 
ces  deiix  forces  nc  le  fcront  pas  sortir  de  son  elat  do  repos. 

Cela  pose,  soil  .M,  fig.  72,  un  so- 
lidc  invariable  en  eqnilibre  sons 
Taction  de  diverees  forces.  Coiisi- 
derons  en  particulier  une  do  ces 
forces,  F,  appliquee  an  point  .A. 
Prenons  nn  point  B snr  la  din-ction 
de  cette  force  F,  et  appliqnons-y 
deux  forces  F",  F"',  egales  a F,  el 
agissant  en  sens  contraire  Tnno  de 
Tautre,  suivant  la  direction  .\  B ; ces 
deux  nouvelles  forces,  sc  faisanl 
evideminent  eqnilibre,  nc  tronbleront  pas  Total  deqnilibrc 
dans  Icquel  se  trouvait  le  corps  M avant  lenr  application. 
.Mais  les  deux  forces  F,  F”,  qui  sont  egales,  et  qni  agissent 
en  sens  contraire  Tune  de  Tautre,  suivant  la  droito  A B nieneo 
par  lenrs  points  d’application,  se  font  aussi  e(|uilibre,  d’a- 
pr^  ce  quc  nous  avons  adniis  il  iTy  a qu'un  instant : on  p<‘nl 
done  les  supprinier  sans  qne  le  corps  .M  cesse  d’etre  en  cqui- 
libre.  Des  trois  forces  F,  F',  F",  il  ne  rcste  plus  des  lore  quo 
la  force  F',  qui  so  irouve  ainsi  substituee  a la  force  F quc 
nous  avioiis  considereo  tout  d’abord.  On  voit  done  qu’unc 
force,  qui  agit  sur  un  point  d’un  solide  invariable  en  o(|ui- 
Tibre,  pent  »'lrc  appliquee  en  un  autre  i)oint  pris  sur  sa 
direction,  sans  que  sou  effet  cesse  d’eti’c  le  mt'me  ; puisque 
Tequilibre  du  corps  iTest  pas  trouble  parce  chaugeinenl  du 
point  d'applicalion  de  la  force. 

Dans  le  raisonncinciit  que  nous  venous  de  faire,  nous 
avons  suppose  quc  le  point  B,  pris  sur  la  direction  de  la 
force  F,  faisait  pai  tie  du  corps  M.  Mais  cela  n’est  pas  ne- 
ccssaire.  La  force  F peul  «Hre  appliquee  en  un  point  quel- 
conque  de  sa  direction,  appartenant  au  corps  M,  ou  sitiie 


Google 


266  LIVRE  III.  — DY>AM10tE.  DEUXIEME  PARTIE. 
en  dchoi's  de  ce  corps,  pour\'ii  quo,  dans  cc  dernier  cas, 
le  point  sur  lequel  on  traiisporle  I’aclion  de  la  force  F soil  lie 
invariablement  au  corps  M. 

§ 154.  Composition  des  forces 
coneouranles.  — Lorsijue,  parini 
les  forces  qui  agissent  sur  un  solidc 
invariable  en  equilibre,  il  y cn  a 
plusieurs  F,  F',  F",.-*  fig-  73,  donl 
les  directions  concouient  en  un 
memo  point  U,  ces  forces  F,  F',  F”,... 
peiivent  etre  remplacees  par  unc 
foi  ’ce  unique  qui  cst  leur  resultante. 
En  elfet  cliacune  de  ces  forces  pent 
•'‘s-  ’*•  (*tre  transportee,  du  point  sur  lequel 

ellc  agit,  au  point  0 pris  sur  sa  direction  (§  153)  ; et  alors 
ces  diverses  forces,  agissant  sur  un  m^ine  point  0,  pcuvent 
I'tre  coinposees  en  unc  seule,  au  moyen  du  parallclogramme 
des  forces,  ou  du  parallelipipede  dcs  forces, ou  bien  encore 
du  polygone  des  forces,  snivant  les  cas  (§  99).  La  resultante 
R,  ainsi  obtenuc,  pent  d’ailleurs  6tre  appliquee  en  un  point 
quelconquc  L de  sa  direction.  La  force  K,  appli(|uee  au  point 
L,  pent  done  remplacer  completement  les  forces  F,  F',F'',.- 
appliqiiees  au\  points  A,  B,  C, . . . 

II  n’est  pas  necessaire  (|ue  le  point  0,  par  lequel  vont  passer 
les  directions  des  forces  F,  F',  F”,.--,  fasse  partie  du  solide 
invariable  soumis  A Taction  de  ces  forces,  pour  qu’on  puisse 
leur  substituer  la  force  U.  On  coiiQoit  cn  effet  que,  pour 
fairc  le  raisonnement  qui  precede,  on  pent  supposer  que  le 
point  0 soit  invariablement  lie  au  corps ; inais  que,  des 
qiTon  a trouve  ainsi  une  force  H,  qui,  cn  agissant  sur  un 
point  L du  corps , pent  tenir  lieu  des  forces  F,  F',  F", . . . 
appliquees  aux  points  A,  B,  C,...,  ou  n'a  plus  besoin  de 
se  preocenper  de  Tliypotliesc  qu’on  a faite  sur  le  point  0 
pour  y arriver : la  liaison  qu'on  avait  admise  eiitre  ce  point 
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0 Cl  Ic  corps  peul  c'tre  supprimco,  sans  qne  les  forces  F,  F', 
F'',...  el  R cessent  il’exercer  leur  action  dans  les  mi^mes 
conditions,  ct  par  consequent  sans  que  la  derniere  dc  ces 
forces  cesse  dc  pouvoir  remplacer  les  autres.  Nous  devons 
obsener  cependant  que  la  substitution  de  la  force  R aux 
forces  F,  F',  F", . . . ne  jH*ut  se  fairc  d'une  manicure  absolue 
qu'autant  que  la  direction  dc  cette  force  R vient  passer  par 
quelqu'un  des  points  du  corps  aiiquel  les  forces  F,  F',  F", . . . 
soiit  appliqiiecs  ; s’il  n’en  estpas  aiiisi,  on  ne  pent  regarder  la 
force  R comme  pouvant  tenir  lieu  des  forces  F,  F',  F", 
qtiVn  admettant  que  Ic  point  L de  sa  direction  auquel  on  la 
suppose  appliqiiec  esl  lie  invariablenient  a ce  cor]>s. 

D'apres  la  inaiiiere  dont  la  resullante  R a etc  obteiiue  au 
nioyen  des  coiuposaiiles  F,  F',  F'',.->  il  est  clair  que  toutes 
les  propositions  iRablies  precedeminenl  (§§  100  a 103),  pour 
les  forces  appliqiiecs  a un  nu^ine  point,  soiit  vraies  pour  un 
sysl^me  de  forces  concouranles  appliquees  a un  solide  in- 
variable on  eqiiilibre. 

§ 155.  C'ompoHlIlon  de«  fore**)  p«riilleleH. — Pour 
arriver  a la  composition  de  deux  forces  appliipiees  a un  so- 
lide invariable,  suivant  des  directions 
paralleles,  el  dans  le  ineine  sens,  consi- 
derons  deux  forces  F,  F',/?//.  Ih,  appli- 
quees a deux  points  X el  B d'un  pareil 
solide,  suivant  des  directions  concou- 
rantes.  On  trouve  la  resultantc  R de  ces 
deux  forces  F,  F',  en  construisant  Ic 
parallelogramme  OCDE  sur  les  deux 
lignes  OC,  OD  qui  les  repr^scnlent. 
Siipposoiis  que  les  directions  des  forces 
F,  F',  changent  peu  a pen , en  passant 
toiijours  par  les  points  et  B,  de  telle 
inani^re  que  ces  directions,  toiijours  comprises  dans  un  mi'me 
plan,  s’approchent  de  plus  en  plus  de  devenir  paralleles;  le 
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pur:iili‘togruiiimc  OCDK  sc  dcl'oriiieia  cii  incnic  temps,  1 1 lu 
resultaiitc  R,  qiii  est  rcprcscnlce  par  la  diagoiiale  OE,  sc  iiio- 
dificra  cii  consequence.  II  esl  clair  d’apr^  cela  quo,  loi-s<pie 
les  directions  des  forces  F,  F'  seront  paralleles,  la  resultante 
R sera  egale  a la  soininc  de  ces  deux  forces,  ti  en  outre  sa 
direction  sera  paralleic  a cello  de  chacune  des  composante.'. 
Observons  de  plus  quo,  d’apres  le  tluHirenic  des  monieiits 
relatif  au  cas  de  deux  forces  appliqiiees  a iin  meme  point 
soinine  des  inonicnts  des  forces  F,  F',  par  rap- 
port au  point  d’application  L de  Icur  resultante,  est  egale  a 
zero,  puisqiie  le  moment  de  la  resiilUuitc  R par  rapport  a 
CO  point  est  nul ; on  en  deduit  iinmediatcment  quo  les  dis- 
tances du  point  L aux  directions  des  deux  forces  F,  F',  sont 
inverseinent  proportionnelles  aux  grandeurs  de  ces  forces, 
proposition  qiii  subsistera  encore,  sans  aucune  modification, 
loi'sque  les  forces  F,  F'  seront  devenues  paralleles. 

On  concliit  de  ce  qui  precede  <|ue  deux  forces  paralleles 
et  de  meme  sens  F,  F',  appliqiiees  ii  deux  points  A et  B d'liii 
solide  invariable,  fig.  Ih,  out  unc  resul- 
taiile  R egale  ii  Icur  soinme,  et  dirigee 
dans  Icur  plan,  parallelement  ii  chaciinc 
d'elles  et  dans  le  meme  sens  ; de  plus 
les  distances  LM,  LN  du  point  d’appli- 
cation L de  cette  resultante  aux  direc- 
tions des  deux  forces  F,  F',  sont  inver- 
sement  proportionnelles  aux  grandeui'S 
de  CCS  forces.  La  force  R peut  ^tre  appli- 
qiiec  au  point  C,  oil  sa  direction  rencontre  la  ligne  A R;  et 
coinmc  le  rapport  de  CA  ii  CB  est  le  m»*me  que  celiii  de 
LM  ii  L.\,on  peut  dire  encore  que  le  point  d’application 
de  la  resultante  des  deux  forces  F,  F'  est  sitiie  siir  la 
droite  .\  B qui  joint  les  points  d’applicatioii  des  coinpo- 
santes,  et  ipi’il  divise  cette  droite  en  deux  parties  inver- 
sement  proportionnelles  aux  grandeurs  de  ces  composantes. 
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2 ).a(5.  Lors(|iiP  tlpiix  forcps  F,  F',  fig.  76,  sonl  appliqiiees 
a deux  points  A cl  H d’un  solid(! 
invariable,  snivant  des  directions 

^ Jg  pai-allelcs,  el  en  sens  conlraire 

I’line  dc  I’anlre,  ces  forces  ont 

I ^ line  rcsullante  qiic  Ton  obtienl 

de  la  maniere  snivanle.  Soil  F 
Fig.  Td.  la  plus  ijrande  des  denx  forces 
doniK-es.  On  pent  retarder  cetle  force  F conirne  resultant 
de  la  composition  d(‘  deux  forces  paralleli's  et  de  ineme 
sens,  donl  I’nne,  (-Kale  a F',  soil  appliqnee  an  point  B,  et 
I’aulre,  egale  a F— F’,  soil  appliqm^e  a nn  point  C eonvena- 
bleinent  choisi  sue  le  prolonijeinenl  de  la  ligne  BA  ; on  de- 
vra  avoir  ponr  cela 

^ ^ 

AB~F  — F' 

Si  Foil  reniplace  la  force  F par  les  d<“iix  coniposanles  donl 
on  vienl  dc  parler,  la  premiere  dc  ccs  composiintcs  sera  d«'*- 
iruite  par  la  fon  e F'  qui  est  d»*ja  appliipiee  an  point  B en 
sens  conlraire,  el  il  ne  restera  plus  (pic  la  force  F-F'  appli- 
(piee  au  point  0 : cetle  derniere  lorce  est  done  la  lesullanli 
des  deux  forces  don nees  F,  F'. 

.\insi  deux  forces  paralleb's  et  dc  sens  conlraires,  appli- 
quees  a un  solidc  invariable,  ont  une  l esultante  egale  a leiir 
difference,  dirigt'-e  dans  leur  plan,  parallelement  a eliacune 
d’elles,  et  agissanl  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  deux 
eomposanles ; el,  si  Ton  observe  (pie,  de  la  proportion  ('•erite 
ei-dessns,  on  dednil  cetle  autre  proportion 

O _ F' 

( It  ~ F ’ 

on  pent  dire  que  le  point  d’applicalion  t'.de  cetle  resultanle 
est  sitmi  snr  le  prolongemenl  de  la  droile  AB,  dii  c6le  (In 
point  d’applicalion  A dela  pins  grande  composante,  el  qu'il 
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est  ^loigne  des  points  A et  B de  ({uaiUilus  iiivei'sement  pro- 
porliunnclles  aux  forces  qui  sunt  appliquees  a ces  points. 

II  est  aise  de  voir  que  ce  que  nous  venons  dc  dire,  relati- 
vement  a la  composition  de  deux  forces  paralleles  et  de  sens 
contraires,  suppose  essentiellemeiu  que  ces  deux  forces  sont 
incgalcs.  Si  Ton  voulait  passer  dc  la  au  cas  particulicr  oil  les 
deux  forces  sont  egales,  cu  siipposant  que  la  plus  grande 
des  deux  decroit  progressivcinent  jusqu'^  devenir  egale  a la 
plus  petite,  on  trouveraitque,  dans  ce  cas  particulicr,  la  re- 
sultante  est  nulle  et  a son  point  d'application  a unc  distance 
infinie  dcs  points  d'application  des  deux  composantes  : cela 
signific  evidemnient  que  Ic  systemc  de  deux  forces  egales, 
appliquees  a un  soUde  invariable,  suivant  des  directions  pa- 
ralleles, el  en  sens  conlraire  Tune  de  I’antre,  ne  pent  pasetre 
reniplace  par  une  force  unique,  c’esl-a-dire  que  ces  deux 
forces  n’ont  pas  de  resultantc.  Un  pareil  systemc  de  forces 
constitue  ce  qu'uii  nomine  un  couple. 

§ 157.  (^nsideruns  inaintenant  un  nombre  quelconquc 
de  forces  paralleles,  appliquees  en  dilTerents  points  d’lin  so- 
lide  invariable,  el  clierelions  a determiner  la  resullanle  de 
toutesces  forces,  s’il  y en  a unc. 

Si  toules  les  forces  paralleles  donl 
il  s’agit  soul  dirigees  dans  un  nu'me 
sens,  on  (rouvera  leur  ri^ultante  en 
operant  de  la  nianierc  suivante.  On 
composera  d’abord  deux  des  forces 
donnees,  Fel  F,  par  exeniple,  fig.  77, 
en  unc’scule  foi  cc  U|  qui  sera  egale  a 
F A-  F',  el  donl  le  point  d'application 
Li  divisera  la  ligne  .VB  en  deux  par- 
lies  invei'seinent  pioportionnelles  aux 
forces  F et  F';  puis  on  composera  celle 
resultante  partielle  Ri  avee  une  troisi^medes  forces  donnees, 
avec  F ' par  exemple,  ce  qui  donnera  une  deuxieme  resul- 
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lanu?  parlielle  Ra  ogale^  Ri  -f-  F " ou  bien  a F + F'  F",  cl 
appiiqu^een  tin  point  La  tel  que  L|La  ct  CLa  soient  inverse- 
ment  proportionncis  a R|  ct  F";  ensuite  on  composera  la 
deuxieme  resultantc  partielle  Rj  avcc  une  quatrieme  force 
F"' ; ct  ainsi  de  suite.  Ilcst  clair  que,  en  continuant  dc  cctte 
maniere,  on  arrivera  toujours  a unc  force  unique  R qui 
pourra  tenirlieu  dc  toutes  les  forces  doiindes,  ct  qui  sera  par 
consequent  la  resuitante  de  ce  systeme  dc  forces.  Cette  r^ 
sultante  R sera  egalc  a la  somme  des  composantes  F,  F', 
F ", . . . , parallclc  a cliacune  d’elles,  et  dirigee  dans  le  nu*me 
sens;  son  point  d'application  se  deduira  de  la  seric  desop^ 
rations  qui  deterininent  succcssivcmcnt  les  divers  points 

d'application  Li , Lj, ....  des resultantes  partielles  R , , R.] 

Si  les  diverses  forces  paralleles  qu’ou  se  propose  de  com- 
poser enti'c  elles  nc  sont  pas  dirigecs  toutes  dans  le  m^nie 
sens,  on  les  partagera  en  deux  groupcs  formes,  I'un  de  celles 
qui  agissent  dans  un  sens,  rautrc  dc  celles  qui  agissent  dans 
le  sens  oppose.  Toutes  les  forces  du  premier  groupe  pour- 
ront  etre  remplacecs,  d’apres  cc  que  nous  venons  de  dire, 
par  une  force  unique  R’  egalc  a leur  somme,  dirigee  paral- 
lelemcnt  a cliacune  d'ellcs,  et  dans  le  mt'me  sens ; il  en  sera 
de  m^mc  des  forces  du  second  groupe,  auxquclles  on  pourra 
substituer  une  force  R"  egale  a leur  somme,  paraliele  a leur 
direction  commune,  ct  dc  indme  sens  qu’elles.  Ces  deux  re- 
sultantes partielles  R",  R",  qui  peuvent  rcmplacerl'enscmble 
des  forces  donnecs,  et  qui  sont  paralleles  ct  de  sens  contrai- 
res,  peuvent  en  general  se  composer  a leur  tour  en  une  sculc 
force  R egale  it  leurdiCTerence,  agissant  parallelement  iiclia- 
cunc  d’elles,  et  dans  le  sens  dc  la  plus  grande  dcs  deux 
(§  156)  : la  force  R ainsi  obtenuc  est  la  resuitante  de  toutes 
les  forces  donnees.  Dans  le  cas  particulier  oil  les  resultantes 
partielles  R",  R"  seraientegalcsentre  elles,  sans  agirsuivant 
la  mdme  ligne  droitc,  on  ne  pourrait  pas  les  remplacer  par 
une  force  uni({uc,  et  alors  le  systdme  dcs  forces  donnees  se 
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reduil’ait  a un  couple  forine  par  les  deux  forces  R',  R".  Si  les 
deux  forces  R',  R"  etaient  egalcs  cl  agissaieiit  suivaiU  la 
meme  ligne  droile,  comme  dies  sont  de  sens  contraires,  dies 
se  detruiraient  mutudlemenl,  co  qui  revient  a dire  qu’elles 
auraienl  une  resultante  nulle  : Ic  systeine  des  forces  doniiees 
aurait  done  aussi  une  resultante  nulle. 

§ 158.  ThMreme  den  momentis  d’an  de 

ferees  p«r«Uele«  par  rapport  a an  plan.  — \ous  avons 
VII  (S  103)  que  Ic  moment  de  la  resultante  de  deux  forces 
appliqnd's  a un  point,  par  rapport  .a  une  droile  quciconqm*, 
est  egal  a la  soinuie  des  moments  dcs  composantes  par  rap- 
port a la  meme  droitc.  Olte  proposition  est  d’ailleiirs  appli- 
cable au  cas  de  deux  forces  appliquees  en  deux  points  difftv 
rents  d’un  solidc  invariable,  suivant  des  directions  concou- 
raules  (§  154);  el  par  suite  on  pent  I’appliquer  au  cas  de 
deux  foi'(!es  paralieles  et  de  mOme  stms , qui  est  compris 
comme  cas  particulier  dans  le  prd-edent  (§  155). 

Supposons  que  nous  cboisissions  la  droile  D,  par  rapport 
a laquelle  nous  preuons  les  moments  de  deux  forces  paral- 
Ides  et  de  mdiie  sens  F,  F',  et  de  leur  resultante  R,  de  telle 
manicre  que  sa  direction  fasse  un  angle  droit  avec  celle  des 
forces;  imaginons  en  outre  que  nous  menions  par  celtc droile 
D un  plan  P parallelc  aux  directions  des  forces  F,  F',  R.  II 
est  aise  de  voir  que  le  moment  de  I'unc  quciconque  de  ces 
forces,  de  la  force  F par  excmple,  par  rapport  a la  droitc  1), 
n'est  autre  chose  que  le  produil  de  la  force  F par  la  distance 
de  sa  direction  au  plan  P : ce  produil  estcequ'on  nomme  le 
moment  de  la  force  F par  rapport  au  plan  P.  Un  pent  doiui 
dire,  d’apiesla  proposition  qui  a etc  rappchk*  ci-dessns,  que 
le  moment  di;  la  rcsullaiile  R par  rapport  au  plan  P est  egal 
a la  sominc  des  moments  des  composantes  F,  F',  par  rap|)ori 
a ce  plan.  Cest  en  cela  que  consisle  le  Iheoreme  des  mo- 
ments par  rapport  a un  plan,  pour  le  cas  de  deux  forces  pa- 
nilleles  el  de  meme  sens.  I’.e  llit'-oivme  est  vrai,  quelle  que 


Digitized  by  Google 


27.1 


FORCES  APPLIQliES  A IN  SOLIPE  INVARIABLE. 

soil  la  position  du  plan  P rolalivomciil  aiix  droitps  snivant 
|ps(|uHlps  agissnU  les  fom-s  F,  F',  R,  cl  anxipicllcs  il  csi 
parallelc,  ponrvn  qii'on  atlribiic  nn  signcionvcnaltlc  an  nio- 
mcnl  dc  cliacnnc dcs  forces  par  rapporl  a ce  plan.  La  nianicrc 
donl  ce  signe  doit  ^tre  determine,  rc.sulle  dt“  ce  qui  a etc  dil 
(S 1 relativement  an  signe  (pi’on  doit  atlribuer  an  moment 
d’line  force  par  rap|)ort  a line  droile  : il  esl  aisi*  de  voir  qiie 
le  moment  d'nne  force  par  rapporl  a nn  plan  parallele  a sa 
direction  doit  eire  affecle  dii  signe  + on  dn  signe — , snivant 
qne  la  force  est  placee  d'nn  c6le  on  de  I’antre  dn  plan. 

,\pres  avoir  elabli  le  tluMn-eme  ipii  pri'-cede,  dans  le  casde 
denx  forces paralleles  etdememe  sens,  nons  allons  I’etendre 
an  cas  d’nn  systeme  quelconque  de  forces  paralleles.  Pour 
cela  nons  considcrei  ons  d’abord  le  cas  de  denx  forces  paral- 
leles et  de  sens  contraircs  F,  F',  fig.  7fi  (page  269).  Aons 
savons  qiie  la  resnllante  R de  ces  deux  forces  s’oblienl  en 
di'composaul  la  force  F,  que  nous  supposoiis  plus  grande 
que  F',  en  deux  composantes  pai-alleles  el  de  meme  sens, 
dont  I’une,  (-gale  a F',  soitappliquee  au  point  B,  et  I'autre  soil 
appliqnee  ni  un  point  (1  convenablemenl  choisi  sui‘  le  pro- 
longement  de  la  ligne  B ,V  : cetle  seconde  composanie  de  la 
force  F esl  pi’i'-cisemenl  la  resnltanle  chercliee  B.  i\ons  pon- 
vons  done  dire  que  le  moment  de  la  force  donnee  F,  par  rap- 
port a nn  plan  ipieli'oinpie  P paralleli*  a sa  direction,  esl  i'‘gal 
an  moment  de  la  r('■snllanle  B par  ra|)|)ort  a ce  ])lan  P ang- 
niente  du  moiiKMit  d’lme  force  egale  el  directement  opposee 
il  la  seconde  force  donni'e  F'  ]iar  rapporl  au  im’-me  plan ; on 
eii  d’aulres  termes,  Ic  moment  de  la  ri‘snllaule  B,  par  raji- 
port  an  plan  P,  esl  ('-gal  an  moment  de  la  force  F par  rapporl 
il  ce  plan,  diminne  dn  monumt  d’nne  fon  t*  l'•gale  et  coniraire 
il  la  force  F',  par  rapport  ii  ce  plan  P.  .Mais  si  nons  conve- 
nons  d(*  regarder  les  moments  de  deux  forces  de  meme  di- 
rei  tion  et  de  sens  opposi*s,  par  rapport  ii  nn  meme  plan 
parallele  ii  leiir  direction  commune,  coniine  etant  de  signes 

Is 
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contraircs,  nous  poiirroiis  inodifuTcc  dernier  enonce,  etdire 
qiic  le  inoinenl  de  la  resultanie  U par  rapport  an  plan  P,  est 
egal  ala  sonnne  des  inoincnls  de  ses  denx  coinposanles  F,  F' 
par  rapport  a c(^  plan.  Le  tlieoreine  etabli  pour  le  cas  de 
deux  forces  parallcles  el  de  imnne  sens,  se  trouve  done  vrai 
aussi  dans  le  eas  de  deux  forces  parallcles  et  de  sens  con- 
Iraires,  au  moyen  de  la  convention  quo  nous  venous  de  fairo 
relativement  aux  signes  des  moments  des  forces  qui  agissent 
dans  des  sens  opposes. 

Le  moment  de  la  resultanie  de  denx  forces  parallcles,  par 
rapport  a un  plan  paralleic  a leiir  direction,  elanl  toujoiirs 
egal  a la  somnie  des  moments  des  composantes  par  rapport 
a ce  plan,  soil  que  les  composantes  agissent  dans  un  nn'nne 
sens,  soit  qu’ellcs  agissent  dans  des  sens  coutiaires,  on  en 
conclul  necessairement  que  le  moment  de  la  resultanie  d’un 
systeme  quelconque  de  forces  parallcles,  par  rapport  a un 
plan  quelconque  paralleic  a leur  direction , est  egal  a la 
soinine  des  moments  des  divci'ses  composantes,  par  rapport 
a ce  plan.  II  suflit  pour  cela  d’observer  que  I’on  trouve  la 
resullantc  d’un  pared  systeme  de  forces  en  elTectuant  succes- 
sivement,  el  un  nombre  convenable  de  fois,  la  composition  de 
deux  forces  parallcles  de  meme  sens  on  de  sens  contraircs 
(§  Li7),  et  d’appliquer  le  tlieoreine  des  moments,  etabli  pre- 
I’edemment,  a chacune  de  ces  compositions  successives. 

Pour  donneranx  moments  dediverses  forces  parallcles  de 
meme  sens  ou  de  sens  conli  aires,  par  rapport  a un  plan  P 
paralleic  a leur  direction,  les  signes  qu’on  doit  leur  attribuer 
d’apies  les  conventions  etablies,  on  pent  opener  de  la  ma- 
nierc  suivante.  On  considenera  la  distance  de  la  direction 
d’une  force  au  plan  P,  anquel  celte  force  est  paralleic,  comme 
ctant  positive  ou  negative,  siiivant  (juu  cette  direction  est 
d’un  cdte  ou  de  Faulre  du  jdaii;  on  considerera  en  outre  la 
force  elle-ineine  comine  elanl  positive  ou  negative,  suivanl 
qti'elleagil  dans  un  sens  on  dans  le  sens  oppose  ; le  produit 
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de  la  force  par  la  distance  de  sa  direction  au  plan  P sc  irouvera 
par  la  alTecte  clu  signe  -f-  ou  du  signe  — , suivanl  les  cas,  et  il 
est  aise  de  s’assurer  que  son  signe  sera  toujours  celui  qu'il 
doit  avoir  d’apres  les  conventions  etablies  precedenimeni. 

§ 169.  R^uction  d’un  nypt^iiie  queleonqne  de  forces 
• deox  forces.  — Un  systemc  quelconque  de  forces,  appli- 
quees  a an  solide  invariable,  pent  toujours  «Hre  rent  place 
par  deux  forces  seulement,  dont  une  ugit  sur  un  point 
choisi  a volonte. 

X Pour  d^montrer  cc  theorenie,  prenons  a vo- 

/ y\  j.  |Onte,  dans  Ic  solide,  trois  points  A,  B,  C,  non  si- 
/ \ tues  enlignedroite,/?jr.  78.  Une  force  quelcon- 

'A  p \ que  F,appliqueeau  solide,  ct  non  dirigec  dans 
® le  plan  A BC,  pent  toujours  ('■tre  decoinposee 
1 en  trois  autrcs  dirigees  suivant  les  lignes  M A, 
Fig.  78.  MB,  MC,  qui  joignent  les  pointsA,  B, C,  a 
un  point  pris  sur  la  direction  de  la  force  F,  cn  dcliors  dU 
plan  ABC  (§§  99  et  45);  et  Ton  pent  supposcr  que  ces 
trois  composantes  soient  appliquees  aux  points  A,  B,  C, 
eux-nienies.  Si  la  force  F elait  dirigec  dans  le  plan  .\BC, 
on  lie  pourrait  pas  trouver  sur  sa  direction  un  point  M 
siliie  en  dehors  de  cc  plan ; inais  il  est  aise  de  voir  que, 
duns  cc  cas  particulier,  on  pourrait  toujours  regarder  la 
force  F comme  la  resultante  de  trois  forces  appliquees  aux 
points  A,  B,  C, : on  pourrait,  par  cxeinple,  joindre  un  point 
M de  sa  direction  aux  deux  points  A et  B,  la  decomposer  en 
deux  forces  agissunt  suivant  M A et  M B,  et  considerer  ces 
deux  composantes  appliquees  aux  points  A,  B,  et  une  force 
nulle  appliquee  au  point  C,  comme  etaiit  les  trois  compo- 
santes de  cette  force  F appliquees  aux  points  A,  B,  (^.  Si  Ton 
fait  pour  toutes  les  forces  donnees  ce  qui  vient  d'etre  indique 
pour  la  force  F,  ciiacune  d’elles  fournira  trois  composantes 
appliquees  aux  points  A,  B,  C ; le  systeme  des  forces  doii- 
m*es  sera  done  remplace  par  un  autre  systeme  de  forces 
48. 
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donl  chacunc  agira  siir  un  tU*s  points  A,  B,  C.  Tonies  les 
forces  appliquws  an  point  A peuvent  iTre  coinpos«‘es  en 
une  seule;  cl  il  en  est  dein«‘-me  de  cellos  qui  soni  appliqnees 
an  point  B,  et  aussi  de  relies  qui  agissent  snr  le  point  C : on 
ii'anra  done  pins  qiie  irois  forces  appliqnees  respcclivemenl 
anx  points  A,  B,  C,  an  lien  du  sysleme  qnelconque  de 
forces  qu'on  avail  priinitiveinenl.  Beste  maintenanl  a faire 
voir  que  ces  irois  forces  poniTont  tuujours  se  reduire  a deux. 

SoientQ,  (V,  Q",  fi,j. 
79,  les  trois  forc(*s  aux- 
qnelles  on  vient  de  par- 
venir.  Faisons  passcT  un 
plan  par  le  point  A el  par 
la  direction  de  la  force 
Q' ; puis  un  autre  plan 
par  le  rn^me  point  el 
par  la  direction  de  la  force 
Q " : ces  deux  plans  se 
couperont  suivant  une  li- 
gne  G H passant  par  le 
point  A.  Siipposoiis  que 
la  ligne  G H rencontre  une  aii  nioiiis  des  directions  des 
deux  forces  O',  Q”,  celle  de  Q'  par  exeinple,  el  soil  B'  le 
point  de  rencontre;  I'autre  force  Q’  pourra  loiijours  se  de- 
composer en  deux  forces  agissant  suivant  les  lignesC  A,  CB' 
meiiees  du  point  C aux  deux  points  A,  B',  el  ces  deux  forces 
pourrout  eire  appliqnees  aux  points  A,  B',  cux-ineines ; la 
force  Q sc“  coinposcra  aloi's  avec  celle  de  ces  deux  forces  qui 
agira  sur  le  point  .\,etla  force  Q'avec  celle  qui  agira  sur  le 
point  B’ : on  n'aura  done  plus  en  tout  que  deux  forces , 
appliqiUH-s,  rune  au  point  A,  ramie  an  point  B'.  Si  auciine 
des  directions  des  deux  force's  Q',  Q ' ne  rem'onirait  la  ligne 
(j  H,  il  siiflirail  de  de-coinposei-  prealablement  la  force  (V  en 
deux  aiiires  (i'l,  dont  I'une  ()'i  agil  snr  b-  point  A,  et 
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rautrc  <Ti  aglt  sur  iiii  aiiliv  point  qiiolconqiic  do  la  lignc 
GH,  pour  que  loute  difliculte  dispariit : car  alors  on  poiir- 
rait  raisoniicr  sur  la  rcsullanic  des  roires  Q,Q'i,  applhpiccs 
ail  point  A,  ct  sur  Ics  deux  forces  (Vj,  Q ",  coinme  on  vicnl 
dc  Ic  faire  sur  Ics  trois  foiccs  Q,  Q’,Q". 

II  cst  done  t^abli  par  la  qu’un  systenie  quciconqne  do 
forces  appliipii'cs  a tin  solido  invariable  pent  toujours  eire 
reniplace  par  denx  forces  ; et  Ton  pent  observer  que  I’une 
dc  CCS  deux  forces  agit  sur  un  point  A pris  a volontt^  piiis- 
qiiece  point  cst  un  des  trois  points  A,  it,  C,  que  nous  avions 
clioisis  arbitrairement  tontd’abord,  en  Ics  assiijettissant  a la 
senic  condition  de  ne  pas  ("^tre  tons  trois  snr  une  nienie 
ligne  droitc.  II  cst  bicn  entendn  qne  le  point  A , qnc  nous 
pouvons  prendre  a volonte  conime  point  d'application  d’une 
des  deux  forces  auquci  nous  reduisons  le  systemc  des  forces 
donnees,  doit  faire  partic  du  solide  auquel  ces  forces  sont 
appliquees  ; on  bien  que,  s’il  ne  fait  pas  partic  dc  ce  solide, 
on  doit  supposer  qu’il  lui  est  lie  d’unc  nianiere  invariable. 

Si  les  deux  forces,  auxquelles  on  a reduit  le  systeme  des 
forces  donnees,  se  trouvaient  dirigws  dans  un  meme  plan, 
e'est-a-dire  si  dies  etaient  concourantes  on  paralleles,  on 
pourrait  les  composer  en  une  seule,  a moins  cependant 
qu’elles  ne  fussent  paralleles,  egales  et  dc  sens  opposes : 
dans  ce  cas,  et  sauf  I’exception  qui  vient  d’etre  indiquee,  le 
systeme  des  forces  doniuk*s  aurait  une  resultante  unique. 

§ 160.  Th^orle  de««  monienlH,  pour 

\un  Nysteiae  i|ueleonque  de  foreeit  up- 
pliqueen  a iin  wolide  Invariable.  — 
^ Nous  avons  dit  (§  101)  quo  le  moment 
d’une  force  F,  fig.  80,  par  rappoi  t a un 
point  0,c’est  le  produit  de  la  force  par  la 
distance  0 P du  point  0 a sa  direction. 

Fig.  80.  * 

Imaginousque  nous  menionspar  Ic  point 
0 line  ligne  U N perpendiciilaire  an  plan  qni  passe  par  ce 
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point  ct  pur  la  force  F ; quc  nous  donnions  a cette  lignc  une 
longueur  telle  que  sa  valeur  numerique,  rapportw  a une  eer- 
tainc  unite  prise  arbitrairement , soit  la  mt^me  quc  eclic  du 
moment  do  la  force  F par  rapport  au  point  0 ; enfm,  que  nous 
portions  cette  ligne  dans  un  sens  tel  que,  si  Ton  se  place  en  0 
et  qu’on  regarde  dans  la  direction  0 1\,  on  voie  Ic  mouve- 
ment  de  rotation  quc  la  force  F telid  a donner  a la  ligne  O P 
autour  du  point  U se  diriger  dans  un  sens  diUemiiue,  par 
exemple  dans  Ic  sens  dans  Icquel  on  voit  tourner  les  aiguilles 
d’unc  horloge  : cette  lignc  ON,  qui  represente  a la  fois  la 
direction  du  plan  mene  par  le  point  0 et  la  force  F,  le  mo- 
ment de  cette  force  F par  rapport  au  point  0,  et  le  sens  dc 
la  rotation  que  la  force  tend  a produirc  autour  dc  ce  point, 
se  nomme  I’axe  du  moment  de  la  force  F par  rapport  au 
point  0. 

Le  moment  d’une  force  par  rapport  a une  droite  (§  103), 
n’est  autre  chose  quc  le  moment  de  la  projection  de  cette 
force  sur  un  plan  pcrpendiculaire  a la  droite,  par  rapport  au 
point  oil  ce  plan  pcrpendiculaire  est  pcrce  par  la  droite  : cc 
moment  pent  done  etre  represente  par  un  axe,  tout  aussi 
bien  que  celui  d’une  force  par  rapport  a un  point.  Dans  cc 
cas,  I'axe  du  moment  cst  dirige  suivant  la  droite  m^mc  a 
laquellc  le  moment  se  rapporte. 

Soient  F,  fig.  81,  une  force 
appliquee  a un  point  A,  et 
M N une  droite  dirigec  d’une 
manierc  qiiclconque  rclati- 
vement  k cette  force.  Pre- 
noiis  le  moment  dc  la  force  F 
par  rapport  a un  point  qiiel- 
conque  0 de  la  droite  M N : 
re  moment  sera  niimeriqucment  egal  au  double  de  la  surface 
du  triangle  OA  B,  obtenu  en  joignant  le  poinlOaux  extre- 
mites  de  la  ligue  AB  qui  represente  la  force  F.  Si  nous  cou- 
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sidiTons  la  projection  F'  do  la  force  F sur  iiii  plan  perpendi- 
ciilaire  a M N nieiie  par  le  point  O',  Ic  moment  de  cette  force 
F'  par  rapport  an  point  O',  c’est-a-dire  le  moment  de  la  force 
F par  rapport  a la  droite  Mi\,  sera  aussi  nnmeriquement 
pgal  an  double  de  la  surface  du  triangle  0'  B'.  .Mais  ce 

dernier  triangle  esi  la  projection  du  triangle  0 A B sur  le 
plan  pcrpendiculaire  a MN  meiie  par  0' : done,  le  moment 
de  la  force  F par  rapport  a la  droite  M IV  s'obtient  en  mul- 
tipliant  le  moment  de  cette  force  par  rappon  an  point  0 par 
le  cosinus  de  I’angle  que  la  perpendiculaire  au  plan  .VOB 
fait  avec  la  ligne  M N perpendiculaire  au  plan  A’ O B'.  On 
en  conclut  tWidemment  que  I’axe  du  moment  de  la  force  F 
par  rapport  a la  droite  MN,  a la  memo  grandeur  et  le  memc 
sens  quo  la  projection  de  I’axe  du  moment  de  F relatif  au 
point  0 sur  la  droite  MN. 

Si  par  tin  point  0 on  mene  plusieurs  droites,  et  qu’on 
veuille  trouver  les  moments  d’une  ineme  force  F par  rapport 
a ces  droites,  il  suflira  de  prendre  I’axe  du  moment  de  la 
force  F par  rapport  au  point  0,  el  de  le  projeter  sur  les  di- 
vei'ses  droites  dont  il  s’agit : les  projections  ainsi  obtenucs 
seront  les  axes  des  moments  cherclies.  On  voit  par  la  que,  de 
tous  les  moments  de  la  force  F par  rapport  aux  dilferentes 
droites  qu’on  pent  mener  par  un  meme  point  0,  e’est  celui 
qui  se  inipporte  a la  perpendiculaire  au  plan  conduit  par  ce 
point  etpar  la  direction  de  la  force  F qui  estleplus  grand. 

§ 1()1.  Un  systemc  quclconqne  de  forces  F,  F',  F ", 

appliqueesii  un  solide  invariable  etant  donne,  on  peut  toii- 
jours  le  remplaccr  par  deux  forces  Ri,  Ri,  dont  I’une  R, 
agisse  sur  un  point  A pris  ii  volonte  (§  l,i9).  Si,  apies 
avoir  determine  ces  deux  dernieres  forces,  on  picnd  le  mo- 
ment de  la  force  lO  [lar  lapport  au  point  A,  on  a ce  qn’on 
nomme  le  moment  remillanl  du  systeme  de  forces  donne 
par  rappoi't  ii  ce  point  ,\. 

Concevons  que  nous' mcnions  une  droite  (luelconque  I) 
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par  lo  point  ; c-l  quo,  apros  chaciino  des  iiioditicaliuns  (|uc 
nous  faisoiis  subir  succL-ssivenicnl  an  sysleiiic  lies  forces 
F,  F',  F”, . . . , pour  Ic  l (■•tluire  cii  didinilive  aux  deux  forces 
lit,  K'i,  nous  fassioiis  la  soiiimedes  inoiiieuts  des  forces aux- 
i|uclles  il  a etc  rameue  par  rapport  ii  cctlc  droile  I).  t’elle 
sonime  de  luomeiils  devia  toujours  avoir  la  valeur  riu’elle 
avait  primitivemeut,  c’est-ii-dire  avaiit  qu’oii  ait  commeiici- 
a niodilier  le  systeuie  des  forces  doiiuees.  Ln  eCfet,  quaiid  on 
tiansporte  uiie  force  d'liii  |>oiut  a uu  autre  de  sa  direclion, 
on  lie  change  evideinnieiit  pas  le  inonient  de  celte  force  par 
rapport  ii  la  droile  1) ; quaiid  on  compose  eii  line  seiile  plii- 
sieurs  forces  appliqiiees  ii  uii  iiieine  point  siiivanl  di-s  direc- 
lions  qiielconques,  on  obtienl  ainsi  uiie  force  iiniipie  doiil 
le  moiiieiil  par  rap|)ort  ii  la  droile  1)  est  egal  ii  la  soniine 
des  inoineiits  de  ses  coniposanles  par  ra|iporl  ii  la  iiieine 
droile  (§  1 03) ; el  de  ineiiie,  i|uand  on  decompose  une  force 
en  plusieurs  aiilres,  suivanl  des  direclions  qiielconques  pas- 
sant par  son  |ioint  d'applicalion,  on  trouve  un  systeme  de 
forces  dont  Ics  divei's  moments,  par  rapport  ii  la  droile  I), 
onl  uiic  somiiie  egale  an  moment  de  la  force  unique  it  la- 
quelle  on  les  substitue : or  ces  opiMalioiis  soul  les  seules 
qii’on  aitii  faire  successivemeiil,  pourreduire  le  systeme  des 
forces donnees F,  F',  F ",  . . . aiixdeux  forces  Hi,R3,  (§  159). 
On  coiicliit  de  lii  que  la  somme  des  niomeiits  des  forces 
F,  F’,  F ', . . . , par  rapport  ii  la  droile  I),  est  egale  ii  la  somme  des 
moments  des  deux  forces  Ri,  Ri,  par  rapport  it  cette  droile, 
c’esl  ii-dire  i‘gale  au  moment  de  la  fom*  Ri  seule,  puisqiie 
la  force  Ri  agit  sur  tin  point  \ apparlenaiit  it  la  droite  U. 

tn  nous  reportanl  au  tlieoreme  demonlre  dans  le  para- 
graplie  precedent  (§  IGO),  et  ii  la  delinilioii  ijue  nous  avoiis 
doniiee  du  inouient  resullaiil  d’uii  systeme  quelcoiiqiie  de 
forces  par  rapport  ii  uu  point,  nous  verrons  que  le  n'-sultat 
atiquel  nous  venous  de  parvenir  pent  eire  enoiice  de  la  ma- 
niere  suivaiite.  Si  I'on  prend  les  momeiils  des  diverses  for- 
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CCS  (loiiiiccs  F,  K',  F",  ....  p:ir  rupport  uii  point  ainsi 
fpic  Ic  moment  r(‘snltant  tin  syslcim*  dt;  ccs  forces  par 
rapport  an  meine  |)oint  \,  la  somme  ties  projections  ties 

axes  ties  moments  ties  forces  F,  F’,  F", sur  tine 

ilroite  quelcoiupie  I)  mem'-e  par  le  point  est  egale  a la  pro- 
jection de  Faxe  dii  inoinent  resultant  sur  cette  meme  droite. 

Cette  proposition  nous  conduit  imniediatement  a une  autre 
dont  voici  renouce.  Si  nous  prenons  les  axes  des  momenls 
des  forces  donnees  F,  F',  F", ....  par  rapport  au  point  .\, 
et  tpie  nous  eoinposions  ees  axes  entre  eux  eomme  s’ils  re- 
presenlaient  des  forces  agissant  sur  uii  meme  point  ma- 
teriel (§  99),  I'axe  resultant  fourni  par  cette  composition 
sera  prt'cisement  I’axe  du  moment  resultant  du  systeme  des 
foices  F,  F’,  F',...  par  I'apport  au  |>uiut  .V.  En  clTet  cet 
axe  resultant  est  la  seule  ligne  partaiit  du  point  A,  dont  la 
projection,  sur  une  droile  I)  meiiee  par  ce  point,  soitegale  a 
la  somme  des  projections  des  axes  des  moments  des  forcars 
F,  F’,  F ", snr  la  meme  droite,  tpielle  que  soit  la  di- 

rection que  Foil  domic  ii  cette  ligne  I)  sur  laqiielle  on  pro- 
jette  ces  axes.  On  voit  par  lii  que  les  moments  de  diverses 
forces,  par  rapport  a uii  point,  se  composent  entre  eux  eii 
appliquant  tout  simplemeiit  les  regies  du  parallelogranune, 
du  parallelipipede,  ou  du  polygone  des  forces,  aux  axesqui 
representent  ces  iiioments,  quant  a leiir  grandeur,  leur  di- 
reelioii  et  leur  sens. 

Uans  tout  ce  que  nous  \enuiis  de  dire,  on  ne  doit,  bieii 
enteudu,  attribuer  des  sigiies  aux  moments  des  forces, 
qu’auUiiit  que  ces  moments  sc  compteiit  dans  le  meme  plan  on 
dans  des  plans  paralleles  ; on  iic  doit  considiTor  que  la  va- 
lour absoliie  des  moments  dont  les  plans  out  des  directions 
dilTerentes.  Les  axes  des  moments  devront  done  elre  traites 
coinme  on  le  fait  toiijoiii’s  pour  les  longueurs  rcctiligncs, 
auxqiielles  ou  n’attribue  de  signes  que  qiiandelles  se  conip- 
tciil  suivaiit  des  directions  determinces. 
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§ 162.  tVntre  des  forren  |>nrall«l«R.  — Roporloiis- 
nous  a cc  que  nousavons  dil  (§  157)  rdalivemcnta  la  com- 
position d’un  syslenie  qiiciconquc  de  forces  paralleles  F,  F', 
F",  F'", ....  appliquees  a divers  points  A,  B,C,  I), ....  d’lin 
solide  invariable  77,  page  270).  Les  positions 

des  points  d’application  Li,  L*, ....  des  resultantes  par- 
tielles  Ri,  R?,....,  et  par  suite  celle  du  point  d’appliea- 
lion  L de  la  resultante  definitive  R,  ne  dependent  en  anciine 
maniere  de  la  direction  des  forces : la  connaissance  des 
points  .\,B,C,D.. . auxquelslesconiposantesF,  F',  F ',  F'"',.  . 
sont  appliquees,  et  des  rapports  de  grandeur  de  ces  forces, 
sufTit  pour  determiner  les  points  Lt,Li,...  L.  On  en  con- 
clut  necessairement  que,  si  Ton  changeait  la  direction  des 
forces  donnees,  en  les  laissant  tonjoui-s  paralleles  a elles- 
mi'mcs,  et  leur  conservant  leui’s  grandeure  respectives,  ainsi 
que  leurs  points  d'application  .\,  B,  C,  D, . . . . , le  point  d’ap- 
plication L de  la  rr^ultaiite  ne  changerait  pas.  Ce  point  L, 
par  lequel  passe  constamment  la  direction  de  la  resultante 
d’un  systeme  de  forces  paralleles,  de  qnelque  maniere  qu’on 
incline  les  coinposantes  par  rapport  a Icui’s  direclions  pri- 
mitives, se  nomine  le  centre  tie*  forces  paralleles. 

Supposons  que  les  divers  points  A,  B,  C,  D, . . . soient  rap- 
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portPS  a nil  systomo  il’axos  co<»rdonnes  rectangulaires. 
Soieiit  jr,  y, Ics  coordoiiniVs  du  point  A ; x , y',  z' , Ics 

coordoniiees  du  point  R ; et  eiifin  Xi,  yi,Z\,  cellos  du 

point  L.  Si  nous  donnons  aux  diverses  forces  F,  F',  F", . . . 
des  directions  paralleles  a uiie  droite  quelconque  tracee 
dans  le  plan  des  y z,  et  qiie  nous  expriniions  ensuite  que  le 
moment  de  la  resultante  R par  rapport  a co  plan  esl  egal  a 
la  somme  des  moments  de  ses  composantes  par  rapport  au 
mi'meplan  (§158'),  nous  trouverons  la  relation 

Rx,  = Fx  4-  F'x'  -|-  F 'x"  -f- . . . = S Fx. 

Eu  amenant  successivement  les  forces  F, F',F’', ...  a ^tre 
paralleles  a line  droite  trac^  dans  le  plan  des  x z,  puis  a 
line  droite  tracts  dans  le  plan  des  x y , et  appliqiiant  le 
mi^me  theoreme  des  moments , dans  chaenn  de  ces  deux  cas, 
on  Iroiivera  egalement 

Ryi  =Fy  + F'y'  + F”y  "4-. . . = I Fy , 

Rs,  =F?  4^  FV+  F 2 = SFz. 

Si  I’oiiobseiTe  maintenant  que  I’on  a 

R = F4  F -4F"4-...=2F, 

on  en  concliira  les  formiiles  suivantes,  pour  determiner  les 
coordoniiees  Xj,y,,r,  du  centre  des  forces  paralleles  : 

2Fx  VFy  2F2 


§ 163.  C'eBtre  de  |;ravil^  d*«N  aollde  invariable. — 

Tonsiderons  un  corps  place  a la  surface  de  la  terre,  et  ayant 
des  dimensions  tres-petites  rclativement  a ccllcs  du  globe 
terrestre.  Nous  pourrons  regarder  les  actions  de  la  pesan- 
teur  siir  les  diverses  molecules  dont  il  est  forme  comme 
etant  paralleles  enlre  elles  et  proportionnelles  aux  masses 
de  ces  molecules.  Des  lors , si  nous  admettons  que  ce 
corps  puisse  4tre  traite  comme  un  solide  invariable,  il  y 

■ ✓ 
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aura  lini  d'appliqiKT  ce  qiic  nous  vnions  do  din?  rclali- 
vonieiil  au  ronlre  dcs  forcos  parallelos.  Nous  ue  ponvoiis 
pas,  il  est  vrai,  diauger  a voloiite  la  direetioii  dc  la  pesain 
leiir,  eonime  nous  avoiis  suppose  qu'oii  le  fit  pour  arriver  a 
la  notion  du  centre  des  forces  paralleles  ; niais  nous  pou- 
voiis  fairequclque  chose  d’equivalent,  eu  diangcaiil  la  posi- 
tion du  corps,  eii  le  louruuiit  suceessivenieut  de  dilTereiites 
manieres.  Dans  ee  cas,  oil  les  forces  paralleles  appliquees 
au  solide  invariable  soul  les  actions  de  la  pesantcur  surles 
diveises  molecules  (|ui  le  coinposenl,  le  centre  des  forces 
|)aralleles  piend  le  nom  de  centre  de  grorife'. 

Designons  par  p le  poids  d’une  moh'cule  qiudconque  dn 
solide,  par  x,  y,  z les  coordonnccs  de  cette  molecule,  par 
les  coordonnees  du  centre  de  gravite,  el  par  P le 
poids  total  du  solide.  Nous  aurons  poui'  determiner  x^,y^,^., 
les  relations 


■Mais,  si  nous  represenlons  pai-  m la  masse  de  la  molecule 
dont  li*  poids  est  p,  el  pai'  .M  la  masse  lolale  du  corps,  nous 
pouri'ons  ivmplacer  p par  m g,  el  P par  .AI  g ; en  suppri- 
manl  alors  le  facteur  g commun  aux  deux  termes  de 
chacune  des  fractions  precedentes,  nous  arriverons  aux  for- 
mules 


1'  in  X 


} 


qui  soul  cellos  dont  on  se  sort  habitiicllemcnt  pour  dtUermi- 
ncr  les  coordonnees  du  centi  ede  gravite. 

Nous  observerons  que  ces  deriiiercs  formules  ne  ren fer- 
ment plus  de  traces  de  I'aetion  dc  la  pesantcur,  (pie  nous 
avions  coiisid»*ree  pour  arriver  a la  notion  du  centre  de  gi  a- 
viu?.  La  restriction  que  nous  avions  faite  tout  d’abord,  en 
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nilmeltaiit  quo  les  dimi'iisioiis  dii  corps  etaieiit  tres-potiles 
par  rappoi  t a ccllcs  dc  la  torrc,  pout  done  t'trc  misc  do  cdtc  ; 
les  forniulcs  <pic  nous  venons  d'olticnir  pouvcnl  circ  consi- 
d<‘n'*cs  comme  dtdinissant  la  position  dn  centre  de  «ravit<; 
d'uii  solide  invariahle,  qnelles  tpie  soienl  l(>s  diniensions  de 
ce  solide. 

g IftetPriHJnnIion  du  cenlrr  de  fsmvlle  d'un 

iM»llde  Invurliible.  — II  arrive  qiielqiierois  qn’on  a a deter- 
miner le  centre  de  gr:ivit(‘  d'nii  solide  forme  par  la  reunion- 
de  pliisieurs  autres  solidcs  dont  les  centres  de  (^ruvitt*  sont 
connus.  Poury  arriver,  on  iinaginera  qite  les  divers  centres 
de  gravite  des  solides  pat  tiels  soienl  les  points  d'application 
de  forces  parulleles  entre  elles  et  proportionnelles aux  inassc‘s 
de  ces  solides  parliels;  Ic  centre  de  ce  sysleine  dc  forces  pa- 
ralleles  S(>ra  ie  centre  de  gruvite  dn  solide  total.  II  suHit  de 
s<-  reporter  a la  delinition  du  centre  de  gravil»*  pour  se  rendre 
coniple  dc  ccltc  maniere  d’operer. 

Pour  trouver  le  centre  de  graviu-  d’nn  solide  invariable 
constitue  comme  les  corps  naturels,  e’est-a-dire  consi.stanl 
en  nn  assemblage  d’un  tres-grand  nombre  de  molecules  pla- 
eees  a distance  les  unes  des  autres,  on  com^oit  que  la  maliere 
qui  compose  ce  solide  soil  repandue  dans  la  totalite  de  I’es- 
paee  represente  par  son  volume  apparent;  on  suppose  que  la 
matiere  de  cbatpie  molecule  se  irouve  etabk*  dans  I’espace 
que  cetic  molecule  occu|)C  reellement  <‘t  dans  une  pnrlie  de 
eeliii  ([uiexislc  entn- file  et  les  molecules  voi.sines  ; desorte 
qn'aucune  portion  de  I’espacc  contenu  a rinterienrde  la  sur- 
face apparenle  du  solide  ne  soil  vide  de  matiere.  Des  lors, 
si  Ton  decompose  le  volume  apparent  du  corps  en  une  inli- 
nite  d’elements,  cliacun  de  ces  elements  sera  coinplelement 
rempli  de  matiere;  et,  dans  la  recherche  des  coordonnees 
dll  centre  de  gravile  du  solide,  on  pent  substiliier  ces  eh‘- 
inents  materiels  aux  inoliM  ules  dont  le  solide  esl  forme. 
Prenons  |)oiir  element  de  volume  le  paralhdipipede  rec- 
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tangle  qui  a pour  aretes  les  difTerciitiellcs  dx,  dy,  dz  det> 
coordonnees  y,  z d’un  point  qucicunque  du  solide,  et  re- 
presentons  par  ^dxdydz  la  masse  de  I element  materiel 
correspundant ; p sera  la  masse  qu’aurait  I'unite  dc  volume 
dll  corps,  si  tous  Ics  elements  materiels,  de  volume  egal  a 
dxdydz,  dont  celte  unite  de  volume  se  compose,  avaient 
la  mi^nie  masse  que  celui  que  nous  considerons  en  particulier : 
nous  d^signerons  cette  quantitc  p sous  le  nom  de  masze  spd- 
cifique  du  solide  au  point  dont  les  cooixlonnees  sont 
y>  ^ (’)•  substitution  des  elements  materiels 

aux  molecules  dont  le  coiqis  est  forme,  chacune  des  sommes 

Smx,  Smy,  Sms, 

qui  entrent  dans  les  expressions  des  coordonnees  x, , y,,  zi, 
du  centre  degravite,  sera  rcmplacec  par  line  integrale  triple 
dont  les  limites  seront  fouriiies  par  la  forme  de  la  surface 
dll  corps,  et  Ton  aura 

j"  fjpxdxdydz  Jffpy  dxdydz  f ffpzdxdydz 

x,=x — , 

La  masse  totale  M du  corps  a d’ailleurs  pour  valour 

pdxdydz  , 

les  limites  de  cette  derniere  integrale  triple  etant  les  m^mes 

(')  On  altribue  oouvent  le  nom  de  detuiltl  i la  quantile  quo  noua  reprr> 
tentons  Ici  par  p,  et  qui  n'est  aulrc  i lio^o  quo  la  masse  dc  I'unite  dc  volume 
du  corps,  dans  Ic  cas  ou  re  corps  est  liomo^'cne.  On  domic  d'allleiirs  le  nom 
de  poitU  specifuiue  au  [wids  de  I'unite  de  volume  d'un  corps  suppose  eija- 
lenient  liomoii^nc.  II  nous  parnit  plus  convenalile  dc  rcserver  Ic  mot  densilc 
pour  ddsiener  une  qualltd  des  corps  dont  la  representation  numdrique  soil 
Independantc  du  choix  arbitrairc  de  I'unite  de  masse  et  de  I'unite  de  poids ; 
et  d'apijeler  density  d'un  corps  suppose  hoinoaene,  le  rapport  du  jniids  de 
re  corps  au  polds  d'un  epal  volume  d'eau.  Kt  alors,  de  nicme  que  Ic  poids 
de  I'unite  de  volume  de  ce  corps  sc  noinme  son  poids  spdci/iqiie,  on  |)Cut 
altrlbuer  i la  masse  de  I’unlld  de  volume  du  corps  le  nom  de  massf  spM- 
flque. 
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quo  cdles  des  iiuograles  qui  oiitreiu  dans  les  valeurs  de 
Xi,yi,ri.  La  masse  speciliqiie  p varie  en  general  d’un  point 
a un  autre  du  solide ; il  faut  qiie  eette  quantite  soit  connue 
en  ronction  des  cuurdunnees  x,y,  z du  point  auquel  clle  se 
rapporte,  pour  qu’on  puissc  effeetuer  Ic  calcul  des  valeurs 
de  j-,,  y,,  2,. 

§ 165.  Dans  le  cas  particulier  oil  p est  constant,  c’est-a- 
dire  oil  le  solide  est  homogene,  les  expressions  qui  deter- 
minent  jr, ,yi,Z|  sc  siinplitient.  Si  Ton  represente  par  V le 
volume  total  du  corps,  on  a d’abord 

M = pfff  dx(lydz  = pV, 

et  par  suite, 


JJfxdxdydz  _fj'(ydxdydz  ^ _fff zdxdydz 

' V ’ V ’ V ■ ■ 


Dans  ce  cas,  la  position  du  centre  de  gravite  du  solide  ne 
depend  absolument  que  dc  la  forme  de  la  surface  qui  le  tcr- 
mine  de  toutes  parts  : la  determination  de  ce  centre  de  gra- 
vite n’est  plus  qu’une  question  de  geometric. 

II  existe  cerUiines  regies  au  moyen  desquelles  on  pent 
souvent  simpliGer  beaucoup  la  recberclie  du  centre  de  gra- 
vite d'un  solide  homogene  ; nous  aliens  les  faire  connaitre. 

1°.  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  est  symetrique 
par  rapport  a un  plan,  le  centre  de  gravite  est  situe  sur  ce 
plan  de  symelrie.  — I'our  demontrer  cette  regie , imagi- 
noiis  que  nous  tracions  sur  le  plan  de  symetrie  P un  sys- 
temc  de  droites  paralleles  iiiGnimeut  voisines  les  tines  des 
autres,  puis  un  autre  systiune  de  droites  paralleles,  infmi- 
ment  voisines,  dirigees  it  angle  droit  par  rapport  aux  pre- 
mieres ; coiicevoiis  en  outre  que  nous  fassions  passer  par 
toutes  ces  droites  des  plans  perpeiidiculaires  au  plan  de  sy- 
metrie P ; le  solide  se  trouvera  divise  par  lit  en  une  inlinite 
de  prismes  droitssilm-s  de  part  et  d’autre  du  plan  P,  et  ayant 
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pour  bases  des  rectangles  infinimeiu  petits  places  siir  ee 
plan.  Imaginons  enfin  que  nous  eoupions  tons  eeux  de  ces 
prisnies  qiii  sonld’iin  e**)!!*  du  plan  P,  par  une  seiie  de  plans 
paralleles  a ee  plan  el  inPiniment  rapproclu-s  les  uns  des 
aiilres  ; puis  que  nous  en  fussions  aiitaiil  pour  les  prisuK^s 
sillies  de  I’aulre  cole,  en  mcnant  une  autre  si'-iie  de  plans 
synu'-lriipies  des  precedents  par  rapport  an  plan  P.  Kn  ope- 
rant ainsi,  nous  aurons  di'eoinpose  le  solide  en  elements  qiii 
sont  Ions  syiiR^riques,  deux  a deux,  par  rapport  au  plan  P. 
Cela  etanl  fait,  si  nous  considerons  deux  idements  syme- 
triques  I’un  de  I'autre,  ils  auront  menie  volume,  et  par  suite 
meme  poids,  en  admettant  que  Ic  solide  soil  sounds  a Paetion 
de  la  pesanteur  ; la  resullante  de  ces  deux  poids  egaux  aura 
done  son  point  d'application  au  milieu  de  la  droite  qui  joint 
les  deux  tdements,  e’est-ii-dire  en  un  point  du  plan  de  sy- 
melrieP;  en  composant  ainsi,  deux  a deux,  les  poids  des  Ele- 
ments symetriqiies  dans  lesquels  le  solide  total  a «*ti'*  decom- 
pose, on  trouvera  une  sErio  de  rEsullantes  parlielles  ayant 
toutes  leurs  points  d’application  sur  le  jilan  P ; et  par  conse- 
quent le  point  d’application  de  la  rE'sultante  de  toutes  ces 
rEsullantes  parlielles,  c’esl-:'i-dire  le  centre  de  gravili*  du 
solide,  sei  a E‘galemeiit  sitin'’  sur  ce  plan  P. 

2".  Tonies  les  fois  que  la  surface  du  corps  a iin  plan  dia- 
niEtral,  le  centre  de  gravite  sc  troiive  sur  ee  plan  diametial. 
— L'n  plan  diamE’tral  d’line  surface  esl  nn  plan  qui  passe 
par  les  milieux  de  toutes  les  eordes  de  la  surface  qui  soul 
paralleles  ii  une  direction  doniiEe.  II  ne  differe  du  plan  de 
symi’li  ie  (|n’«‘ii  ce  que  les  eordes,  qu’il  divise  en  deux  par- 
ties Egales,  Ini  sont  obliques  au  lieu  de  Ini  Eire  perpendi- 
eiilaires.  II  est  aisE  de  voir  des  lors  qiie  la  di’nionslralion 
de  celte  seconde  regie  se  fera  exaclemenl  de  meme  ipie  celle 
de  la  premiere.  II  n’y  aura  qu’ii  remplacer  les  prismes  droits, 
dans  lesquels  le  solide  avail  ele  divise  d’abord,  par  des  pris- 
ines  obliques  ayant  leurs  aretes  paralleles  aux  eordes  que  le 
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plan  diametral  coupe  cii  deux  parties  egairs ; eii  partageant 
riisuile  ces  prismes  oblicpies  eii  elements,  an  moyen  d’nne 
serie  de  plans  paralleles  an  plan  diametral  el  symetriqiies 
deux  a deux  par  rapport  ace  plan,  on  parviendra  de  im'me 
a d(‘composer  le  solide  en  tdements  qui,  deux  a deux,  auronl 
m^mevolume  el  en  eonsequenee  ineme  poids,  et  seront  silues 
anx  exlremites  d’unc  droite  ayanl  son  milieu  stir  le  plan 
diametral. 

3"  Toutes  les  fois  que  la  surface  dn  corps  a un  axe  de  sy- 
metrie,  le  centre  de  gravitc  se  trouve  surcet  axe.  — Un  axe 
de  symt'arie  d’une  surface  est  une  droite  telle  que  tous  les 
points  de  la  surface  sont  places,  deux  a deux,symctriqiiement 
par  rapport  a celle  droite.  Imaginonsqu'on  mene  par  I’axe  de 
symelrie  A,  et  tout  autour  de  Ini , une  infinite  de  plans  com- 
prenanl  entre  eux  des  angles  diMres  infiniment  petits,  cha- 
cun  de  ces  plans  s’etendant  de  part  el  d’autre  de  I’axe  .V ; puis 
qu’on  mene  une  iniinite  de  plans  perpendiculaires  :i  cel 
axe  A,  el  infmimeut  rapproches  les  tins  des  aulres;  enliu 
qu’on  dei’iive  autour  de  la  droite  .V,  comme  axe  eommiin, 
line  infinite  de  surfaces  cylindriques  de  revolution  infini- 
meiit  voisines  les  nns  des  autres.  Le  corps  se  trouvera  ainsi 
decompose  en  tdi'inenls,  qui  seront , deux  a deux,  de  mt'me 
poids  et  places  symelriqucmenl  par  rapport  a I’axe  .\  ; la  re- 
sultante  des  poids  de  deux  (dements  syineiriques  I’un  de 
I’antre  aura  done  son  point  d'application  stir  cel  axe,et,  par 
consequent , il  en  sera  de  iiu'ine  de  la  resiiltante  gencM-ale 
des  poids  de  tons  les  elidnents,  c'esl-a-dire  du  centre  de  gia- 
vile  du  corps. 

4°  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  a un  centre  de 
figure,  le  centre  de  gravile  coincide  aver  re  centre  de  figure. 
— Concevoiis  qu’autoiir  du  centre  de  figure  C de  la  surface, 
comme  centre  commiiii , on  decrive  uiie  infinite  de  surfaces 
spli»'*riques  infiniment  voisines  les  tines  des  aulres ; puis 
qu’apres  avoir  divise  un  hemisphere  appartmiaiil  a I’liiiede 

19 


Digitized  by  Google 


290  LIVRE  III.  — DYNAMIQl'E.  DEIXI^ME  RARTIE. 

ces  surfaces  spheiiqiics  eii  elcmcnls  infiaiinciit  petils , en  y 
tra(;ant  par  excniple  line  infinite  de  lueridiens  el  de  paralle- 
les,  on  prenne  lous  ces  eleinenls  pour  bases  de  ednes,  ayant 
le  point  C pour  soinmet  comniun  ; el  qu’enlin  on  considere 
les  deux  nappes  opposecs  de  chaenn  de  ces  cones.  Les  sur- 
faces de  ces  cones  el  de  ces  sphei  cs  decomposenl  le  solide 
en  eleinenls,  qui  soul  deux  a deux  de  meine  poids  et  places 
symetriquenient  par  rapport  aii  point  C.  La  resullante  des 
poids  de  deux  eleinenls  syinelriques  a done  le  point  C pour 
point  d’application,  et,  par  consequent , le  centre  de  gravile 
du  solide  est  en  ce  point  C. 

Nous  ferous  incessaininenl  des  applications  de  ces  diverses 
rdgles. 

§ 166.  C’enire  Je  gr«»lle  d’ane  surfaee.  — Supposons 
qn’un  solide  s’elende  suivant  un  plan  on  suivant  une  surface 
courbe  d’une  forme  quelconque,  cl  qu’il  ne  presentc  parlout 
qu’une  epaisseur  exlremeineiil  petite,  dans  le  sens  de  la 
normalc  au  plan  ou  a la  sui  face ; on  pourra  faire  abstraction 
de  cetle  i-paisscur,  et  concevoir  quo  loule  la  inatiere,  donl  le 
solide  est  forme , se  irouve  siluec  sur  la  surface  plane  ou 
courbe  donl  ils'agit.  C’eslainsi  qu’on  est  conduit  a considi^ 
rerune  surface comme  elanl  mat<-rielle,  et,  par  consequeiil, 
comme  ayaul  un  centre  de  gravite. 

Si  la  inatiere  elait  reparlie  d'une  manierc  quelconque  sur 
toule  relendue  de  la  surface,  il  faudrait  que  Ton  connul  la 
loi  de  celte  repartition,  pour  qu'on  put  trouver  la  position 
de  son  centre  de  gravite.  Mais  on  suppose  habiinellemenl 
que  la  surface  est  liomogenc,  c’est-ii-diro  que  lous  les  ele- 
ments de  menu!  etendue , dans  les(|uels  on  pent  la  decom- 
poser,  contiejinent  la  nuMiie  masse  de  niatieie ; la  position 
du  centre  de  gravite  ne  dt'-pend  plus  alors  que  de  la  forme  de 
la  surface,  et  sa  determination  rentre  dans  ce  que  nous 
avons  dit  (§  165)  relativemenl  aux  solides  liomogenes. 

S'il  s'agit  eii  partieulier  d'une  surface  plane  limitee  a un 
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contour  donne,  il  est  clair  que  le  centre  de  gravite  de  cette 
surface  s«'ra  dans  son  plan ; en  sorte  que  ce  point  sera  enti^ 
renient  connu,  d6s  qu’on  aura  sos  deux  coordonnees  rap- 
portees  a des  axes  traces  dans  ce  plan.  Soit  A I'aire  de  la 
surface;  on  aura 

A = ffdxdy, 

I’integrale  s’etendaut  a tous  les  idemeuts  situes  a I’inlerieur 
du  contour  donne.  Si  Ton  observe  quo,  en  raison  de  I’liomo- 
geneite  de  la  surface,  les  masses  des  divers  elements  qui  la 
composent  sont  proportionuclles  a Icursaircs,  on  aura,  pour 
d(Herminer  les  coordonnees  xi,  y\  de  son  centre  de  gravitd, 
les  formules 

fj'xdxdy 

fr..  . • 


/■/•yrfrrfy 

y.=— 

dans  lesquelles  les  int<‘grales  s’etendent  aux  mt'mes  limites 
quecelle  qui  fournit  la  valeur  de  A.  On  poiirra,  d’ailleurs, 
quand  roccasion  s’en  presentera,  proliter  des  regies  qui  out 
ete  elablies  (§  165)  pour  simplifler  la  rccliercbe  du  centre 
de  gravite  d’lin  solidc  liomogene  dans  ceruiins  cas  : on  re- 
coiinait,  en  effet,  sans  diniculte,  que  ces  regies  sont  appli- 
cables  ii  la  determination  du  centre  de  gravite  d’une  surface 
plane  liomogene. 

Lorsqiic  la  surface  dont  on  vent  trouver  le  centre  de  gra- 
viti‘,  et  que  Ton  suppose  liomogene,  n’a  pas  tous  ses  points 
situes  dans  un  meine  plan,  on  rapporte  son  centre  de  gra- 
viti!  il  trois  axes;  et,  si  Ton  di'signe  encore  par  .A  I’aire  totale 
de  cette  surface,  aire  qui  a pour  valeur 
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Oil  a pour  delenniiicr  Irs  rooiijoiiiiees  j*i,  <j,,  t,  dii  reiilrc 
do  gfravito 


Los  quantiles  ^ i ,7^  > Q'“  ciilreiu  dans  ces  rurmiiles , son! 

les  derivees  partielles  de  r,  par  rapport  a or  el  a y,  di'duites 
de  I’equalion  de  la  surface;  ct  les  inlegrales  doubles  s’»‘- 
tendeiit  a toute  la  panic  du  plan  des  ary,  siir  laqiielle  la  sur- 
face sc  projeltc.  Nous  devons  reniarquer  ici  quo,  pour  irouver 
le  centre  de  gravite  d’line  surface  honiogene , doni  tons  les 
points  lie  sont  pus  sitiies  dans  un  nieini'  plan,  on  iie  pent 
faire  usage  que  de  irois  des  (pialre  regies  ipii  out  etc  doiinees 
pour  simplifier,  dans  certains  cas,  la  reclierclK'  dii  centre  de 
gravile  d’lin  solide  lioinogeiie  (g  I60);  la  secoiide,  celle  qiii 
sc  rapporte  ;i  un  plan  diametral,  doit  eire  iiiise  de  cote  : il 
est  aise  de  voir,  en  effet,  i|ue,  si  uiie  surface  a un  plan  dia- 
metral, el  si  foil  preiid  les  deux  (diMiieiits  suivaiit  lesquels 
elle  est  coupee  par  un  prisine  ayant  pour  base  un  rectangle 
inrmimenl  petit,  trace  sur  leplan  diametral,  et,  pour  aretes, 
des  paralleles  aux  cordes  que  ce  plan  divise  on  deux  parlies 
egales,  il  arrivera  geiieralenieiil  que  cos  deux  elemeiils  de 
surface  n’auroiil  pas  des  aires  egales,  et,  par  consequent, 
ii’auront  pas  nieiiie  masse. 

§ 167.  Onlre  dr  fcravilr  d'uiir  liftiir.  — Des  coiisi- 
deralioiis  uiialogii(>s  a cellos  que  nous  avoiis  iiidiqiiees  dans 
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Ic  para}'r:iph«*  piTcc'ctnil,  out  conduit  ii  rcgardcr  line  lign*-, 
droilc  on  combe,  coinnie  ctant  malerielle,  el,  par  snilc, 
coinine  ayaiil  nn  ceiilro  dc  gravitc.  On  suppose  ordiiiaiie- 
ineiil  qnc  la  ligne  csl  lioniogciie,  e’csl-a-dirc  qne  les  divers 
ideiiieiits  de  nicme  loiignoir,  dans  Icsqnels  on  pent  la  decom- 
poser, renferinenl  la  niciiic  masse  dc  matiere.  Dans  cc  cas, 
les  regies  i|ni  out  etc  donnees  (§  165)  relalivemenl  a la  de- 
termination dll  centre  de  gravitc  d’nn  solide  liomogene, 
penvent  elre  employees,  ii  rexception  de  la  seconde,  sur  la- 
qnelle  nous  ponrrioiis  faire  une  observation  enlieremeiil 
analogue  a celle  que  nous  avons  deja  faite  a roccasion  dii 
centre  de  gravitc  d’une  surface  dont  tons  les  points  ne  sonl 
pas  sillies  dans  un  meme  plan  (§  166). 

Si  la  ligne  dont  on  veut  trouver  le  centre  de  gravile  est 
rapportee  ii  Irois  axes  reclangulaires,  et  si  Ton  designe 
par  S la  longueur  totale  de  celte  ligne,  on  aura 


et  etaiit  les  derivees  de  y el  de  r,  iiar  rapport  a x, 
tfx  (lx 

dednites  des  equations  d<‘  la  ligne  dont  il  s’agit,  el  I'inle- 
grale  s’elendaiil  ii  tonics  les  parlies  de  la  projection  de  cette 
ligne  snr  I'axe  des  x.  Les  masses  des  divers  elements  de  la 
ligne,  snpposee  liomogene,  elaiil  proporlioniielles  a leui'S 
longueurs,  on  troiivera  les  coordonnees  x,,  y,,  r,  dc  son 
centre  de  gravitc,  an  moyen  des  formiiles 
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dans  lesquelles  les  limites  cIps  integralcs  sonl  Ics  niemes  (|»f 
dans  la  valour  do  S. 

Si  la  ligne  dont  on  s’occupc  est  plane,  il  esl  clair  quo  son 
centre  do  gravile  esl  situe  dans  son  plan.  Dans  ce  cas,  les 
coordonnees  xi,  yi  du  centre  de  gravite,  rapportees  a deux 
axes  rcctangulaires  traces  dans  le  plan  de  la  ligne,  sont  d^ 
termin^es  par  les  deux  premieres  des  forinules  precedenles, 
dz  . , , 

cn  y supposant  ^ egal  a zero. 

§ 168.  Exemples  diverit  de  eeatre*  de  p;r«vl(e.  — 

Ligne  droite.  Le  centre  de  gravite  d’une  ligne  droilc,de 
longueur  donnee,  esl  evidemment  au  milieu  de  sa  longueur. 

Ligne  hritee.  — Pour  obtcnir  le  centre  de  gravile  d’une 
ligne  brisee,  dont  les  cdles  sont  silues  ou  non  dans  un  meme 
plan , il  Taut  imaginer  qu'on  applique  aux  milieux  de  ses 
divers  cdtes  des  forces  paralleles,  dirigees  dans  le  meme 
sens,  el  proporlionnelles  aux  longueurs  de  ces  c6les  : le 
centre  de  ces  forces  paralleles,  obtenu,  soit  par  la  compo- 
sition successive  des  forces  (§  157),  soit  par  les  forniulm 
qui  determinent  ses  coordonnees  (§  162),  sera  le  centre  de 

Contour  d’un  triangle.  — Con- 
siderons,  en  parlienlier)  le  cas  d'une 
ligne  brisee  qni  forme  le  contour 
d’un  triangle  ABC, /?</.  82.  Nousde- 
vons  appliquer  aux  points  .\',  B',  C', 
milieux  de  BC,  AC,  AB,  des  forces 
l>aralleles,  de  meme  sens,  el  pro- 
portionnelles  aux  longueurs  de  ces 
coles.  Composons  les  deux  forces 
uppliqudes  en  A'  et  B',  et  soit  D le  point  d’application  de 


gravitd  cherche. 

B 
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Icur  l■(•sult.^IUe ; nous  ii’aiiroiis  plus  qu’a  composer  la  resul- 
lanlo  particlle  aiiisi  obtcuue  avec  la  force  appliquee  en  C', 
pour  avoir  laresullaiile  dclinitivc  des  trois  forces  appliquces 
en  A',  B',  C' : done  le  centre  de  gravite  du  contour  du  trian- 
gle A BC  se  trouve  sur  la  ligiie  C'  D.  Observons  rnaintenaiit 
que,  d’aprt»  la  maniere  doiii  le  point  D a etc  obtenu,  on  a la 
proportion 

A'l)  _AC 

BD~  BC  ’ 

piiis<pie  les  forces  a|)pli(iiu‘cs  eii  A'  et  B'  sont  proportion- 
nelles  aux  cilles  B(^  AC;  inais  la  ligne  A’€',  qiii  joint  les 
milieux  des  c6tes  BC,  B A,  est  egale  a la  moitie  de  AC,  et, 
lie  nieme,  la  ligne  B'C'  est  egale  a la  moitie  de  BC,  de  sorte 
qu’on  a aussi 

^ 

B D ~ B'C'  ■ 

done  la  ligne  C'D,  qui  contienl  le  centre  de  gntvite  du  con- 
tour du  triangle  ABC,  divisc  I’angle  A'C'B'  en  deux  parties 
egales.  On  verrait  de  mi'^me  que  ce  centre  de  gravite  se  trouve 
snr  la  bissectrice  de  I'angle  B'A'C',  et  aussi  sur  celle  de 
I’angle  A' B'C'  : on  pent  done  dire  que  le  centre  de  gravity 
dll  contour  d'un  triangle  est  le  centre  du  cercle  inscrit  dans 
111!  autre  triangle,  que  roii  obtient  en  joignant  deux  ;i  deux 
les  milieux  des  cotes  du  premier  triangle. 

y^rr  tie  cerc/e.  — Un  arc  de  cercle  etant  symi'trique  par 
rapport  an  rayon  qui  passe  par  son  milieu,  son  centre  de 
gravite  se  trouve  sur  ce  rayon.  Pour  trouver  en  quel  point 
de  ce  rayon  il  est  placi5,  rapportons  Parc  de  cercle  a des  axes 
coordonnes  recuingiilaircs  traces  dans  son  plan  et  passant 
par  le  centre  du  cercle  doiit  il  fait  partie,  et  prenons  le  rayon 
dont  on  vient  de  pai  lcr,  pour  axe  des  a*. 

Si  nous  designons  par  / la  longueur  de  Parc  dont  il  s'agit, 
par  c sa  corde,  par  « la  distance  du  centre  cette  corde,  el 
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pur  r le  rayon  ilu  rcrde,  nuns  auroii!>  pour  rabsoissc  j*!  dii 
ceiitiT  de  gravitr  cliordK'- 


L’inlrgralc  doit  s’ett  udre  aux  projections  de  tons  les  ele- 
ments de  I’arc , situes,  soit  au-dessus , soit  aii-dessoiis  de 
I’axe  desxj  nous  ponvonsne  I’t'-tendie  ipi'anx  projections  dc 
la  inoitie  de  cet  arc  ipii  est  sitin‘e  au-dessiis  de  I’axe  dcs  r, 
ponrvu  (|  te  nous  doiiMions  le  resiiltat : nous  anrons  done 


Ji 


§ 169.  Parallelagramme.  — Un  par.dlidogramiiK!  a tin 
centre  dc  (ignie,  qui  est  le  point  de  rencontre  de  ses  diago- 
nales  : done  son  centre  de  gravitt*  est  cn  ee  point. 


Triangle.  — Le  centre 
de  gravite  de  la  suiiace 
d’un  triangle  fig. 

83,  est  situe  snr  la  ligne 
VDqiii  joint  le  suminet 
A an  inilieu  1)  dii  cdte 


t'K-  **•  lie.  Kn  elTet,  si  Ton  mem* 

par  cette  ligne  un  plan  pei  pendicnlaire  an  plan  du  triangle, 
on  a un  plan  diametral  correspondant  aux  cordes  paralleles 
a BC;  cc  plan  contient  done  le  centre  dc  gravite,  et,  par 
cons«*quent,  son  intei’scction  .V  D avec  le  plan  du  triangle  le 
contient  egalement.  On  verrait  de  ineine  qne  le  centre  de 
gravite  du  triangle  se  troiive  siir  la  ligne  B K qni  joint  le 
sommet  B au  milieu  E du  cdte  oppose  .VC;  done  il  est  sitmi 
an  point  (1,  oil  se  coupent  les  deux  lignes  A I),  BE.  La 
ligm?  DE,  (|ui  joint  les  milieux  des  edtes  BC,  est  paral- 
lele  a .\B;  les  deux  triangles  AG  B,  EG  I)  sont  done  seni- 
blables;  et,  comme  A B est  double  de  DE,  A G est  egalement 
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(luublt>  (le  (II)  : done  le  eeniir  do  gravile  dii  triangle  ABC 
(■>1  Mir  la  ligne  (|iii  joint  le  soiniiiet  A an  milieu  de  la  base  BC, 
et  an  tiiM’s  de  cetle  ligne  a partir  de  la  base. 

On  pent  reinarquer  que  le  eenire  de, gravile  d’nn  triangle 
i st  le  inenie  que  celui  de  trois  points  materiels  de  m^me 
masse,  places  aiix  sommets  de  ce  triangle,  el  supposes  lii's 
invariablemenl  enire  eiix.  En  elTel,  si  nous  considerons  ces 
hois  points  mati'riels  plaei'-s  en  A,B,C,  fig.  83,  comme  son- 
misaraction  de  la  pesantenr,  les  poids  des  denx  points  B,  (! 
M*  eomposeront  en  nne  lon  e double  de  eliacun  d’eux  el  ap- 
pliqnee  an  point  I)  milieu  de  la  droite  BC;  eelle  foix;e  se 
eomposera  a son  lour  avee  le  poids  dii  point  «‘l  il  en 
n'-sultera  nne  I'oree  unique  appPupiiH!  en  nn  point  de  la 
ligne  .V  I)  tel  que  sa  distance  an  |K)int  .V  soil  double  de  sa 
distance  an  point  1) : c'esl  done  en  (i  que  sera  appliquee  cette 
resullante  dtdinitive,  ce  qui  demontre  la  proposition  euoncee. 
.\u  lieu  de  trois  points  materiels  places  en  A,B,C,  on  peut 
suppose!'  qu’il  s’agisse  de  trois  corps  de  meme  masse  cl  de 
rorines  quelconques,  lii-s  entre  eux  d'linc  manierc  invariable, 
et  ayant  leurs  centres  de  gravile  respeelirs  en  ces  points; 
le  centre  de  gravile  de  I’ensemble  de  ces  trois  corps  sera 
encore  le  meme  qne  celui  du  triangle  ABC. 

Polygone.  — L'n  polygone  peut  eire  decompos(M>n  trian- 
gles, an  moyen  de  diagonales,  partant  par  exemple  d’un  meme 
sommet.  Si  Ton  regarde  les  centres  de  gravile  de  ces  trian- 
gles comme  les  points  d'applicalion  d'aulanl  de  forces  pa- 
ralleles,  dirigi'-es  dans  le  mt'mesens,  el  i)ropoi  lionnelles  aux 
surfaci's  de  ces  triangles,  on  n’aura  plus  qu’a  chcrclier  le 
centre  de  ces  forces  paralleles,  pour  avoir  le  centre  de  gra- 
vite  du  polygone. 

Trapeze.  — Le  centre  de  gravile  d’un  trapeze  .VBCD, 
fig.  8(i,  pent  s’obtenir  en  appliquant  cequi  vicnl d’etre  dit  pour 
un  polygon!!  quelcouque.  Si  I’on  menc  la  diagonule  .V  D,  on  de- 
compose le  trapeze  en  denx  triangles  AD B,  ACD;  le  centre 
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de  gravile  Gi  du  premier  triangle  est  sitiie  sur  la  Hgiic  DE, 


Kig,  ».’i 


menec  du  soinnict  1)  au  milieu  E de  la  base  A H,  et  an  tin's 
de  celte  ligiie  a pariir  du  point  E ; le  centre  de  gravite  G?  du 
second  triangle  se  troiive  placi-  de  la  meine  nianiere,  sur  la 
ligne  qni  joint  le  point  A au  inilieii  F du  cote  f.  D ; le  point  G, 
qui  divise  la  ligne  G|G?  eii  deux  parties  GGs  invei'se- 
ment  proportionnellesaux  surfaces  des  triangles  A Dll,  ACD, 
ou  bien  a leurs  bases  .VB,  Cl),  est  le  centre  de  gravite  du 
trapeze.  La  determination  de  ce  point  pent  etre  simplifiee, 
en  remarquant  qiie  le  plan  meiie  par  la  ligne  EF,  perpen- 
diculairemeiit  au  plan  du  trapeze,  est  tin  plan  diametral  cor- 
respondant  aux  cordes  paralleles  a AB  ou  a (^D  : le  centre 
dc  gravite  G du  trapeze  se  irouve  done  snr  la  ligne  EF,  et 
par  consequent  il  sera  fourni  par  riiiterseclion  de  cette 
ligne  EF  avec  la  ligne  G|  Gi. 

Nous  poiivons  encore  clierclier  les  distances  j*,  y du 
point  G aux  deux  bases  A B,  CD  du  trapeze , en  appliqiiant 
le  tln'oreme  des  moments  (§  168)  au  systeme  des  forces 
paralleles  qui  representent  les  poids  des  deux  trian- 
gles ADB,  ACD,  et  (|ui  agissent  aux  points  G,,Ci3.  .Snppo- 
sons  que  ces  forces  soient  dirigiW's  perpendiculairenient  au 
plan  du  trapeze,  et  prenons  leurs  moments  snccessivemeiit 
par  rapport  a chacun  des  deiix  plans  qn’on  pent  mener  pa- 
rallelement  a leur  direction  par  les  cotes  A II,  C 1).  .Si  nous 
designoiis  la  hauteur  du  trapeze  par  /t;  si,  de  pins,  nous 
remplagons  les  forces  appliquees  en  Gi,Gi,  et  leur  resul- 
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lanto,  par  l«*s  lignes  A B,  Cl),  A B + CI),  qui  leur  son!  pro- 
portiuiinellos,  nous  aurons  les  deux  equations 

(AB+CD)x=AB.  ^H-CD. 

O *J 

(AB+CU)x’=AB.  ^+CD.^. 

O • I 

En  les  divisanl  ineinbrc  a incmbre,  ou  cu  deduit 
X _ AB  + 2CD 
x'  ~ 2AB+CD’ 

Ce  r^ultat  monti'e  quo  Ton  peut  tiouver  le  ceiilre  de  gra- 
vite  du  trapeze  en  prolongeant  le  ciHe  B A d une  quantile  A H 
egale  ii  CD,  puis  le  cdle  CD  d’une  quantile  DK  egale  a AB, 
et  en  prenant  ensuite  le  point  de  rencontre  G de  la  lignc  H K 
avec  la  ligne  EF.  En  elTet,  les  triangles  ECU,  FGK,  ainsi 
formes,  sonl  scmblabli"s,  el  donnent 

GE  _ Ell  _^  AB  + CD_  AB  C2CU 
GF  “ FK  “ A B-+-;gD  ~ 2AB  I CD  ’ 


el  eoiiime  les  distances  x,  x de  ce  point  G,  aux  c6tes  A B,  CD 
sonl  proportionnelles  aux  lignes  G E,  G F,  il  s’eiisuil  quc  ce 
point  G esl  bien  le  centre  de  gravile  «-lierclie,  puisqne  nous 
savions  deja  qu’il  devait  eli  e silue  sur  la  ligne  E F. 

Quadriialh'e,  — Pour 
irouver  le  centre  de  gra- 
vite  d'un  quadrilaterequel- 
conque , ABC  D , fig.  8d, 
on  le  decompose  en  deux 
triangles  au  moyen  de  la 
diagonule  AC;  on  joint  les 
points  B,  I),  an  milieu  E «le 
la  diagonale ; on  prend  les 
points  Gi,Gi  situ^  snr  les  lignes  BE,DE,  et  au  tiers  de 
chacune  d’elles,  a partir  du  point  £;  et,  eufln,  on  divisc  la 
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ligiie  Gi  Gj  en  deux  parties  G(i,,  GGj  iiiversoiiient  propor- 
tioniielles  aux  surfaces  des  triangles  A1$C,  ADG.  Si  Ton  ob- 
seneque  les  surfaces  de  ces  triangle's  sent  entre;  dies  coniine 
les  distances  des  soiiimcts  B,  1)  a la  diagoiiale  AC,  ct,  par 
consequent,  coniine  les  lignes  HH,  Dl! ; el  que,  de  plus,  la 
ligne  Gi  Gj  est  parallele  ii  Bl),  on  verra  qu’il  suflit  de  pren- 
dre DK=-BH,  et  de  joindre  !<•  point  K an  point  E,  pour  di- 
viser  la  ligne  G1G2  dans  Ic  rapport  voulu  . en  sorte  que  le 
point  G,  situe  ii  la  rencontre  de  la  ligne  G,(ij  avee  la 
ligne  EK,  est  le  centre  de  gravite  du  quadrilatere. 

/.  Secteur  et  negment  de  eervle.  — 
Pour  determiner  le  centre  dt;  gravile 
du  secteur  eirculaire  AOB, /?(/.  8fi, 
on  pent  concevoir  que  Parc  A B soil 
partage  en  tine  inlinite  d’clemenis 
egaux,  et  que  le  secteur  AOB  soil  de- 
compose en  secteiirs  inrininiciil  pelilf 
corrcspondanl  it  ces  divers  idiMiients  d’aics.  Cliacun  de  ces 
secteurs  elcmentaires  peut  eire  regarde  comiiie  cHaiil  un 
Iriangle,  et , eii  consivpience  , son  centre  de  graviti-  se 
trouve  sur  Parc  de  cercle  Cl),  deceit  du  point  0 comme 
centre  avee  uii  rayon  OC  egal  aux^  de  OA;  le  centre  ile 
gravile  G du  secteur  AOB  sera  done  le  jioint  d'applicatioii 
de  la  resiilUinte  d'une  inlinite  de  forces  paralleles  et  egales 
agissant  sur  des  points  regulierement  distribues  le  lung  de 
Parc  C I),  c’est-ii-dire  qii'il  sera  le  nieme  que  le  centre  de 
gravite  de  Parc  C I).  Si  Pon  designe  par  /•  le  rayon  OA,  par  /, 
la  longueur  de  Parc  A B,  et  par  c,  la  cordc  de  cet  arc,  on 
aura,  d’apres  ce  ipPon  a vu  precedeinment  (§  16S), 


OG  = 


rc 

T’ 


le  point  G est  d'aillciirs  situe  sur  la  ligne  OE  qui  diviso 
Pangle  AOB  eii  deux  parties  egales. 
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I,c  scclPiir  ,\OI{  fsi  (•gul  a la  somnic  du  triangle  AOB  el 
dll  segineiil  A EH.  i.es  surfaces  du  seeteiir,  du  triangle,  el  du 
segiiieiit  out  resp«!Cliveiiieiil  pour  valeui's 

; )•/,  ; ac , ; (?•/  — ac) , 

eii  desigiiaiil  par  u la  dislaiice  0 E ; les  centres  de  gravite  de 
ces  irois  surfaces  soiit  Ions  silues  siir  la  ligne  OE],  el  les  dis- 
tances des  deux  preiiiiei’s  au  point  0 soul 


eii  sorte  tpic,  si  Eon  designe  par  x la  disiancc  du  point  Oau 
centre  de  gravite  du  segment  A EB,  on  aura  d'apres  le  iheo- 
reiue  des  moments  (g  1.58; 

TC 

{ rl.  I -j  or.  ■ «;  i {rt  — nr),  x. 

(Ill  eii  lire 

^ ( r’  — n’ ) c c’ 

' li  — ac  6 ( r/  — ac)  ' 

ce  (pii  fait  coiiuailn*  la  position  du  cenire  de  gravite  du 
segment  .\EB. 

Zone  »pheriqiie.  — Le  cenire  di‘  gravite  d’une  zone  splie- 
ricpie  a deux  hasi-s  est  siliie  snr  li!  diametre  de  la  spliere 
ipii  passe  par  les  cenires  de  ces  deux  bases;  carce  diametre 
est  nil  axe  de  symi’drie  di‘  la  zone.  Pour  tronver  la  position 
qiie  le  I'cntre  de  graviui  ocenpe  snr  ce  diametre,  imaginons 
ipie  Eon  ait  divist;  la  hauteur  de  la  zone  en  une  infinile  de 
parties  egales,  et  cpie,  par  les  points  de  division,  on  ail 
mene  des  plans  paralleles  aiix  plans  des  deux  bases;  la  zone 
se  tronvera  ainsi  partagee  en  une  infinite  de  zones  ayant 
lollies  line  mt'me  hanteiir  infinimeiit  petite,  el,  par  conse- 
(|nenl,  une  menie  surface  ; on  tronvera  done  le  centre  de 
gravite  de  la  zone  totale,  en  clierchant  le  point  d'application 
de  la  resiillante  d'nne  infinite  de  forces  paralleles  et  egales, 
regulierenient  ivparties  le  long  de  la  droite  ipii  joint  les 
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centres  de  ces  deux  bases,  c’est-a-dire  qu’il  csl  silue  preci- 
senient  au  milieu  de  cetic  druite. 

§ 170.  Parallelipipede.  — Le  centre  de  gravile  d’uii  pa- 
rallelipipede  se  Iroiive  au  point  de  reiicoiilre  de  ses  diago- 
iiales,  point  qui  esl  iiii  centre  de  ligiire  pour  la  surface  de 
re  corps. 

Pritmte.  — Le  plan 
<pii  passe  par  les  mi- 
lieux ]NI,X,P  dcs  aisles 
•\  I),  B E,  C F d’un  prisme 
triangiilaire,  fig.  87,  est 
un  plan  diameti’nl  eoi^ 
respondanl  aux  cordos  paralleles  a ces  angles ; et,  par  con- 
sequent, il  renfermc  le  centre  de  gravite  de  ce  prisme.  Le 
plan  inene  par  A D et  par  le  milieu  Q de  I’ardte  BC  cst  ega- 
lement  un  plan  diametral  corrospondant  aux  cordes  par.il- 
It-les  a BC,  el  il  en  est  de  mi'me  dn  plan  mem-  par  BE  el 
par  le  milieu  R de  I'art'le  AC  ; done  le  centre  de  gravite  dii 
prisme  se  trouve  sur  rintersection  de  ces  diuix  plans,  c'est- 
ii-dire  sur  la  parallele  a rarete  .\  H menee  par  le  centre  de 
gravite  Gi  du  triangle  \ BC.  Aiiisi , c’esi  it  I’intei'seclion  de 
cette  derniere  ligne  aver  le  plan  M X P,  qu’est  sitm*  le  centre 
degraviU"  G du  prisme  triangiilaire  ABCDEF.  II  est  clair, 
d’apres  cela,  qu'on  pent  dirir  que  le  centre  de  gravite  d'un 
prisme  triangiilaire  est  uu  milieu  de  la  druite  qui  joint  les 
centres  de  gravite  de  ses  deux  bases,  on  bien  encore  qu’il 
coincide  avec  celui  du  triangle  siiivanl  leqiiel  le  prisme  esl 
coupe  par  un  plan  meni>  parallelianenl  aux  deux  bases,  et  a 
egale  distance  de  chacune  d'elles. 

Pour  troiiver  le  centre  de  giavite  d’un  prisme  ipielconque 
k bases  paralleles,  on  pent  le  decumpusi‘r  en  prismes  trian- 
gulaires,  au  moyen  de  divers  plans  menes  par  une  de  ses 
ai’etes  lauirales.  Un  plan  mene  par  les  milieux  de  toutes  les 
ari'tes  laterales  coupera  les  divers  prismes  Iriangiilaires 
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ailisi  obtenus,  suivant  des  triaiigU^s  dont  les  centres  de  gra- 
vite  seruiit  en  menie  temps  ccux  de  ces  prisnies;  et  les  sur- 
faces de  ces  triangles  seronl,  en  outre,  proportionnelles  aux 
volumes  des  memes  prismes  : il  est  aise  de  conclure  de  la 
(|ue  le  centre  de  gravite  du  prisme  total  coincide  avec  celui 
du  poly  gone,  suivant  lequel  il  est  rencontre  par  ce  plan 
secant,  et  qne,  par  consequent,  ce  wntre  de  gravite  se  trouve 
an  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravite  des 
deux  bases  du  prisme. 

Pyramtde.  — Soit 
ABCD,/?gr.  88,  une  pyra- 
mide  triangulaire.Le  plan 
meue  par  .\  B et  par  le 
milieu  £ de  CD,  est  un 
plan  diametral  correspoii- 
dant  aux  cordes  paralleles 
a C D ; le  centre  de  gravite 
de  la  pyrainide  se  trouve 
done  dans  ce  plan , et , 
coinine  il  doit  etre  par  la 
meme  raison  dans  le  plan 
mene  par  AD  et  par  le 
milieu  K de  BC , il  s’en- 
stiit  qu’il  est  silue  sur  la  ligne  AGi  qui  joint  le  sommet  A au 
centre  de  gravite  (’n  de  la  face  opposee  BC.  D.  On  verra  de 
mt'me  que  la  ligne  menee  du  point  B au  centre  de  gravite 
de  la  face  A(^  D renferme  le  centre  de  gi  avile  de  la  pyrainide ; 
en  sorte  que  ce  point  n’esl  antre  chose  quo  rinlersection  G 
des  deux  lignes  A(i,,BGj.  D’apres  les  positions  que  les 
points  G I , Gi  occupent  sur  les  cotes  £ B,  F.  A du  triangle  A B £, 
on  voit  que  (ii  (ii  est  parallele  a A B et  I'gal  au  tiers  de  cette 
ligne;  done  les  triangles  A(iB,GG|G‘j  sont  semblables, 
et  GGi  est  le  tiers  de  A(i;  done  enlin  (i(j|  est  le  quart 
de  AGi. 


rig.  ss. 
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II  osl  aisc  do  rcconiiailro  quo  lo  oontro  do  gravitd  G do  la 
pyramide  triangulairo  A 15 Cl),  coincide  avec  lo  (;onlre  do 
gravite  du  triangle  suivanl  lo(iuel  cede  pyramide  cst  coupoo 
par  un  plan  mono  parallelement  a la  base  BCD,  et  a nno 
distance  de  cotie  base  ogale  au  qnai  t de  la  liautoni . 

Si  Ton  meiie  un  plan  par  Cl)  el  pai'  lo  inilion  H de  AB,  il 
contiendra  le  point  G ; cc  point  G sera  done  sitne  snr  I’in- 
tersection  du  plan  ABE  avec  le  plan  CDH,  c’est-a-dire 
snr  la  ligne  £11  qui  joint  les  milieux  des  deux  arOtes  op- 
posees  C.D,  A B.  Do  mome,  la  ligne  KL  qui  joint  les  milieux 
des  an'tes  opposees  BC,  .AD,  passera  par  G.  Mais  les 
lignes  II  K et  LE  sent  toutes  deux  paralleles  a A(^  et  egales 
a la  moilie  de  cette  derniero  ligne;  done  II,K,L,E  sont 
les  sominets  d’un  paralbdogranime,  ot,  par  suite,  los  li- 
gnes EH,  KL  se  conpent  mutuellement  on  parties  egales  ; 
done,  enliii,  le  centre  de  gnivite  d'nne  pyramide  triangu- 
laire  est  au  milieu  de  la  ligne  qui  joini  los  milieux  de  deux 
aretes  opposiies. 

Quatre  corps  de  mome  masse  otant  lies  les  uns  aiix  autres, 
do  maniere  que  lenrs  centres  de  graviti;  rospeclifs  coiiicidonl 
avec  los  sommots  A,  B,C,D,  d’uno  pyramide  triangulain*,  !<• 
centre  de  gravile  de  I’ensemble  de  cos  qnati'o  corps  ost  lo 
mi'mo  que  celni  do  la  pyramide.  En  olTot,  los  poids  oganx 
des  deux  corps  plact's  on  .A  et  B so  composont  en  uno  force 
double  de  cliacun  d’eux  et  appliquoe  on  11 ; les  poids  oganx 
dos  aniros  corps,  placid  en  C et  D,  se  composont  aussi  on 
uno  force  double  de  cliacun  d'eux  ot  appliquoe  en  E ; enfin, 
ces  donx  rosultantos  partiellos,  qui  soul  «'“gales,  anrout  nm* 
resullante  appliquoe  au  point  G,  milieu  do  la  ligne  EH. 

Pour  tronver  le  centre  d(>  gravite  d'nne  pyramide  a base 
quelconquo,  concevons  qu’on  I’ait  decomposoeon  pyramides 
triangulaircs,  au  moyon  do  plans  monos  par  son  sommet  ot 
par  divors<‘S  diagonalos  du  polygone  (|ui  forme  sa  base,  <-t 
qu'on  ait  onsniu*  conpi*  lonlos  cos  pyramides  par  un  |dan 
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purallelo  an  (>4aii  de  la  base,  cl  distant  de  co  plan  d’une 
quantile  e(;ale  an  (|iiui't  de  la  hauteur  de  la  pyramidc.  Les 
centres  de  gravite  des  diverses  pyramides  triangulaires  ainsi 
obtenues  sont  les  nubnes  que  ceux  des  irianglcs  suivaiit  les- 
quels  elles  soul  rencontrecs  par  ce  plan  secant,  et  leurs  vo- 
lumes sont  pruportionnels  aux  surfaces  de  ccs  mdmes  trian- 
gles; on  en  conclura  facilement  que  le  centre  de  gravitd  de 
la  pyramidc  totale  cst  precisement  le  mc'me  que  le  centre  de 
gravite  du  poly  gone  suivant  lequel  elle  estrencontrec  par  le 
plan  secant.  Un  pent  dire,  d’apres  cela,  que  le  centre  de 
gravite  d’unc  pyramidc  ^ base  quelconque  sc  trouve  sur  la 
ligne  qui  joint  son  sommet  au  centre  de  gravite  de  sa  base, 
et  au  quart  de  cclte  ligne,  it  partir  de  la  base. 

Cylindre.  — Le  centre  de  gravite  d’un  cylindre  quelcon- 
que, a bases  paralleles,  sc  trouve  au  milieu  de  la  ligne  qui 
joint  les  centres  de  gravite  de  ses  deux  bases ; car  un  cylindre 
pent  6trc  regarde  comme  elant  un  prisme  dont  la  base  est 
un  polygene  infinitesimal. 

Cone,  — T.e  centre  de  gravite  d'un  edne  quelconque  so 
trouve  sur  la  ligne  qui  joint  son  sommet  au  centre  de  gra- 
vile  de  sa  base,  et  au  quart  do  cette  ligne,  a partir  de  la 
base ; car  un  edne  pent  dire  assimile  a une  pyramidc  ayant 
pour  base  un  polygone  infinitesimal. 

Seeleiiretiegmenl  »pherique».  — Un  raisonnement ana- 
logue a celui  qui  a ete  fait  pour  le  secteur  circulaire,  montre 
que  le  centre  de  gravite  d'un  secteur  spherique  est  le  mdme 
que  celui  de  la  zone  sphdrique  a une  base  que  I’on  obtien- 
drait  en  reduisant  tons  les  rayons  du  secteur  spherique 
aux  “ de  leur  longueur.  On  voit,  par  la,  que  cc  centre  de 
gravite  est  situe  sur  I’axc  du  secteur,  et  a une  distance  du 
centre  de  la  sphere  egale  a 

* f*  — “ A 

r etant  le  rayon  de  la  sphere,  et  h la  hauteur  de  la  zone  qui 
sert  de  base  au  secteur. 

20 
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Uii  soctcur  spluM  iquc  pent  •'•ire  •l(■•eompos^•  en  un  eflne  de 
nholulion,  el  un  segment  a unc  base.  Les  volumes  du  sec- 
teur,  du  C()ne,  cl  du  segment,  sonl  respectivemeul 

,rr*A,  iirA(r — A)  (2r — A),  \ith^(Zr  — A); 

les  distances  du  centre  de  la  sphere  aux  centres  do  gravitd 
du  secteur  cl  du  ciine , sont  d’ailleurs  egales  i 
J>'-|A,  !(»•  — A); 

done,  si  Ton  designe  par  x la  distance  du  centre  de  la  sphere 
an  centre  de  gravit*)  du  segment,  ct  qu’on  applique  le  tlico- 
r^mc  dcs  moments  (g  1^8  ),  on  aura  requalion 
I ttHA.  ( 3 r-  4 A)=  i 7rA{r~A)  (2r-A).  (r^h)+{  itA’(3r— A),  r : 

on  cn  deduit 

* 3r— A ■ 

§ 171.  Tlidorimc  de  Gnldln.  — L’airc  de  la  surface 
engcndr(^e  par  un  arc  de  courbe  plane,  lonniant  autour 
d’uue  droite  siluee  dans  sou  plan,  esl  egalc  an  produil  de 
la  longueur  de  cet  arc  par  la  circonft’rence  que  dt-eril  son 
centre  de  gravib^j  Ic  volume  du  solidc  engendn^  par  une 
aire  plane,  tournanl  autour  d’unc  droite  siliu'c  dans  son 
plan , esl  dgal  au  produil  de  Celte  aire  par  la  circonfiTcnce 
que  d<‘crit  son  centre  de  graviK'  ^ c’esi  dans  ces  deux  propo- 
sitions quo  consislc  le  the'oreme  de  Guldin. 

Pour  demonlrer  la  premiere  panic  do  ce  theorc'me,  su|)- 
posons  que  la  coni-be  mobile  soil  rapponi^e  a deux  axes  ree- 
tangulaircs  traods  dans  son  plan,  cl  que  Tun  de  ces  axes, 
I’axc  des  x,  coincide  avee  la  droite  autour  de  laquellc  on  la 
fait  toumer.  €haquc  rli'incnt  du  de  la  courbe,  en  touniant 
autour  de  I’axc  des  x,  dderil  la  surface  lalerale  d’un  tronc  de 
edne,  dont  I’aire  a pour  valour  ^zijd»\  I’airc  totale  de  la 
surface,  dcicrile  par  la  courbe  mobile,  sera  done  egale  a 

j ‘It: yds , 
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I’integrale  s’etcndant  dans  toute  la  longueur  dc  I’arc  de 
courbe  quo  Ton  cousidere.  Mais  ou  a,  d'apr^  Ic  theorenie 
des  luomuuis, 

/ydi  = y,  S, 

en  designant  par  S la  longueur  dc  la  courbc  mohilc,  cl 
par  yi  I’ordonn^e  de  son  centre  de  gravilc  : fairc  dc  la  sur- 
face engendree  par  celle  courbe  sera  done  exprimde  par 

Siryi  S , 

confornicmcnt  u I'enonce. 

La  sccondc  panic  du  lluior^me  sc  demonlre  d’une  manicrc 
analogue.  Lc  rectangle  iulinitesiinal  dont  les  cotes , paral- 
leles  aux  axes  coordonnes,  soul  dgaux  a djr,  dy,  decrit  eu 
tournanl  un  cyliiidrc  creux,  doiit  lc  volume  a pour  va- 
lour 2itydxdy,  le  volume  total  du  sulide  cugeudre  par 
I'aii'c  mobile  sera  done  egal  a 

fpr.ydxdy, 

I'integrale  s’etendant  a tons  les  elements  qui  composent  cclte 
aii'c.  .Mais,  si  Ton  designe  I'aire  mobile  par  el  rordoum^ 
de  son  centre  de  gravilc  |>ar  yi,  on  a,  d’apres  le  ibeoremc 
des  moments, 

fj'ydxdy  = y,  A: 

cn  v’crtu  de  cetle  relation,  I’expression  dn  volomc  decrit  par 
la  rotation  de  I’aire  A,  deviendra 

2nyi  A , 

re  qui  est  pr«icis«'‘menl  lc  resultal  indique  par  le  UteW^me 
dont  il  s’agit. 

On  peut  generaliser  le  thcoreme  de  (lUldin , en  observant 
quo,  si  la  courbe  ou  I'aire  mobile  ne  fail  pas  iiu  tour  cniier 
aiitour  de  son  axe  de  rotation,  on  obtiendra  totgours  I'aire 
ou  le  volume  engendre,  en  mullipliant  la  longueur  ou  I’aire 
de  la  figure  generalrice  par  la  portion  de  circonference  de- 
20. 
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crile  par  son  <’(‘iilre  tie  gravin'*,  quelle  qiie  soil  celte  porlioii 
tie  cireonferenee , finie  on  infiniiuenl  pelile.  On  en  conclnl 
sans  peine  qne,  si  une  figure  plane  (eourbe  on  aire)  esl 
animee  d’un  monvemenl  tel,  qu’il  chaque  instant  elle  tourne 
autonr  d’une  droite  situee  dans  son  plan,  on,  en  d'autres 
tcrnies,  si  le  plan  dc  cctle  Ggnre  mobile  roule  sans  glisser 
siir  une  suiTacc  dtiveloppable  quclconqiie,  I’aire  on  le  vo- 
lume que  eette  figure  decril  en  se  mouvant  ainsi , s’obtient 
en  miiltipliant  la  longueur  ou  I'aire  de  la  figure  mobile  par 
. le  chemin  total  pareouru  par  son  centre  de  gravite. 

II  est  bon  d’observer  que,  si  la  figure  mobile  nVtait  pas 
situee  tout  entiere  d'un  meme  cOte  de  I’axe  autour  duqiiel 
elle  tourne  d’une  quantite  finie  ou  infiniment  petite,  le  iheo- 
reme  de  Guldin  fournirait  la  difference  et  non  la  somme  des 
aires  ou  des  volumes  engendres  par  les  deux  parlies  dans 
lesquclles  celte  figure  est  partagee  par  I’axe  de  rotation; 
c’est  ce  que  Ton  reconnaitra  sans  peine,  en  remarqiianl  que 
les  elements  de  ces  aires  ou  de  ces  volumes  enirent  avec  des 
signes  differents  dans  les  expressions  que  nous  avons  consi- 
derees  precedemment,  siiivant  qu’ils  proviennenl  d’idements 
de  la  figure  mobile  situ«'*s  d’un  cOle  ou  tie  I’autre  de  I’axe  de 
rotation. 

Le  tlieoreme  de  Guldin  pent  servir,  dans  certains  cas,  a 
ironver  le  centre  de  giiivile  d’une  figure  plane;  nous  allons 
en  voir  un  exemple.  Si  Ton  fail  tourner  iin  arc  de  cercle  au- 
tour (fun  diamelre  du  meme  cercle,  mene  parallelement  a sa 
corde , il  engendre  une  zone  spherique  deux  bases,  qui  a 
pour  surface 

27irc , 

en  designant  par  r le  rayon  du  cercle,  et  par  c la  corde  de 
rare  mobile;  d'apres  le  tlieoreme  de  Guldin,  si  Ton  tlivise 
eette  surface  par  la  longueur  / tie  fare  qui  fa  decrile,  on 
aura  pour  quolieiil  la  cireonferenee  parcouruepar  le  centre 


Digitized  by  Google 


CKMTHKS  DK  r.KAVITE.  309 

de  gravile  dc  cd  arc  : on  (mi  cunclui  <|nc  la  distance  dc  cc 
centre  de  gravile  au  centre  du  cercle  esl  egale  a 

rc 

1 ’ 

ainsi  qu’on  I’a  dija  troiive  preeedemment  (§  168). 

§ 172.  Exlensioii  de  la  notion  du  centre  de  gravile 
au  eas  d'un  ttyvl^me  materiel  queleonque.  — Quel  ({uc 
soil  le  sysleine  materiel  dont  on  s’occupe,  qiie  scs  diverses 
parties  soient  en  repos  ou  bien  cn  inouvenicnl  Ics  uncs  par 
rapport  aux  autrcs,  si  Ton  prend  ce  sysleme  tel  (pi’il  existc,  a 
un  instant  queleonque,  ctsi  Ton  imagine  qu’il  devienne  inva- 
riable de  forme,  on  puurra  lui  appli(iuer  ce  qui  a etc  dil 
precedemmenl ; le  systeme,  ainsi  transforme  en  un  solide 
invariable,  aura  un  centre  de  gravitti  qu’on  pourra  deter- 
miner par  les  moyens  indiques  : ce  point  est  ce  qu’on  nomine 
le  centre  de  gravile  du  systeme  matei  iel  a I’instant  considere. 
II  est  clair  qu’il  n’y  a pas  lieu  de  dire  i|ue  le  centre  de  gra- 
vite,  ainsi  deiini,  est  le  point  d’application  de  la  resultanti; 
des  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  parlies  doiil  le 
systeme  materiel  se  compose ; car  il  n’est  pas  possible  de 
composer  ciilre  dies  des  forces  qui  agisseut  ainsi  sur  des 
corps  dilTerenls,  isoles,  et  pouvant  se  mouvoir  independam- 
ment  les  tins  des  autres.  Ce  centre  de  gravile  ne  pent  avoir 
pour  nous,  jus(|u’a  present,  aucune  signilicatiun  ; mais  nous 
verrons  bientdt  que  sa  consideration  est  tres-ulile  dans  di- 
verses circonstances. 

§ 173.  Travail  de  la  peiuinteiir,  dauM  le  mouvement 
d’un  syKteme  materiel  queleonque.  — La  considiu'atioii 
du  centre  dc  gravile  permet  de  simpliiier  beaucoup  I’cxpres- 
sioii  du  travail  du  aux  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses 
parties  d’un  systeme  materiel  en  mouvement.  Soient  p le 
poids  d’tine  molecule  queleonque  du  systenu' , z la  distance 
de  celte  moliH'ule  a un  plan  horizontal  superieur,  au  com- 
mencement du  temps  pendant  leqnel  on  veut  evaluer  le  tra- 
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vail,  ct  z'  ce  quc  dcviont  cettc  distance  a la  iin  dii  temps 
doiit  il  s’agit;  soient  de  m6ine  P Ic  poids  total  du  systeine, 
et  Z,  Z'  les  distances  dc  son  centre  de  gravite  (g  172)  an 
plan  horizontal  dont  il  vient  d’etre  question,  au\  monies 
instants.  On  aura  (g  iGU) 

2pz=PZ, 


et  aussi 


lpz'  = PZ’: 

cn  retranchant  ces  deux  equations  I’une  de  I’autre,  on  truuve 
Ip{z'-z)  = P{Z’—Z). 

Or/j(s' — r)  est  evidemment  le  travail  du  poids  p pendant 
le  temps  quo  Ton  considcre  (§118);  et,  par  consequent, 
lp(z' — z)  est  la  somme  des  travaux  dus  a Taction  de  la 
pcsantcursurles  diverses  parties  du  systt’ineraaUh  iel  pendant 
ce  temps  : cette  somme  de  travaux,  que  Ton  nomme  siniple- 
ment  le  travail  dc  la  pesanteur  siir  le  sysU'me,  pendant  le 
temps  dont  il  s’agit,  est  done  egale  an  travail  que  devcloppe- 
rait,  pendant  ce  temps,  une  force  egale  au  poids  total  P du 
systeme,  appliqiiec  a son  centre  de  gravite.  On  pent  enoncer 
ce  rcsultat  auquel  nous  venous  de  parvenir,  en  disant  que  le 
travail  de  la  pesanteur,  surun  systeme  materiel  quelconque 
en  mouvement,  est  le  meme  que  si  toute  la  matiere  dont  le 
systeme  sc  compose  etait  concentree  a son  centre  de  gravite. 


»®o- 
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§ 174.  Condition  dVqnlllbre  d’un  *olld«  Invariable. 

— Nous  avoiis  vu  (§  15}))  qii’iin  systeim*  quolcoiique  do 

forces  F,  F',  F", , uppliqueos  ii  un  solide  invariable  «‘n 

equilibre,  pent  toiijmii's  etiv  reiiiplace  jiar  deux  forces  Hi , Hj, 
doiit  I'liiie  agit  sur  iiii  point  clioisi  ii  volume.  Pour  (|ue  le 
solide  soil  cn  equilibre  sous  I’aclion  des  seules  forces 
F,  F',  F", . . . . , il  faut  que  I’equilibrc  cxiste  egaleniciit,  lors- 
que  ces  forces  sont  reinplacees par  les deux  forces  R,,  Rj  qui 
peuveiU  eii  tenir  lieu.  Or,  si  nous  coiisideroiis  le  solide  en 
«*quilibro  sons  Faction  de  ces  deux  derni^ires  foices,  il  est 
flair  que  nous  ne  troublerons  pas  Fequilibre  en  suppusanl 
que  Fun  des  points  du  solide , situe  sur  la  direction  de  la 
force  Ri,  est  Fixe  dans  Fespace,  et  que  le  solide  ne  pent  que 
tourner  aiitour  de  ce  point;  niais  aloi's  la  force  R,,  qu'un 
peut  supposer  appliquic  a ce  point  fixe  prissursa  direction, 
n’est  capable  de  produire  aucun  effel,  en  raison  de  la  fixitc 
absolue  du  point  snr  le(|uel  elle  agit,  et  pent,  en  conse- 
quence, I'tre  siipprimee  sans  que  Fequilibre  cessc  d’exister : 
done  la  direction  de  la  force  Rq,  qui  resle  seiile,  doit  passer 
par  le  point  qu’on  a rendu  fixe,  sans  quoi  celte  force  R j ten- 
drail  evideinnient  ii  faire  tourner  le  solide  dans  iin  certain 
sens  autour  de  ce  point , el  le  solide  ne  serait  pas  cn  equi- 
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libre.  On  voil  par  lii  ipie  la  direction  de  la  force  Ri  doit 
passer  par  un  quclcoiKpie  dcs  points  pris  siir  la  direction  de 
la  force  Ri,  c’est-a-dire  que  ces  deux  forces  doivenlf’tre  diri- 
gees  suivant  la  meme  ligne  droite.  Des  lors,  ces  deux  forces 
Ri,  Ri  ont  uiie  resultante  egale  a leur  somme  on  a leur  dif- 
ference, suivant  qu’elles  agissent  dans  le  meme  sens  oii  dans 
des  sens  opposes.  Cette  resultante  devant  cvidemment  etre 
ntille,  pour  que  le  solide  suit  en  equilibre,  il  s’ensuitqiie  les 
deux  forces  R,,  Rj  duivent  etre  egales  et  de  sens  contraires. 
Ainsi,  |)Onr  qu'un  solide  invariable  suit  en  equilibre  sous 

I'action  d’nn  systeme  qnelcunque  de  forces  F,  F,  F", , il 

est  nccessaire  que  les  deiix  forces  Ri,Ri  par  lesqnellcs  on. 
pent  les  remplacer,  soient  egales  et  directemeiit  opposees. 

II  est  aise  de  voir  que  celte  condition  est  suflisaiite  pour 
que  le  solide  suit  en  equilibre.  Kn  elTet,  les  deux  forces 
Ri,  Rj,  par  lesquelles  on  a remplace  toutes  les  forces  don- 
iiees  F,  F',  F", . . . , etant  egales  et  directemeiit  opposees , il 
est  clair  quo  le  solide,  soumis  ii  ces  deux  forces  seiilement, 
sera  en  equilibre;  done  I’eqnilibre  subsistera  encore  lors- 
qu’on  reviendra  de  ces  deux  forces  aii  systeme  des  forces 
F,  F',  F", . . . , en  elTectuant  des  operations  inverses  de  celles 
qu’on  avait  du  faire  pour  passer  du  systeme  des  forces 
F,  F',  F", . •• . aux  deux  forces  Ri,  R^. 

§ 175.  E<eniine  rclatif  anx  travanx  de  deux  force** 
egalett  el  direclement  oppo*»^es,  agisaant  aur  deux 
polnia  dlfferenta.  — Avant  de  recliercher  les  equations 
par  lesquelles  un  pent  exprinier  la  cundilion  dequilibrc  a 
laqiielle  nous  venous  de  parveiiir,  nous  allons  etablir  line 
proposition  qui  nous  servira  plusieurs  fois  dans  la  suite, 
et  dunt  nous  avons  besuin,  en  particulier,  dans  la  question 
qui  nous  occiipe. 

Soient  \ et  R,  fig.  8t),  denx  points  siir  lesqiiels  agissent 
deux  forces  egales  F,  dirigees  suivant  la  droite  .V  R,  et  en 
sens  cuiitraire  I’line  de  I’autre.  Si  ces  points,  en  se  dt'pla- 
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Qaiil  simultanpiiieiil , parcuurenl  Irs  cliemins  inrinimcnl 

pclils  AA',  IJB',  <;liacune  des 
deux  forces  dont  il  s’agil  de- 
^ veloppera  iin  certain  travail 

(§117):  nous  allons  chercher 
la  somme  de  ces  deux  travaux.  Soient  o,  b,  Ics  projections 
des  points  A’  et  B'  sur  la  droite  A B.  Lc  travail  de  la  force 
applique  en  B a pour  valeur  FxBA;  celui  de  la  force  ap- 
pliquec  en  A a pour  valeur  — Fx  Aa  : leur  somme  est  done 
egale  a 

F X (B6  — Aa), 
ou,  ce  qui  est  la  meme  chose, 

F X (ab  — AB). 

Designoiis  par  r la  distance  primitive  AB  des  points  d’appli- 
catiou  des  deux  forces,  par  r-+- rfr  la  distance  A'B'deces 
deux  points  apres  leur  deplacement,  et  par  a I’angle  inlini- 
ment petit  que  A'B'  fait  avec  A B.  Nous  aurons 

ab  = {r-\- dr)  cos X", 

el  par  suite  la  somme  des  travaux  des  deux  forces  deviendra 
F X [(r-F- dr)  cosa  — r], 
quantile  qui  se  reduit  a 

F^  dr , 

en  negligeant  les  inriniment  petits  d’lin  ordre  superieur  au 
premier. 

Ainsi  la  somme  des  travaux  developpes  par  deux  forces 
egales  et  directeinent  opposees,  agissant  sur  deux  points 
differeiHs,  pendant  que  ces  deux  points  se  deplacent  I’uii  et 
raulre  de  qiiantites  iunuimeul  petites,  s’obtieut  en  multi- 
pliaiit  I'liue  des  deux  forces  pur  I’accroissemciit  iufiniment 
petit  de  la  distance  de  leui’s  points  d’applicalion.  II  est  clair 
que,  pour  que  cetle  somme  des  travaux  des  deux  forces 


A 

J[. 


7^ 
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appliqueos  au\  |>uints  A et  B ail  le  ^igne  quVIIc  doil  avoir, 
on  devra  regarder  la  force  F qui  eiilre  dans  son  expression 
couime  negative,  si  les  deux  forces  donl  il  s’agit  tendent  a 
rapproeber  leurs  points  d'applicntion  run  de  ruutre,  an  lieu 
de  lendre  a les  eloigner,  coinuie  on  I'avait  suppose  sur  la 
fig.  89. 

Dans  le  cas  particulier  on  la  distance  des  deux  points  A el  B 
ne  change  pas,  dans  le  inouveiuent  dont  ils  sont  anim^ 
siinultaneineul,  on  a <fr=o,  el,  par  cousequcui,  la 
Somme  des  Iravaux  des  deux  forces  appliquees  a ces  points 
est  nulle ; eu  d’autres  lermes , les  iravaux  do  ces  deux 
forces  soul  egaux  el  de  sigiies  conliaires. 

§ 176.  Theoreme  da  travail  virtuel,  pour  le  eai* 
d’un  Kolide  invariable.  — Nous  avous  dit  (§  174)  quo 
la  condition  necessairc  el  suflisaiile  pour  qu’un  solide  inva- 
riable soil  eu  equilibre  sous  I’aclion  d’un  sysleme  quelconque 

de  forces  F,F',  F", , c’esl  que  les  deux  forces  R,,  K'j,  par 

lesipielles  on  peul  toujours  remplacer  ce  sysleme  de  foires, 
soienl  egales  el  directemenl  opposees.  Nous  allons  voir 
commenl  cette  condition  pent  s’exprimer,  sans  qu’on  ail  bc- 
soin  de  clierclier  les  deux  forces  R|,  R^. 

Si  les  deux  forces  R|,  Ri,  que  Ton  peul  toujours  supposer 
appliquees  a deux  points  differenls  A,B  du  solide,  sont 
egales  el  directemenl  opposees  I’unc  a Fautre,  la  somme  des 
Iravaux  de  ces  deux  forces  sera  nulle  pour  tout  deplacemeni 
inliuiment  petit  attribue  au  solide  sur  lequel  elles  agisscnl, 
puisque,  dans  ce  mouvement  du  solide,  les  points  d’appli- 
cation  A,  B de  ces  deux  forces  resteront  4 une  meme  distance 
I’un  de  Fautre  (§  176).  II  est  aise  de  voir  d'ailleurs  que, 
reciproquemenl,  si  la  somme  des  Iravaux  des  deux  forces 
Ri , Rj  est  nulle,  pour  tout  deplacement  inliniment  petit  atlri- 
bue  au  solide  auquel  elles  sont  appliquees,  ces  deux  forces 
sont  necessaii'ement  egales  et  direclement  opposees.  En 
elTct,  si  Fon  deplace  le  solide  de  nianicre  que  le  point  A resle 
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ininiobilt',  Ic  travail  dc  la  force  Ki  appliquee  a ce  point  sera 
mil  de  liii-nn'nic ; le  travail  do  la  force  Hi  sera  done  aussi 
iiul,  puisque  la  somme  de  ces  deux  travatix  est  nulle  par 
hypothesc  : done  la  force  Hi  est  dirigee  perpendiculairenienl 
an  eheniiii  elcmentaire  quo  son  point  d’application  6 par- 
court,  lorsqne  Ic  solide  tournc  inliuimeut  pen  autour  du 
point  A,  et  cela  a lieu  dc  quelque  maimn'e  que  s’eOcctue  Ic 
niouvement  du  solide  autour  dc  ce  point.  On  en  conclut  ne- 
cessairement  que  la  force  Hi  est  dirigec  normalenient  a la 
surface  spherique  decrite  du  point  A comme  centre  avec  AB 
pour  rayon,  ou,  en  d’autres  termes,  que  la  direction  de  cette 
force  coincide  avec  la  droite  A B.  On  rcconnaltra  de  la  meme 
inaniere  que  la  force  Hi  est  egalenient  dirigee  siiivant  la 
droite  .V  B.  Cela  etant  etabli , imaginons  i]ue  nous  dounions 
an  solide  tin  mouvement  dc  translation  inliniment  petit,  sui- 
vant  la  droite  .V  B elle-mcmic ; la  somme  des  travaux  des  deux 
forces  R,,  Hi,  eorrespondant  a ce  mouvement  du  solide,  est 
encore  nnlle,  par  hypothese  : or  cela  ne  pent  avoir  lieu,  sans 
que  ces  deux  forces  soient  egales  et  de  sens  coutraires. 
Ainsi,  dire  que  les  deux  forces  Hi,Hi,  appliquik'S  en  deux 
points  diflTin'ents  d’un  solide  invariable,  sont  egales  et  direo- 
tement  opjiosees,  ou  bicn  dire  que  la  somme  des  travaux  dc 
(%s  deux  forces  est  nulle  pour  tout  deplaccment  inQniment 
petit  attribne  au  solide,  e’est  exactement  la  meme  chose.  II 
est  facile  de  voir,  d’ailleurs,  que  cette  proposition  scrait  en- 
core vraie  si  les  deux  forces  R,,  Ri  etaient  appliquees  it  un 
m^mc  point  du  solide. 

Revenons  maintenant  au  systeme  des  forces  F,  F,  F", , 

auxquelles  nous  avons  substitue  les  deux  forces  Ri,  Ri,  et 
considerons  la  somme  des  travaux  ddveloppes  par  ces 
forces  F,  F',  F",  — , lorsqu’on  imagine  que  le  solide  sur 
leqiiel  dies  agissent  pi'cnne  un  mouvement  infinimeut  petit 
quelconquc.  Si  nous  passons  en  revue  la  serie  des  operations 
qui  doivent  etre  cffcctuees  successivement  pour  passer  des 


Digitized  by  Google 


316  LIVRC  111. 


— nv.NAMiyi  K.  DKL  XllCMK  PARTIK. 

forces  donnees  F,  F',  F", . • • • forces equivalciiles  Hi,  Hi, 
nous  verroiis  qii’uucune  des  modifications  quc  I'ou  fait  ainsi 
subir  a cc  systenie  dc  forces  ne  change  la  valetir  de  la  soniiiie 
de  trjvaux  dont  on  vient  dc  parler ; en  sorte  qne  cette  somnie 
de  travaux  des  forces  F,  F',  F ", ....  estegale  ii  la  somme  des 
Iravaux  des  deux  forces  K|,  R^,  quel  qiie  soit  le  niouveinent 
infiniinent  petit  qu’oii  ait  attribue  au  solide  auquel  ces  forces 
soiit  appliquees.  Fn  effet,  ces  operations  consistent,  soil  a 
iransporler  line  force  d’un  point  a un  autre  de  sa  direction  ; 
soit  ii  composer  enlrc  elles  plusieui-s  forces  appliquees  ii  un 
mi^me  point,  suivant  des  directions  dilferentes;  soit,  an  con- 
iraire,  a decomposer  unc  force  en  deux  ou  en  trois  compo- 
santes,  suivant  des  droites  donnees,  passant  par  son  point 
d'appiicalion.  (Jr,  si  Ton  se  reporle  ii  la  fig.  72  (page  265), 
oil  les  trois  forces  F,  F",  F",  sont  suppos»'-es  egales  entre  elles, 
on  vena  que,  pour  lout  deplacement  du  solide,  le  travail  dc 
la  force  F'  est  egal  et  de  signe  contraire  au  travail  de  la 
force  F";  mais  le  travail  de  la  force  F est  aiissi  egal  et  de 
signe  contraire  au  travail  de  la  force  F " (§  175)  : les  Iravaux 
des  deux  forces  F,  F"  soul  done  egaux  el  de  meme  signe,  ce 
qui  monlre  que  le  travail  d’une  force  ne  change  pas,  qiiand  on 
Iransporle  cellc  force,  dii  point  aiiqiiel  elle  «;tait  appliquee 
d’abord,  ii  un  autre  point  quelconque  pris  sur  sa  direction. 
D’un  autre  cOte,  on  sail  que  le  travail  de  la  resultautede 
plusieurs  forces  appliquees  a un  meme  point  est  egal  ii  la 
somme  des  travaiix  des  composantes,  quel  quc  soit  le  depla- 
cement  quc  prenne  leur  point  d'appiicalion  commun  (§  117). 

D’apres  ce  qui  precede,  on  pent  dire  qne,  pour  qu’un  so- 
lide  invariable  soit  en  equilibre  sons  Faction  d'un  systenie 

quelconque  dc  forces  F,  F",  F", , il  est  iiecessaire  el  sulli- 

sanl  quc  la  sunime  des  iravaux  de  ces  forces  soit  nulle,  pour 
tout  deplaceinent  inflniment  petit  attribue  a ce  solide.  (Fesl 
en  cela  quc  consisie  le  theoreme  du  Irurail  virluel , pour 
le  cas  d'un  solide  invariable. 
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On  doiinc  sonvonl  le  noin  do  deplaci-mi‘nl  rirtue/,  au 
doplncemotil  idoal  ot  infiiiimenl  petit  dont  il  ost  question 
dans  IVnonoe  pmcilonl,  pour  lo  distingnor  du  doplaccmcnt 
reel  qn’(‘pronverait  le  solide  pendant  nn  eldinciU  du  temps, 
s’il  elail  on  nionveinent.  Ce  deplaoement  virlnel  est  un  mon- 
vement  piirement  go(nnotri(|ne,  tpie  I’on  imagine  ('tre  donne 
au  solide,  on  plutdt  a rensemble  des  points  d'application  des 
forces  eonsideres  coinmc  formant  entre  eux  noe  figure  in- 
variable, afiii  d’arriver  a I'xprimer  par  tine  equation  la  con- 
dition dVipiilibre  qni  avail  etc  obtenne  tout  d'abord.  On 
donne,  par  la  mi^me  raison,  le  nom  do  travail  virtuel  au 
travail  infiniment  petit  d'une  force  correspondant  a un  pa- 
reil  deplacemenl  ideal  de  son  point  d’application,  pour  le 
distinguer  du  travail  nVI  de  la  force  correspondant  a un 
d<■•placement  elTectif  et  infiniment  petit  de  son  point  d’appli- 
calion.  C’est  de  lit  (|iie  vient  le  nom  attribue  au  theoreme 
liii-meme. 

§ 177.  Eqaallon*  qui  expriment  r^utllbre  d’on 
tiolldc  invariable.  — Si  nous  appliqiions  le  theoreme  du 
travail  virtuel,  en  uttribuaut  successivemcnt  an  solide  des 
deplacements  \\rtviels  dilfercnts  les  tins  des  antres,  ce  tlieo- 
reme  nous  fournira  aiilant  d'l-quations,  auxquelb's  les  forces 
F, F', F', .. . . devront  satisfaire.  Le  nombre  des  equations 
qu'on  pent  obtenir  ainsi  est  iliimite;  mais  il  n’y  en  a qne 
quelques-unes  qni  soient  reellement  distinctos,  cl  toutes  les 
antres  pcuvent  s’en  deduire  par  des  combinaisons  algebri- 
ques.  .\ous  allons  nous  occuper  d’etablir  ces  equations  dis- 
tincles,  qni,  it  dies  scnics,  expriment  completement  I'l^qui- 
libre  dn  solide. 

Concevons  qne  les  divers  points  du  solide  soient  rapportes 
a trois  axes  rectangulaires  OX,OY,OZ,  fig.  90.  Soil  A le 
point  d'application  d’une  force  quelconque  F,  dont  les  com- 
posantes  paralleles  anx  axes  seronl  representees  par  X,Y,Z. 
Si  nuns  donnuns  au  solide  nn  niunvement  de  translation  in- 
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liuiment  petit  parallelement  a I'axe  OX,  ot  si  nous  dcsignons 
z par  £ le  deplacc- 

meiit  commun  i 
tousles  points  dans 
ce  mouvement , le 
travail  virtuel  dc 
la  force  F sera  X e ; 
en  exprimant  que 
la  somme  des  tra- 
vaux  virtuels  de 
toutes  les  forces 
appliquccs  an  so- 
lidc , correspoii  - 
' Ftg.'  Ml.  dant  & ce  moiivc- 

ment  particulier,  cst  ^galc  ^ z^ro,  nous  aurons  I'cquation 

2Xe  = o; 

ou  bicu , en  observant  que  le  factciir  t,  commun  a tous  Ics 
terraes  de  la  somme,  pent  etre  supprime, 

2X=o. 

Denx  antres  niouvements  virtnels  dc  translation , diriges  , 
I’nn  snivanl  I’axc  OY,  I’anlrc  suivant  I’axe  OZ,  condiiiraient 
dc  mi'me  anx  donx  (Equations 

2Y  = o,  11  = 0. 

Imaginons  maintenant  que  Ic  solide  toiirno  d’un  angle  9 
autour  de  I'axe  OX.  Ce  nouveau  di'qilaccment  virtuel  va  nous 
conduire  ii  une  equation  d'une  autre  forme.  rX'siguons  p;ir 
p la  plus  courte  distance  M X dc  la  direction  de  la  force  F 
et  de  I'axe  OX,  ct  par  « I'angle  que  ces  deux  directions  dc 
F et  dc  OX  font  entre  dies.  Pour  evaluer  le  travail  virtuel 
de  la  foire  F,  nous  poiivons  supposer  qu’elle  est  appliquck* 
an  point  X de  sa  direction.  .Si  par  ce  point  X nous  menons 
NX’  parallele  a I’axe  OX,  puis  NK  perpendiculairc  an  plan 
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M NX',  Cette  droitc  NK  sera  la  ilir(*etion  du  deplaceinent 
virtuel  p%  du  point  N;  cl  la  force  F,  situee  daiisle  plan  KNX', 


7T 

fera  avec  N K un  angle  egal  a - 


vail  virtuel  de  la  force  F sera  egal  a 
FpOsina. 


Si  nous  egaloiis  a zero  la  somme  de  tons  les  travanx  virtnels 
des  diverses  forces  F,  F',  F'",. analogues  a oelui  que  nous 
venons  de  determiner  et  correspondant  a la  rotation  0 aiitour 
de  I’axe  des  x,  et  si  nous  suppriinons  Ic  factcur  0 eouiinuii 
a tous  les  termes,  nous  aurons lequation 


XFpsina  = o. 

II  est  aise  de  voir  quo  cettc  equation  exprinie  que  la  somme 

des  moments  des  forces  F,F',F", par  rapport  it  I’axe  OX 

(§  103)  est  egale  a zero.  Nous  aurons  evideinmeiit  deux 
autres  equations  analogues , qui  nous  seroul  fournies  par 
la  consideration  de  deux  rotations  virluelles  autourdes  axes 
UY,  OZ.  Nous  allous  (k'rire  ccs  equations,  en  y inlrodiiisant 
les  composantes  X,  Y,  Z de  cliactine  dcs  foix-es  F. 

Pour  evaluer  le  moment  d’une  force  par  rapport  a un  des 
axes  OX,  OY,OZ,  con  venons  de  Ic  regarder  comme  positif, 
si  la  force  lend  a fairc  tourner  Ic  solide  aiitour  de  cel  axe, 
dans  le  sens  de  la  fleclie  tracee  sur  Ic  plan  qui  lui  est  per- 
pendiculairc,  fig.  90.  Le  inomenl  de  la  force  F,  par  rapport 
a I'axe  OX,  eiaiit  egal  a la  somme  des  moments  de  ses  trois 
composantes  X,  Y,  Z par  rapport  a cet  axe  (§  10.3),  il  est 
aise  de  voir  quo  ce  moment  de  la  force  F aura  pour  valeur 
Zy-Y2, 

en  designant  par  x,  y,  z les  coordonnees  du  point  .\  auquel 
la  force  F esi  appli<ju«‘*e.  O’apres  cela  requation  qui  exprime 
que  la  somme  des  moments  dcs  forces  F,  F’,  F", ....  par  rap- 
port a I’axe  OX  est  iiulle  sera 
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i(Zj/— Y2)=0. 

Les  equations  nnalugues,  relatives  aiix  axes  OY,  OZ,  seroiit 
de  mi'me 

2(Xi  — Zx)  = o,  2(Yx  — Xy)=o. 

ALnsi,  en  donnant  au  solide  six  moiivements  virtuels  dilTe- 
rents,  savoir , trois  translations  paralleles  aux  axes  coor- 
donnes,  el  trois  rotations  autour  de  ces  axes,  nous  avons 
obtenu  les  six  equations  suivanles  : 


iX=o,  2Y  = o,  lZ  = o, 

l(Zy—\z)  = o,  l{\z—Zx)  = o,  l{yx—\y)=o. 


Nous  ullons  voir  que  res  six  equations  sont  sufllsantes  pour 
exprimer  rcquilibrc  du  solide  soiimis  aux  actions  des  forces 

§ 178.  D’apres  la  manierc  dont  les  equations  (a)  out  ete 
obtenues,  on  pent  dire  qu’elles  expriment  que  la  somme  des 

iravaux  virtuels  des  forces  F,  F',  F", est  nolle  pour  cha- 

cun  des  six  deplaccments  virtuels  parliculiers  que  nous  avons 

consideres.  Si  nous  remplagons  ces  forces  F,  F',  F ", par 

deux  forces  seulemenl  R,,  Ri,  dont  I’une  R,  agisse  sur  le 
point  du  solide  qui  est  a I’origine  des  coordonnees  (§  159), 
nous  savons  quo  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  deux 
forces  Ri,Rj  est  la  m»'me  que  la  somme  des  iravaux  virtuels 
des  forces  F,  F',F ",....  dont  dies  tienneiil  lieu,  quel  que 
soil  le  deplacemenl  virluel  que  Foil  attribue  au  solide  (§  176). 
Nous  devons  necessairement  conclure  de  la  que,  si  les  forces 

F,  F",  F", satisfont  aux  equations  (a),  les  deux  forces 

R I , Risatisfontaussiades equations  analogues.  II  s’ensuit  que : 
1*  en  vertu  des  trois  premieres  de  ces  equations,  les  projci  - 
.tions  de  Ri  el  de  Ri  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ  sont  respec- 
tivement  egalcs  et  de  signes  contraires;  2°  en  vertu  des  trois 
dernieres,  si  Ton  designe  par  X^j,  Yj,  Zi  les  composantes  de 
Rj  suivanl  des  paralldes  aux  axes,  et  par  x-i,  yj,  zi,  les 
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Eoordonnecs  dii  point  d’application  du  cette  force  Ri,  et  si 
Ton  observe  que  les  coordoiinees  du  point  d’application  de 
Rt  sont  nulles  par  hypolhese,  on  a 

Ziyi  — Yjrj=o,  XiZi — ZiXi=o,  Yax^i — Xjyi=o, 

d’oii  Ton  lire 

^ ^ 

xi  ~ yi~  I! 

ce  qui  montreque  la  force  Rs  agit  siiivant  la  droite  qui  joint 
son  point  d’application  a ceiui  de  la  force  Ri.  Aiiisi,  de  ce 
que  les  forces  F,  F',  F". . . . salisfont  aux  six  equations  (o), 
il  resullc  que  les  deux  forces  R|,  Ri  par  lesquelles  on  peut 

remplacer  les  forces  donuees  F,  F',  F", sont  ^gales  et 

direclemcnl  opposecs  : done  les  six  equations  (a)  suIRsenl 
pour  exprimer  que  le  solide  soumis  aux  actions  de  ces  forces 

F,  F',  F", est  en  equilibre. 

II  est  bon  de  remarquer  que,  si  I’on  supprimait  line  quel- 
conque  des  six  equations  (a),  les  cinq  equations  reslantes 
lie  suflli’aient  plus  pour  exprimer  I’equilibre.  II  est  facile  eii 
effet  de  irouver  un  systeme  de  forces  qui  salisfasse  a ces 
cinq  equations , sans  que  I’eqiulibrc  cxiste.  Si  e'est , par 
exemple, 

XX=o 

qu’on  a supprimee,  on  verra  qu’une  force  unique  appliquee 
au  solide  suivant  I’axe  OX  satisferail  bien  aux  cinq  equa- 
tions restantes ; si  c’esi  I’eqnaiion 

X(Zy-Y2)=o, 

un  couple  (§  156)  dirige  dans  le  plan  YOZ  satisfei'ait  de 
mi^me  aux  cinq  liquations  conservees  : cependant  le  solide 
ne  serait  en  equilibre,  ni  sous  Faction  de  la  force  doiit  on  a 
parle  dans  le  premier  de  ces  deux  cas,  iii  sous  Faction  du 
couple,  dans  le  second  cas. 

21 
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Unc  consideration  d’un  autre  genre  pcrmet  encore  de 
nioiitrcr  que  les  six  equations  (a)  sullisent  pour  expriiner 
Icquilibre  du  solidc,  en  elablissaiit  que  toutcs  les  equations 
en  nunibre  iiifini  que  Ton  pent  trouver  par  I’application  du 
theoreme  du  travail  virluel  sont  des  consequences  de  ces 
equations  (a).  Nous  savons  qu’un  mouvcinent  infiniment 
petit  quelconquc  du  solidc  peut  tonjoni’s  sc  decomposer  en 
trois  translations  paralleles  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  ct  en 
trois  rotations  autour  de  ces  axes  (§  58).  II  est  aise  de  voir 
cn  outre  que,  si  le  deplacement  infiniment  petit  du  point 
d’application  d’nne  force  resultc  de  la  composition  de  plu- 
sietirs  autrcs  deplacements  infiniment  petits,  le  travail  de  la 
force  correspondant  an  mouvement  n*sultant  est  egal  a la 
somme  des  travaux  de  cette  force  correspondant  aux  divers 
mouvements  composants  : car  la  projection  dn  deplacemenl 
rraultant  sur  la  direction  de  la  force  est  egalc  a la  somme  des 
projections  des  deplacements  composants  sur  la  m«'me  di- 
rection. D’apres  ccia,  si  nous  attribuons  an  solidc  tin  mou- 
vement virtuel  quelconqne,  et  que  nous  decomposions  cc 
mouvement  cn  trois  translations  t,  e',  e”,  suivant  les  axes, et 
en  trois  rotations  0,  0',0",  autour  de  ces  axes,  nous  aurons 

Xe-H  Ye'  + Z£"-f-  (Zy-  Y2)  0 + {Xz—Zx)  O'  + (Yx—Xy)  0" 

pour  Ic  travail  virtuel  de  la  force  F ; et  en  exprimant  que  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  diverses  forces  F,  F',  F", . . . 
est  egale  It  zero,  nous  trouverons  lequation 

eSX-|-E'2Y-F-t"XZ 

+ 9 S (Zy — Y2 ) -I-  0'  S (Xz  — Zx)  9"  2 (Ya:  — Xy) 

qui  est  dvidcniment  satisfaite,  quels  quo  soient  t,  t\  e",  0,  O',  O ', 
si  les  equations  (a)  le  sont. 

D'apres  la  signification  des  equations  (a),  il  est  clair  que 
Foil  peut  dire  que,  pour  qu'un  solide  invariable  soit  cn  equi- 
libre  sous  Faction  d’nn  sysUnne  de  forces  F,  F',  F ', , il  est 
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necessairc  et  sufiisant  quc  la  somme  dcs  projections  dc  ccs 
Turces  siir  unc  droitc  quciconquc  soil  miilc,  et  quc  la  somme 
des  moments  de  ces  forces  par  rapport  a une  droiie  qiiel- 
coiiquc  soit  cgalcment  uullc. 

Dans  tout  ce  qui  precede , nous  avons  toujours  suppose 
que  Ics  forces  F,F',F",.-.>  (^taient  appliquees  ^ un  solide 
invariable  primitivement  en  repos,  et  nous  avons  clierclie 
les  conditions  auxqucllcs  ces  forces  devaient  satisfairc  pour 
quc  le  solide  rostiit  cn  repos  malgiv  leur  action  ; e’est-a-dire 
que  nous  nous  sommes  occupes  d etablir  les  conditions  d’e- 
quilibre  du  solide.  Nous  avons  vu  que  ces  conditions  d’equi- 
librc  sont  completemcut  exprimees  par  les  six  equations  («). 
II  peut  arriver  qu’un  solide  invariable  cn  mouvement  soit 
souinis  dcs  forces  qui  satisfassent  a ces  six  equations.  Dans 
ce  cas,  Ic  solide  n’est  pas  cn  equilibre ; mais  on  dit  toujours 
quc  Ics  forces  sc  font  equilibre  sur  ce  solide. 

g 179.  Le  systemc  des  six  equations  (a)  sc  simpliflc  dans 
diverses  circonstances,  ainsi  quc  nous  allons  le  voir. 

Supposons  d'abord  que  toutes  les  forces  F, F', F", ....  ap- 
pliquees  au  solide  invariable  soient  paralleles  entre  dies. 
Si  nous  choisissons  les  axes  auxquels  nous  rapportons  le 
solide,  dc  telle  maniere  quc  I'axc  OZ  soit  parallele  ^ ccs 
forces,  les  composantes  X et  Y de  cliacune  d’clies  scront 
nulles,  et  la  composante  Z sera  egale  a la  force  ellc-mCme. 
D’apres  cela,  trois  des  six  equations  (a)  sc  reduiront  a dcs 
identites,  et  il  ne  reslcra  plus  quc  les  trois  autres  qui  dc- 
vieudront 

^F  = o,  XFx  = o,  XFy  = o. 

Ccs  trois  equations,  necessaircs  et  sulHsantes  pour  exprimer 
lequilibre  d’un  solide  invariable  soumis  a un  systeme  de 
forces  parall6lcs,  peuvent  s'enoncer  ainsi : 1°  la  somme  des 
forces  doit  etre  nulle;  2"  Ics  sommes  des  moments  dc  ccs 
forces,  par  rapport  a deux  plans  rectangulaircs  menes  pa- 
^ralldement  a leur  direction  (g  158),  doivent  ^tre  nulles 
2t. 
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chacune  separement.  Cette  seconde  condition , correspon- 
dant  an\  deux  derni^res  equations,  pent  encore  etre  enoncee 
d'line  autre  maniere,  cn  disant  qnc  la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  4 uii  plan  quelconque  paralldle  a leur 
direction  doit  tVtre  nulle. 

Cousiderons  encore  le  cas  oil  toutes  les  forces  F,  F',  F", 

seraient  dirigees  dans  un  m6me  plan.  Si  nous  prcnons  ce 
plan  pour  plan  des  xy,  la  composante  Z dc  chacune  des 
forces  sera  nulle , et  il  en  sera  de  mt^me  dc  la  coordonnee  2 
de  chaciiii  de  leui*s  points  d’application.  Les  six  equations  (a) 
se  reduiront  done  encore  a trois,  qui  seront 

lX=o,  l\=o,  l{Yx—Xy)=o. 

Ces  trois  equations  peuvent  s’cnoncer  en  disant  que  : 1*  les 

sommes  des  projections  des  forces  F,  F',  F", snr  deux 

droites  rectangulaires,  prises  a volonte  dans  le  plan  de  ces 
forces,  doivent  6lre  niilles  chacune  separement;  2“  que  la 
somme  des  moments  dc  ces  forces  par  rapport  a nn  point 
quelconque  du  plan  doit  i^tre  aussi  nulle.  La  premiere  de  ees 
deux  conditions,  qui  correspond  aux  deux  prcmi^rcs  des 
equations  precedentes,  pent  iHre  remplacec  par  celle-ci  : la 
somme  des  projections  des  forces  F,  F',  F",  — sur  une  droite 
quelconque,  situee  dans  leur  plan,  doit  i*tre  nulle. 

Eiilin,  si  nous  supposons  que  tons  les  points  d’application 

des  diverses  forces  F,  F',  F ", coincident , les  coordon- 

iiees  X,  y,  2 6tant  les  mi'mes  pour  tons  ces  points,  pourroiit 
sorlir  des  sigiies  ^ dans  les  trois  dernieres  Equations  (a)  : 
des  lors,  il  est  clair  que  ces  trois  dernieres  (Equations  ne  sont 
que  des  consequences  des  trois  premieres,  en  sorte  que  le 
systeme  des  equations  (a)  se  reduit  a ces  trois  premieres 
equations.  Dans  cc  cas,  les  equations  auxquclles  les  forces 
F,F',F ",....  doivent  satisfairc,  pour  quo  le  solide  soit  en 
eqnilibre,  sont  exactement  les  memes  que  celles  que  nous 
avons  trouvees  precedemment  pour  exprimer  r«|uilibre 
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d’lm  simple  point  materiel  (§  104);  et  e’est,  en  effet,  ce  qui 
doit  evidemment  avoir  lieu. 

§ 180.  Eqalvalenee  de  d«ux  nyHteMM  dr  forccM. — 

Un  systeme  de  forces  S cst  dit  equivalent  a un  autre  sysleme 
de  forces  S',  lorsque  cos  deux  syslemes,  consideres  comme 
agissaut  sur  un  solide  invariable,  peuvent  <'>tre  mis  en  equi- 
libre  chacun  separement  par  un  meme  troisiemc  systeme  de 
forces  S”.  II  est  aise,  d’apres  cela,  d’etablir  les  conditions 
d’cquivalence  des  deux  systemes  S,S',  en  se  fondant  sur  les 
conditions  d’equilibre  que  nous  avons  etudiees  precedem- 
nient. 

Pour  que  le  systeme  S et  le  systeme  S"  sc  fassent  equilibre, 
il  faut  et  il  suflit  quo  la  somme  dcs  projections  des  forces  de 
CCS  deux  systemes  sur  une  droile  quelconquc  soil  nulle,  et 
aussi  que  la  somme  des  moments  de  toutes  ccs  forces,  par 
1‘apport  a une  droitc  quelconquc,  soil  egalcmcnt  nulle 
(§  178).  Les  m6mcs  conditions  devant  etre  remplics  pour 
que  le  systeme  S'  et  le  systeme  S"  se  fassent  equilibre,  on  eii 
conclut  necessairement  que,  pour  que  les  systemes  S et  S' 
soient  equivalents,  il  faut  et  il  suflilt  : 1°  que  la  somme  des 
projections  dcs  forces  du  sysleme  S sur  une  droitc  queleon- 
que  soit  egalc  a la  somme  des  projections  des  forces  du  sys- 
teme S'  sur  la  m^me  droitc  ; 2°  que  la  somme  des  moments 
des  forces  du  systeme  S,  par  rapport  a une  droite  quclcon- 
que,  soit  egalc  a la  somme  des  moments  des  forces  du  sys- 
teme S'  par  rapport  it  cette  droite. 

Pour  exprimer  requivalencc  des  deux  systemes  S et  S',  il 
sullira  d’ecrire  que  cette  egalite  des  sommes  de  proj»;ctions 
et  des  sommes  de  moments  a lieu  pour  eliacun  dcs  trois 
axes  rectangulaires  OX,OY,OZ,  auxquelsou  rapporte  les 
directions  des  di verses  forces,  ainsi  que  les  positions  de  leurs 
points  d’applicatioii,  ce  qui  dunnera  les  six  equations 
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2X 

= 2X', 

2Y 

= 2Y', 

2Z 

= 2Z’, 

2 ( Zy — Yz ) = 2 ( Z'y'—  YV) 

2 (Xr— Zx)  =2  (XV— ZV) , 
2(Yx-Xy)=2(YV-X'y'), 
dans  lesqnellcs  les  premiers  membres  sc  rapportent  au  sys- 
lemc  S,  ct  les  seconds  an  syst^me  S'. 

Par  les  dlvei-scs  transformations  que  nous  avons  fait  sublr 

a tin  systeme  quelconquc  de  forces  F,F',F", , pour  Ic 

reduire  a deux  forces  seulcment  Ri , Ilj  (§  159),  nous  n’avons 
fait  que  remplacer  le  systdme  primitif  successivement  par 
divers  aulres  syst^tmes  dc  forces  tons  (Equivalents  les  uns 
niix  aiitres,  jusqn’^  cc  que  nous  fnssions  conduits  h n’avoir 
plus  que  les  deux  forces  Ri,Rj  formant  i dies  settles  un 
systeme  equivalent  4 tons  les  prectEdents,  ct  par  consequent 
aussi  equivalent  au  systeme  primitif. 

§ 181.  Theople  den  conplen.  — Un  couple  cst,  comme 
on  sait , le  systeme  dc  deux  forces  egales  paralieics  et  de 
sens  contralres  (§  156).  On  donne  le  nom  de  hra»  de  lerier 
du  couple,  a une  droite  quelconquc  menec  pcrpcndiculaire- 
ment  aux  directions  de  ses  deux  forces,  et  terminee  aux 
points  oil  die  rencontre  ces  directions;  on  suppose  souvent 
que  les  deux  forces  d’lin  couple  sent  appliqiides  aux  exlre- 
mit(‘s  mi'mes  dc  son  bras  dc  levier.  Si  I’on  prend  la  somme 
dcs  moments  des  deux  forces  d’un  couple,  par  rapport  4 un 
point  quelconquc  de  son  plan,  on  trouve  toujonrs  quo  cette 
somme  de  moments  cst  ('gale  au  produit  de  Tune  des  deux 
forces  du  couple  par  la  longueur  dc  son  bras  de  levier : cc 
produit  est  cc  qu’on  nomine  le  moment  du  couple.  On  pcul 
remarqner  que  le  moment  d’un  couple  a la  meme  valeur 
luimiTique  que  la  surface  du  parallelogramme  dont  l(!S 
di'oites  qui  lepreseutenl  les  forces  du  couple  formeraient 
deux  cdU's  opposes. 
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Si  Ton  projcltc  un  couple  sur  un  plan  quclconquc,  la  pro- 
jection sera  encore  un  couple.  Lc  moment  du  couple  projetd 
s'obticndra  en  multipliant  lc  moment  du  premier  couple  par 
le  cosinus  do  Tangle  formd  par  son  plan  avee  lc  plan  de  pro- 
jection : cettc  proposition  se  ddmoutre  facilement,  en  siibstl- 
tuunt  au  moment  du  couple  lc  parallelogrammc  dont  il  vient 
dVtrc  question. 

La  somme  des  moments  des  deux  forces  d’un  couple,  par 
rapport  i une  droite  quelconque,  est  egalc  an  moment  du 
couple  suivant  leipiel  lc  couple  donne  sc  projette  sur  un 
plan  perpendiculairc  a la  droite.  II  s'ensuit  que  la  somme 
des  moments  des  deux  forces  d’un  couple,  par  rapport  a une 
droite,  est  la  indmc  que  la  somme  des  moments  dc  ces  deux 
forces,  par  rapport  a une  autre  droite  queleonqiie,  paralleic 
a la  premiere.  Cette  somme  dc  moments  est  nulle,  si  la 
droite  a laquelle  les  moments  se  rapportent  est  parallele 
au  plan  du  couple;  elle  est  maximum  si  la  droite  est  perpen- 
dieulaire  a cc  plan. 

Deux  couples  sont  equivalents  (g  180)  lorsquc  leurs  plans 
sont  paralleles  ou  couicideiit,  que  leurs  moments  sont  egaiix, 
et  qu’ils  tendent  i faire  toiinier  leurs  bras  de  levier  dans  le 
mOme  sens.  On  voit,  en  efl'et,  que,  d’unc  part,  la  somme  des 
projections  des  deux  forces  du  premier  couple,  sur  une 
droite  quelconque,  est  egalc  ^ la  somme  des  projections  deS 
deux  forces  du  second  couple  sur  la  mr'mc  droite,  puisque 
chacune  de  ces  deux  sommes  est  nulle;  et  que,  d’unc  autre 
part,  la  somme  des  moments  des  deux  forces  du  premier 
couple,  par  rapport  ;i  une  droite  quelconque,  est  egalc  a la 
somme  des  moments  des  deux  forces  du  second  couple,  par 
rapport  ^ la  m^mc  droite,  ainsi  que  cela  resnlte  des  propo- 
sitions qiii  viennent  d’etre  etablies.  Deux  couples,  qiii  nc 
satisferaient  pas  aux  conditions  enoncees  id,  ne  seraient 
i^videmment  pas  equivalents  : la  somme  des  moments  des 
forces  du  premier  couple,  par  rapport  a une  droite,  ne  serait 
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pas  egalc  a la  somme  dcs  moments  des  forces  du  second 
couple,  par  rapport  a la  memc  droite,  quelle  qiie  fdt  la  po- 
sition de  cette  droite  dans  I’espace. 

II  resulte  de  la  qu'un  couple  applique  a uii  solide  inva> 
riable  en  equilibrc  peut  ^tre  transporte  parallelement  a lui- 
meme,  comme  on  voudra,  dans  son  plan  ou  dans  un  plan 
parallele ; qu’on  peut  le  faire  tourncr,  comme  ou  voudra , 
dans  son  plan,  apres  qu'on  I'a  ainsi  transporte;  qu’on  peut 
inenic  changer  la  grandeur  commune  de  ses  deux  forces,  eu 
faisant  varier  cu  mcme  temps  son  bras  de  levier  dans  un 
rapport  inverse,  sans  qu’il  cesse  d’etre  equivalent  a cc  qu’il 
dtait  primitivemciit.  Si  Ton  se  reporte  a la  definition  qui  a 
ete  doniiee  precedemment  (§161)  du  moment  resultant 
d'lui  systeme  quelconque  de  forces , par  rapport  ^ un  point, 
ou  verra  que,  dans  Ic  cas  oil  le  systeme  de  forces  consiste 
simplement  en  un  couple,  ce  moment  resultant  cst  toujours 
le  mdme,  quel  que  suit  le  point  auquel  on  le  rapporte,  ct  a 
pour  valcur  Ic  moment  mi^me  du  couple  : en  effet,  on  pent 
toujours  transporter  le  couple  parallelement  a lui-m^nie,  de 
maniere  que  le  point  d’application  dc  I'une  de  ses  deux  forces 
vienne  coincider  avec  le  point  par  rapport  auquel  on  veut 
evaluer  son  moment  resultant ; dc  sorte  que  ce  moment  re- 
sultant est  egal  au  produit  de  la  seconde  force  du  couple 
par  sa  distance  au  point  d’application  de  la  premiere. 

Si  Ton  considerc  un  systeme  quelconque  dc  couples  appli- 
ques a un  solide  invariable  en  equilibrc,  les  forces  qui  coni- 
posent  CCS  couples  peuvent  tuujoui’s  etre  rcmplacees  par 
deux  forces  seuleinent  R i , K j (§  159).  Ces  deux  forces  R, , R j 
ferment  necessairement  un  couple;  car  elles  coiisiituent  un 
systeme  equivalent  au  systeme  des  couples  donnes,  el,  par 
consequent,  la  somme  dc  Icui's  projections  sur  uue  droite 
quelconque,  doit  etre  nolle  comme  la  somme  dcs  projections 
des  forces  de  ces  couples  donnes  sur  la  menie  droite  (§  180), 
cc  qui  lie  peut  avoir  lieu  qu’autant  qu’elles  sont  egalcs,  pa- 
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■’alleles,  et  de  sens  conti’ali'cs.  Ainsi  un  systeme  quciconque 
decouples  pcut  toujoui’s iHre  rcniplace  par  un  couple  unique, 
auqucl  on  donnc  le  nom  dc  couple  remltanl-,  par  opposi- 
sitioii,  les  couples  auxqucis  il  peul  etre  substitue  sont  sou- 
vent  designcs  sous  le  nom  de  couple*  compotanf*.  Pour 
trouver  Ic  couple  resultant  K d’un  systeme  de  couples 
donnes  C,  C,C, — , transportons  ces  couples  donnes  pa- 
I'allelement  a eux-m^mes,  de  manierc  que  le  point  d’appli- 
cation  de  Tune  des  forces  de  chacun  d’eux  coincide  avec  un 
certain  point  0;  imagiuons,  cn  outre,  que  le  couple  chcr- 
che  K soit  dans  une  position  analogue,  e’est-a-dire  que  I’une 
de  ses  deux  foi'ces  ait  egalement  son  point  d'application  en  0 ; 
enfiii  appliquons  an  systeme  des  couples  C,C',C",.--  - pris 
dans  cetle  position,  Ic  theoreme  ctabli  precedemment  (§  161) 
relativement  a la  composition  dcs  moments  d’un  systeme 
quelconquc  de  forces  par  rapport  ^ un  point,  et  cousidiu'ons 

les  moments  des  forces  des  couples  C,  C',C", ,K,  par 

rapport  au  point  0 : en  elTectuant  une  construction  analogue 
au  polygoue  des  forces  sur  les  axes  des  moments  des  foi’ces 
de  C,C,C",. . . . qui  n'agissent  pas  sur  le  point  U,  on  trouvera 
I'axe  du  moment  de  la  force  de  K qui  u’est  pas  appliquee  a 
ce  point  0,  et,  par  consequent,  on  aura  a la  fois  la  direction 
du  plan  du  couple  resultant  K,  la  grandeur  dc  son  moment, 
et  le  sens  dans  lequel  il  tend  a faire  tourner  son  bras  de 
levier. 

Lorsqu’on  prend  ainsi  le  moment  de  I’uiie  dcs  deux  foi’ces 
d'lin  couple , par  I’apport  au  point  d’application  de  I’autre 
force,  et  qu’on  determine  I’axe  qui  lepi’escnte  ce  moment 
160),  on  a ce  qu’on  nomine  Vare  du  couple.  Cet  axe, 
qu’on  pent  mencr  par  un  point  quelconqiie  de  I’espace, 
suflit  pour  lepi'esenter  coinpbUement  le  couple  auqiiel  il 
correspond;  il  fait  connaitre  la  direction  du  plan  du  couple, 
la  grandeur  du  moment  dc  ce  couple,  et  le  sens  dans  lequel 
il  agit.  On  voit,  par  ce  qui  precede,  que,  pour  composer  un 
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systfemc  quelconqiie  dc  couples,  on  n’a  qu’a  considcrcr  Ics 
axes  dc  cos  couples  menes  par  un  rm'me  point  de  I’espacc, 
et  i composer  ccs  axes  entre  eux  comme  si  c’etaienl  des 
forces  ; I’axe  resultant  de  cette  composition  est  I’axe  du 
couple  resultant  cherche. 

§ 182.  Ullage  de  la  Ih^rte  dea  eoaplea, 
pour  la  composition  des  forces  appliqnecs 
a un  sollde  invariable.  — Unc  force  F appli- 
qu(ie  en  un  point  A d’un  solide  invariable,  pg. 
91,  pout  (•trc  ti’ansporlcc  parallelemcnt  ii  elle- 
meme  en  un  autre  point  B du  nii^inc  solide , 
pourvu  qu’on  lui  adjoignc  un  couple  situe  dans 
Ic  plan  FAB  et  ayaul  pour  moment  le  produit 
dc  la  force  F par  la  distance  du  point  B a sa  di- 
rection primitive.  Eii  elTet,  si  Ton  applique  en 
B deux  forces  F',  F",  toutes  deux  egalcs  a F, 
suivant  unc  mi'mc  droite  parallele  a la  direction  de  la  force 
F,  et  en  sens  contrairc  Tune  de  I’autrc , ces  deux  forces  se 
feront  (“quilibre;  el,  par  consequent , le  systeme  des  irois 
forces  F,  F',  F",  sera  equivalent  a la  force  F : or  ce  systeme 
pout  etre  regarde  comme  se  composaul  dc  la  force  F'  et  du 
couple  fornui  par  les  deux  forces  F,  F",  ce  qui  est  conformc 
a la  proposition  enoncee. 

Considerons  un  systeme  quelconque  de  forces  appliquees 
a un  solide  invariable.  D’ajires  ce  que  nous  venons  dc  voir, 
chacunc  dc  ces  forces  pent  etre  transportee  parallelemcnt  a 
clle-meme  en  un  point  0,  pris  i volonte  dans  le  solide  on  lie 
invariRblement  avec  lui,  pourvu  qu'a  la  force  ainsi  trans- 
portcc  on  joigne  le  couple  dii  a cette  translation ; le  systeme 
des  forces  donnecs  pent  done  toujoura  r'lrc  remplace  par  un 
systeme  de  forces  egales  et  paralleles  aux  premieres,  et  ap- 
pliquees au  point  0 , joint  a un  systeme  dc  couples.  Toutes 
les  forces  ajipliquecs  au  point  0 peuveul  se  composer  en  une 
seule  force;  tons  les  couples  peuvent  egalcmeut  se  composer 


Fig.  91. 
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cn  iin  scul  couple  (§181):  done  le  sysl6medonnd  setrouvera 
remplace  par  unc  forec  unique  appliquec  au  point  0 ct  un 
couple  unique.  On  pent  toujours  supposer  que  Ic  point  d'a|>- 
plication  de  I’une  des  deux  forces  du  couple  coincide  avec  Ic 
point  0;  des  lors,  deux  des  trois  forces  auxquelles  le  sys- 
tdme  vient  d'etre  nkluit  soni  appliqu<M>s  au  m^mc  point  O, 
et  peuvent  se  composer  cn  unc  seule  agissant  egalement  sur 
ce  point : done  le  systemc  des  forces  doniiees  se  trouve,  en 
dciinitive,  remplace  par  deux  forces  dont  une  agit  sur  un 
point  0 choisi  a volonte.  Nous  retombons  ainsi  sur  un  re- 
sultat  que  nous  avions  d«*ja  obtenu  par  d’aiitres  considera- 
tions (§  159). 

§ 183.  Applie«tioa  des  thd^ries  pree^deiileiid  I’fqai- 
llbre  4*nn  syst^ne  materiel  qaeleanque.  — Nous  ne 
devons  pas  oublier  que  tout  ce  qui  a <5te  dit  dans  ce  chapitre 
ct  dans  les  deux  precedents  sc  rapporte  ik  un  solide  inva- 
riable considerc  Ik  letat  d’equilibre.  Voyons  comment  les 
theories  que  nous  avons  etablies  dans  ces  trois  chapitres 
peuvent  s’appliqucr  a un  systemo  niatiTiel  quelconque. 

Nous  observerons  d’abord  qu’il  existc  dans  la  nature  nn 
grand  nombre  dc  corps  solides  qui  nc  se  deforment  que  dc 
quanlitds  tout  li  fait  inappreciables,  sous  I'action  des  foices 
qui  Icur  sont  habitucliement  appliqiiees  : tels  sont  la  plupart 
des  matcriaux  qui  entrent  dans  les  constmetions  et  dans  les 
machines.  On  pent  done  appliqner  approximativement , a 
ces  solides  naturels,  ce  qui  a ete  dit  dans  Ic  cas  des  solides 
invariabics;  il  n’en  r^sultcra  qii’une  erreur  extrdmement 
faibic,  et  d’autanl  plus  faiblc  que  ces  solides  naturels  se 
rapprocheront  plus  dc  la  rigiditc  absolue  des  solides  inva- 
riabics. 

D’un  autre  cdte , loi-squ’iin  systemc  materiel  est  cn  t^qui- 
libre,  quelle  que  soit  d’ailleurs  sa  nature,  on  pent  evidem- 
ment  supposer  qu’il  soit  rendu  invariable  de  forme  sans  (|ue 
I’equilibre  soit  trouble  ; des  lors,  les  forces  qui  sont  appli- 


Digitized  by  Google 


332  LIVRE  III.  — DVMAHIUUE.  DEUXltlMB  PARTIE. 

quces  aux  diverses  parties  du  systeme  materiel,  et  qui  sc 
font  equilibre  sur  ce  systeme  transforme  en  un  solide  inva- 
riable, doivent  satisfairc  aux  conditions  d’equilibre  qiie  nous 
avons  trouvees  prcccdemment.  Les  six  equations  que  nous 
avons  obtcnucs  pour  exprimer  cet  equilibre  (§  177),  et  qui 
eUiient  siiOisantes  dans  Ic  cas  d'un  solide  invariable,  siib- 
sisteiit  done  encore  dans  Ic  cas  de  Tcquilibre  d’un  systeme 
materiel  quelconquc.  Quoiqu'eiles  ne  sufTisent  plus  pour 
exprimer  completemcnt  I'equilibre  dans  cccas,  on  n’en  est 
pas  moins  cn  droit  de  s'en  sei^ir  pour  en  tirer  les  valeurs 
dc  quclqucs-unesdes  forces  qui  y entreat  comme  inconnucs; 
et  les  resultats  auxqiiels  on  arrive  ainsi  sont  rigoureusi'mcnt 
exacts,  tout  aussi  bien  que  si  le  systeme  materiel  clait  reel- 
lement  un  solide  invariable  ayant  la  forme  dc  ce  systeme 
pris  a I’etat  d'equilibre.  D'apres  cela,  quand  il  ne  s'agit  que 
d’ariivcr  a ces  six  equations  d’equilibre,  ou  bien  a des  rela- 
tions qui  en  soient  des  couse(|iieiiccs  necessaires,  on  peul 
appliquer  aux  forces  qui  agissent  sur  un  systeme  materiel 
quelconque  en  ^uilibre,  tout  ce  qui  a ete  dit  rclativemcnl  ii 
la  composition  dcs  forces  appliquees  a un  solide  invariable 
et  au  rcmplacement  d’un  systeme  dc  forces  par  uii  auln; 
systeme  e(|uivalcnt;  mais cettc composition  des  forces,  eten 
general  la  substitution  d’un  systeme  de  forces  a un  autre,  ne 
doivent  pas  iHrc  considenjes  comme  pouvant  s’eflectuer  reel- 
lemeiit,  sans  que  I’etal  d’equilibre  du  systeme  materiel  soit 
change , a moins  cependant  que  les  forces  dont  il  s’agit  nc 
soient  appliquees  a un  m^me  point  du  systeme  materiel. 
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^ 18^.  Th^r^Hie  dn  travail  virlael,  |»oar  un  aya- 
t^mr  Bial^riel  qjaeleoaquc..  — Nous  avons  vu  (§  106) 
qiii‘,  pour  qu’un  point  materiel  soit  en  equilibre,  il  Taut  et  il 
siiflit  (|iie  la  resultante  de  toutcs  les  forces  qui  lui  sont  appli- 
quees  soit  nulle.  Nous  pouvoiis  evidemment  exprimer  cette 
condition  en  disant  que  le  travail  virtuel  (§  176)  de  la  rdsul- 
tante  est  nul,  pour  tout  deplacement  infiniment  petit  attribue 
au  point  materiel  : car,  si  cette  resultante  est  nulle,  son 
travail  est  aussi  nul , quel  que  soit  le  deplacement  de  son 
point  d'application ; et  reciproqueinent,  si  le  travail  dc  cette 
force  est  nul  pour  tout  deplacement  infiniment  petit  attribue 
au  point  sur  lequel  cllc  agit,  elle  est  necessaircment  nulle 
elle-meme.  Mais  nous  savons  que  le  travail  de  la  resultante 
de  plusieurs  forces,  appliquees  a un  mOme  point,  est  egal  6 
la  sommc  des  travaux  des  composantes  (§  117)  : done  on 
pent  dire  que,  pourqii’un  point  materiel  soit  en  equilibre,  il 
faut  et  il  siiflit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes 
les  forces  qui  lui  sont  appliquees  soit  nulle  pour  tout  displa- 
cement inlinimcnt  petit  attribue  a ce  point. 

Nous  pouvons  remarquer  qne  la  proposition  qui  vient 
d’etre  etablie  est  comprise , comme  cas  particulier,  dans  le 
theoremc  du  travail  virtuel  que  nous  avons  demontre  pre- 
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cedemment  pour  un  solide  invariable ; car  un  point  materiel 
pent  elrc  rogarde  ruininc  lUanl  un  solide  invariable  dont 
tonics  Ics  dimensions  sont  nulles. 

Considerons  inaintenant  un  systeme  queleonque  de  points 
matericis,  soumis  aux  actions  de  diverses  forces,  lant  inle- 
rienres  qu’exl^rieures  (§  151).  Si  nn  pareil  systeme  esl  en 
equilibre,  e’est-a-dire  reste  en  repos  malgre  Taction  des 
forces  qni  Ini  soiit  appliquecs,  chacun  des  points  materiels 
qui  le  composenl  est  lui-mdme  en  equilibre ; la  somme  des 
travaux  virluels  des  forces  qui  agissent  sur  cliaque  point  est 
done  nnllc,  pour  tout  deplacement  infiniment  petit  attribue 
a ce  point.  II  resulte  de  la  qne  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  loutes  les  forces  qui  agissent  sur  Ics  divers  points  mate- 
riels du  sysltmic  esl  egalc  a zero,  quels  que  soient  les  depla- 
cements  inliniinenl  petits  et  independants  les  uns  dcs  autres 
(|uc  Toil  imagine  eire  pris  en  memc  temps  par  ccs  differents 
points,  lleciproquement,  si  la  somme  des  travaux  virluels 
de  toutes  les  forces  appliquees  au  systeme  est  nulle , pour 
tons  les  deplaccments  possibles  attribucs  aux  divers  points 
qui  le  composent,  Ic  systeme,  suppose  primitivement  en 
repos , ne  sortii'a  pas  de  cct  elat  de  n^pos  : car,  si  Ton  no 
deplace  qiTun  seul  de  ces  points  materiels,  ce  qui  revieut  a 
suppose!'  que  les  deplacements  de  lous  les  autres  soul  nuls, 
on  en  conclura  que  la  somme  des  travaux  virtuels  dcs  forces 
appliquees  a ce  point  est  egalc  a zero,  quel  que  soil  d’ailleurs 
le  dt’-placemcnl  qiTon  lui  attribue,  e’est-a-diro  que  ce  point, 
considere  seul,  esl  en  equilibre;  Ic  m^me  raisonnement, 
appli(|ue  successivement  aux  divers  points  du  systeme,  mon- 
trera  que  lous  ces  points  sont  en  equilibre,  chacuii  separe- 
meiil;  et,  par  consequent,  le  systeme  tout  enticr  esl  en  equi- 
libre. Ainsi,  Ton  pent  dire  que,  poiirqiTuu  systeme  materiel 
queleonque  soiten  equilibre,  il  faut  el  il  suflit  que  la  somme 
des  travaux  virluels  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ses 
divers  points  soil  nulle,  quels  que  soient  les  deplaeements 
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iiitinimonl  pctits  et  independants  les  uns  dcs  autres,  que 
I’on  imagine  etre  pris  en  niemc  temps  par  ccs  differents 
points.  C’est  en  cela  que  consiste  le  ihe'oreme  du  travail 
virtuel  pour  un  systeme  materiel  quelconque. 

II  est  a peine  necessaire  d’ajouter  que  le  tlieoremedu  tra- 
vail virtuel  s’applique,  non-seulement  a la  totalite  d'un  sys- 
teme materiel  en  e(|uilibre,  mais  aussi  It  une  portion  quel- 
conque  de  ce  syst6me  consideree  a part.  Les  actions  quo  les 
divers  points  materiels  de  cette  portion  du  systeme  eprouvent 
de  la  part  de  tons  les  autres  points  du  systeme  materiel, 
jouent  alors  le  rdlc  de  forces  exterieures;  taudis  qu’elles 
rentrent  dans  la  categoric  dcs  forces  intericures,  quand  on 
considere  le  systeme  tout  entier. 

S 185.  Parmi  tous  les  deplacemcnts  virtucis,  en  nombre 
iiifini,  que  nous  pouvons  attribuer  simultanement  aux  divers 
points  d'un  systeme  materiel,  choisissons  en  parliculier  des 
d('‘placcmcnts  tels  que  les  distances  mutuelles  de  tous  les 
points  du  systeme  restent  les  mt\mes;  e’est-a-dire,  conce- 
vons  que  nous  deplacions  le  systeme  materiel  tout  d’une 
piece,  comiue  si  e'etait  un  solidc  invariable.  L’equation 
fournic  par  le  tlieoremc  du  travail  virtuel , pour  un  parcil 
deplaccmciit  de  rensemble  des  points  materiels  du  systeme, 
lie  contiendra  aucuu  terme  dependant  des  forces  interieiires  : 
les  forces  exterieures  y entreront  seules.  En  effet,  les  forces 
interieures  d’un  systeme  materiel  sont  deux  a deux  egales  et 
dircctement  opposees;  d'aillcurs,  dans  le  deplacement  par- 
ticulier  que  nous  coiisiderons,  la  distance  de  deux  quelcon- 
ques  dcs  points  materiels  du  systeme  nc  change  pas : il  s'en- 
suit  que  les  travaux  virluels  des  forces  inUu  ieures  sont  deux 
i deux  egaux  et  de  sigiies  contraires  (g  175),  ct  ([uc,  par 
consequent,  ces  travaux  disparaisseni  tous  de  I’equation 
fournic  par  le  tlieoremc  du  travail  virtuel. 

Si  nous  rapportons  les  divere  points  du  systeme  materiel 
il  trois  axes  coordoniies  rectangulaires,  nous  poiirrons  attri- 
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buer  en  particulier  ce  syst^me  un  mouvement  d’ensemble 
qui  soil , ou  bicn  un  mouvement  de  translation  parallele 
I’un  des  truis  axes,  ou  bien  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  I’un  des  trois  axes.  En  appliquant  le  theor^me  du  travail 
virtuel , pour  cliacun  de  ces  six  mouvements,  on  trouvera 
dvidemment  des  equations  identiques  aux  Equations  (a)  du 
§ 177;  puisquc  ces  equations  (a)  ont  etc  obteniies  cn  donnant 
au  solidc  invariable  dont  on  s’occupait,  precisement  les  six 
mouvements  virtuels  qui  viennent  d’etre  indiques.  Ainsi  les 
forces  exterieures,  appliquees  ik  un  systenic  materiel  quel- 
conque  en  equilibre,  satisfont  necessairement  aux  six  equa- 
tions qui  exprimeraient  I’equilibre  de  cc  systeme,  s’il  deve- 
nait  un  solide  invariable  sans  changer  de  forme.  Nous  avions 
deja  ete  conduits  a cette  consequence  par  d’autres  conside- 
rations (§  183). 

II  resulte  de  ce  qui  a ete  dit , a I’occasion  de  I'equilibre 
d’un  solide  invariable  (§  178),  qii’un  mouvement  virtuel 
d’ensemble  du  systeme  matiiricl , qui  serait  different  de 
chacun  des  six  mouvements  particuliers  dont  on  vient  de 
parler,  ne  conduirait  a aucune  relation  nouvelle  entre  les 
forces  extcM'ieures  : requation  que  Ton  obtiendrait  en  appli- 
quant le  theoreme  du  travail  virtuel  a ce  mouvement  d’en- 
semblc,  quel  qu’il  soit,  nc  serait  qii’une  consequence  des  six 
Equations  auxquelles  on  arrive  en  considerant  successive- 
ment  trois  translations  parallelcs  aux  axes,  ct  trois  rotations 
autour  de  ces  axes. 

Les  six  equations  auxquelles  les  forces  exterieures  doiveiU 
satisfairc  dans  tous  les  cas,  ct  qui  siilliraient  pour  exprimer 
I’equilibre  du  systeme,  s’il  etait  rendu  invariable  de  forme, 
ne  suflisent  evidemment  pas  pour  cxprinier  cet  equilibre, 
lorsquc  les  divers  points  materiels  qui  composent  le  sys- 
tfeme  sont  libres  de  se  rapprocher  ou  de  s’eloigner  les  uns 
des  autres,  comme  nous  le  supposons  ici.  On  nc  {leut  expri- 
mer  complctemcnt  I’equilibre  du  systeme  qu’en  joignant  a 
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c»‘s  six  t'>qii:i(i<iiis,  tuiijoiirs  iiecessaires,  d’aiitres  equations 
(|iie  roll  olilieiiitra  eii  alli'ilMiaiit  aiix  divei'S  points  du  systeme 
des  di'-placenieiils  tels,  (pi’ils  iie  resteiU  pas  aiix  nieines  dis- 
tances les  uiis  des  aiilres,  e(|iialions  qni  reiirernieront  gene- 
raleiiieiit  les  forces  iiiterieurcs  en  iiieme  temps  que  les  forces 
exlt'-rieiires. 

ISG.  Theoreme  du  Iruvull  vlrluH,  pour  un 
lemr  niNlerlrl  dnuH  lequel  on  intnp;ine  doH  liaitionH.  — 

II  est  soiiveiit  utile  de  simplifier  les  conditions  dans  lesquelles 
s<!  irouve  un  systeme  materiel  donl  on  vent  etiidier  r«‘qui- 
libre , en  imaginuiU  des  liahoiiit  ('tablies  dans  divei-ses 
partii-sde  ce  systeme.  On  entend  par  liaisons  des  conditions 
que  le  systeme  doit  necessairemenl  remplir,  et  que  nous 
siipposerons  renti  er  dans  les  trois  suivantes,  savoir  : 

1°  ()iie  certains  |ioinls  du  systeme  restent  a des  dislaii(;es 
iinariablcs  les  uns  des  autres; 

2*  One  cmtains  points  soient  obliges  de  rester  sur  des 
combes  fixes,  oii  sur  des  surfaces  lives,  sans  eprouver  de 
frollenieiit  di;  la  part  de  ces  combes  ou  de  ces  surfaces, 

( oiifoi  niemeiit  a ce  que  nous  avons  dil  precedeinment  pour 
un  simple  point  niatt'-riel  (S§  12G  el  134); 

3"  Enlin,  ipic  cerlaines  parlies  du  systeme,  considertVs 
comme  des  solides  iiivariables,  soient  assiijetties  ii  rester  en 
contact  les  lines  avcc  les  autres,  sails  (pi’il  se  devcioppe  de 
froltemeiit  eiitre  leurs  surfaces. 

On  pent  coiicevoir  que  ces  liaisons,  (|ue  I’on  imagim>  dans 
till  systeme  materiel , soient  reniplacecs  par  des  force's  ca- 
publes  d’obliger  le  systeme  a satisfaire  aux  memes  condi- 
tions. Dans'iMUis  oil  deux  points  doiveni  rester  ii  line  iiu'ine 
distance  I'liii  de  raiilre,  des  forces  egales  cl  contraires  deve- 
loppi’es  entre  ces  deux  points,  I't  d'liiie  inlensite  convenable, 
pourront  mainteiiir  celtc  iiivariabilitc  de  distance.  Dans  le 
eas  oil  un  point  est  oblige  de  rester  sur  line  conrbe  live,  ou 
snr  line  surface  fixe,  sans  frolle'inent,  line  fore’e  egale  a la 

22 
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leiictioii  iiomiale  ile  la  com  be  on  dc  la  siiii'acc  sue  Ic  point, 
peiil  prodnire  le  ui^ine  efTot.  Dans  Ic  cas  oil  dcn\  panics 
du  sysleiiic,  considcices  coiiiinc  tlciix  solidcs  invariabics, 
sont  assujeUies  a ecsIlt  eii  contact,  sans  qu’il  y ait  do  fiol- 
tenient  cntEc  leiirs  suifaccs,  on  pent  icgaidcE  cc  Ecsnilat 
comme  piodnit  pac  dciix  foices  c^alcs  ct  contraiics,  agissaiit 
SUE  Ics  denx  solidcs,  anx  points  pai-  Icsqncis  ilssc  tonchent, 
ft  snivaut  la  iiOEmalc  coniimiiic  ii  Iciiis  snifaccs ; ccs  denx 
foEccs  doivciit  agif  conimc  des  foiccs  attiactivcs  ciitic  Ics 
points  anxqucis  dies  soul  apjiliqiiccs,  on  bicii  comnic  dcs 
foEces  Ecpulsivcs,  snivaut  qnc  Ics  denx  solidcs  tcndciit  a s’l'*- 
carter  I’uii  de  I’autEc,  on  an  coiiiiaiEc,  ii  pcnclicE  I’lin  dans 
I’autre. 

En  substituanl  anx  liaisons  Ics  foiccs  qiii  pcnvenl  cii  tiMiii- 
lien  , on  fait  i ciiti  cE  Ic  systenie  niatci  icl  dans  Ic  cas  gciici  al 
pour  IcqncI  le  tln'-oicinc  dn  tcavail  vii  tncl  a 1^0  edabli  pn'*- 
cedemment  ( § 18^i ).  Pour  qnc  cc  systcinc  soil  cn  cquilibi  c, 
il  faiil  el  il  snflil  que  la  somiiic  dcs  tiavaux  Yii  lnclsdc  tonics 
Ics  foiccs,  compiis  ccllcs  qni  icmplaccnl  Ics  liaisons,  soil 
egale  ii  zci  o,  qncis  qnc  soicnl  Ics  dcplaccmcnls  viEtncIsqu'oii 
attribiic  anx  diffciciits  points  inatci  icls  doiil  il  csi  foniic. 
Maissi,  paniii  tons  Ics  dcpiacciiicnts  iiitinimcnt  jK-tits  qn'on 
pent  alliibncE  a ccs  divcis  points  inatci  icls,  on  cboisit  spe- 
cialciiicnl  cenx  qni  sont  tompulihlet  urec  le»  liuinonii,  on 
vena  qnc?  Ics  foiccs  qiii  lieniicnt  lien  dcs  liaisons  dispaiai- 
Ifoiit  dVIlcs-mi'nics  dans  Ics  equations  founiics  pai-  le  llicm- 
remc  du  li  avail  vinucl.  En  clfci,  si  I’oii  considc'i  e cii  pEcinicE 
lien  les  deux  foECCS  capabics  dc  inaintniiE  rinvai  iabilile  de 
distance  de  deux  points  dn  systc;nic , la  soininc  dcs  tcavaux 
de  ces  deux  forces  cst  nnlle  poiiE  tout  di-placcment  vinucl 
en  vcEtu  duquel  la  distance  dcs  deux  points  iic  cliangc  pas 
(§  175).  Si  Ton  consideEC  en  second  lien  la  force  capable 
d’empciclicE  nn  point  dc  sorlir  d’une  coniiie  fixe  on  d'liiie 
surface  iixe,  Ic  travail  dccciic  force  corrcspondaiil  ii  nn  di-- 
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placement  viriuol  du  point  dirige  suivaiit  la  coiirbi*  fixe  ou 
Slip  la  surface  fixe  csl  egal  a ztuo , piiiscpic  cc  di'-placeincnl 
virtuel  esi  perpendiculaire  a la  direction  dc  la  force.  Enfin, 
si  Ton  coiisidcre  les  deux  forcc.5  capables 
de  niainteiiir  les  surfaces  .S,  S',  fig.  92, 
de  deux  solides  invariables  en  contact 
I’une  avec  I’autre,  la  sonime  dcs  travaux 
de  ces  deux  forces  est  nulle  |)our  tout 
inouveiueiil  vii  tuel  du  systeme  en  vertu 
duquel  ces  deux  surfaces  ne  cesseut  pas 
d<!  se  toucher;  car  les  positions  Ai,  .\'i , 
oil  les  points  des  deux  surfaces  qni  coincidaient  primitive - 
menl  en  A , viennent  se  placer  par  suite  de  ce  mouvement 
virtuel,  sont  toutes  deux  situecs  siir  le  plan  tangent  coni- 
inun  it  CCS  surfaces  apres  leur  dcpiacemeut,  plan  tangent 
(|ui  u(‘  fait  qu’un  angle  iuriuinieut  petit  avec  le  plan  tan- 
gent coinmun  en  les  deplaceineuts  AA,,  A A',  des  points 
d'application  des  deux  forces,  que  nous  supposons  appli- 
quecs  aux  deux  solides  pour  les  inainteuir  en  contact  I’lin 
avec  I'autre,  out  done  uiic  meme  projection  sur  la  direction 
commune  NN'de  ces  forces , puisque  A N' est  la  norinale 
cominiine  aux  deux  surfaces  en  A ; et  par  consequent  la 
somme  des  travaux  virtuels  dc  ces  deux  forces  egalcs  et 
contraires  esl  nulle  pour  un  pareil  mouvement  virtuel.  Ou 
peut  dire  d’apres  cela  que , si  I'oii  met  de  cote  toutes  les 
forces  capables  de  remplacer  les  liaisons,  pour  ne  s’oe- 
cuper  que  des  autres  forces  dircctcment  appliquees  aux  di- 
verscs  parties  du  systeme  materiel,  et  si  Ton  suppose  quo  le 
systeme  soit  en  equilibi  c , la  somme  des  travaux  virtuels  de 
ces  dernieres  forces  est  nulle  pour  tout  dcqilacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons. 

A’ous  allons  voir  que,  reciproquement , si  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  F,  F’,F dircctcment  appli- 
quees au  systeme  materiel , est  egale  a zero,  pour  tout  d^ 
ii. 


N' 


N 

Fig.  92. 
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plac(‘in('iit  iiiliniiueiit  pelit  coinpaliblo  avec  Ics  liaisuiis  , r«? 
sysifinc  csl  en  ^•quilil)l'»^  Kii  elTel,  s’il  n’y  avail  pasciniilibi  c. 
If  sysleme  niaU  riel  doiil  il  s’agil  sf  mcUrail  rii  iiioiivfiiif iii 
sous  ractioii  des  forces  F,  1 1'tsoii  moiiveiiiciil  s’H- 

ffcliiPiait  conforini'infiil  aiix  liaisons  aux(|Ufllcs  il  ost  asMi- 
jflli;  on  poiirrail  fvidemmcnl  s’opposera  cc  nionvcnifiil  cii 
appliipiant  a cliacun  dcs  points  inaU*rifls  dii  syslcinc  nno 
force  convenable  dirig«'-e  en  sens  coniraire  de  la  direction 
suivanl  laquellc  cc  point  materiel  lendrait  a se  deplacer  ; de.s 
lors  le  sysleinc  materiel  serait  en  eqnilibre  sons  Faction  des 
forces  Q,Q',Q",-... , que  I’on  devrait  ainsi  appliqnei'  a ses 
divers  points  , et  des  forees  F,F',F",... , que  Fon  avait  di-ja. 
D’apres  ce  qui  vient  d’cHre  etabli  il  n’y  a qn’un  instant , la 
soinmc  des  travaux  de  cet  ensemble  de  forces  Q,(F,(V',..., 
F,  F',F'  ,...  devrait  6lrc  ntille,  pour  tout  deplacement  virtnel 
compatible  avec  les  liaisons,  et  en  particnlier  ponrie  depla 
cement  infiuiment  petit  cpie  le  systeme  anrail  pris  lout  d'a- 
bord  sous  Faction  des  forces  F,  F',F",...  settles,  si  Fon  n’a- 
vait  pas  applique  les  forces  Q,Q',Q pour  s’y  oppoM'r. 
Mais,  par  hypotliese,  la  sommc  dcs  travaux  virtiiels  des 
forces  F',  F',  F esi  iiulle  pour  tout  deplacemeiit  com- 
patible avcc  les  liaisons,  et  par  consetinent  pour  le  iiiou- 
veinnit  particnlier  dont  il  s’agil : done , la  somnie  des  tra- 
vanx  virtiiels  des  forces  Q,  O’,  Q ",.  . ..  devrait  aussi  eire 
luille  pour  ce  mouvement  pariiculier,  ce  qui  cst  impossible, 
puisque,  dans  cc  mouvement,  le  point  d'application  do  clia- 
eune  de  ces  foi  ces  Q se  deplace  precisement  cn  sens  con- 
traire  du  sens  dans  lequel  la  force  agit ; ce  qui  fait  que  les 
travaux  virtiiels  des  forces  Q , Q',  Q ”, . . . . soni  tons  ne- 
gatifs. 

II  lesulle  de  ce  qui  vient  d’etre  dit  (|iie , ponr  (pi'iiii  sys- 
tenie  materiel,  dans  letpiel  on  imagine  des  liaisons,  soil  en 
•'•quilibrt;  sons  Faction  de  diverses  forces  F,  F',  F ", . . . , di- 
rectement  appliquees  a ses  diiferents  points , il  faut  el  il 
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siiflil  qiu!  la  soinim-  ties  Iravaux  virliicis  dc  ccs  forcos  soil 
mill)-  pour  toul  doplaceiiieul  infiiiiiiiiMil  petit  eompalihle 
aver  les  liaisons. 

§ 187.  I'll  solide  iiivariahio  est  tin  eas  partieiilior  d’liii 
sysienie  materiel  dans  leipiel  existent  des  liaisons , piiis- 
iin'iin  pareil  solide  n’est  autre  cliosc  qn’iiii  systenie  materiel 
(lout  les  divei's  points  soul  supposes  a des  distances  inva- 
riables les  uns  des  autres.  D'apres  cela , doniier  an  solide 
im  muiivenient  virtuel  compatible  avec  les  liaisons  qii'oii 
imagine  a son  inlerieur,  c’esl  le  deplaeer  tout  d'une  piece, 
sans  qu’il  eprouve  auciiii  cliaiigemenl  do  forme  datis  ses  di- 
verses  parties.  II  resulte  de  hi  que,  pour  qu’un  solide  inva- 
riable soil  en  eipiilibre  sous  I'actioii  de  divei’ses  forces,  il 
faiil  el  il  suflil  que  la  somme  des  travaux  virluels  de  ces 
forces  soil  tiulle  pour  tout  mouvement  iiitinimeiit  petit  attri- 
bu(‘  au  solide , la  forme  du  solide  reslanl  d'ailleurs  toiijoiirs 
la  Illume,  malgre  Ic  changement  di;  position  qu’on  Ini  fait 
subir.  iVoiis  rctrouvons  ainsi  le  llieorenie  du  travail  virtuel, 
dans  le  cas  d'un  solide  invariable  , tel  que  nous  I’avons  ela- 
bli  precedcmmenl  (§  176)  par  des  considerations  directes. 
11  est  important  de  remarqiier  cepeiidant  que,  poiirarriver 
il  lelablir  ainsi  directemenl,  nous  nvoiis  dii  admettre  tout 
d’abord  (§  158)  que  deux  forces  egales  et  contraires  appli- 
ipiees  il  deux  points  diiTi'ients  d'un  solide  invariable , et  sui- 
vant  la  droile  qui  les  joint , so  font  miitiiellemenl  equilibre; 
landis  ipie  nous  venous  en  dernier  lieu  de  demontrer  ce  meme 
tlieoremc  du  travail  v irtuel,  sans  rieii  admettre  de  plus  ([ueles 
priiicipes  enoiici'S  dans  le  cliapitre  pi-eniier  du  livre  ii,  el 
les  consi'quences  ipie  nous  eii  avons  dediiites  par  line  suite 
di‘  raisonnemenls  rigoureiix. Celle  proposition  que  nous  avons 
adniise  relalivemenl  ii  deux  forces  egales  el  direclemeiit 
opposees,  appliquees  ii  deux  points  diflerenls  d'un  solide 
invariable , el  qu'on  pent  regarder  laimme  t^ideiite  par  elle- 
meme,  sc  lioiiverait  done  jiisliliee  par  cc  qui  precede,  si 
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Ton  voyait  qudqiic  dillicultp  ii  la  ronsidtacr  coiiinip  dvi- 
dcnte. 

tn  appli(|iiaiit  le  ihcorinu;  dii  iravail  virlud  , dans  Ic  cas 
d’liii  solidf*  iiivariablo  suiiinis  a I'aclion  dc  divcrsrs  foires, 
nous  avoiis  irouve  les  six  dqualions  (n)  dii  § 177,  dqualions 
(|iii  soul  ndcTSsaires  cl  siinisantcs  pour  cxpriuicr  rcquilibir 
du  solidi;  sous  I’aclion  de  ccs  forces.  I.c  solidc  doiil  il  s’agil 
ir<’'tait  assujclli  a auciinc  nulrc  condiliou  que  I’invariabililc 
dcs  dislances  imiludics  dcs  divers  points  inalcrids  qui  Ic 
coniposcnl ; sauf  ci'iic  invariabililc,  il  clail  cnlicrcmcnl  li- 
bre  dc  c('‘der  a ractioii  dcs  forces.  Nous  pouvous  luainU'- 
nant  allcr  plus  loin  cn  nous  ap|)uyanl  sur  Ic  lh('*orcnic  du 
iravail  virlud  que  nous  venous  d’d-tablir  pour  iin  systciiie 
materiel  conlenant  dcs  liaisons.  Nous  pouvons  irouvei-  les 
c(|uations  d’equilibre  d’lin  solidc  invariable  qui  n’esi  pas 
compldlemeiit  libre  de  coder  aux  actions  d(‘s  forces  ipii  Ini 
soul  appliquees. 

('onsiderons  en  premier  lieu  un  solidc  invariable  ipii  ne 
pent  que  toni  iier  antonr  d'un  point  lixe  : si  nous  prcuons  ec 
point  pour  origine  dcs  coordoniices,  et  que  nous  donnions 
an  solidc  successivemcul  trois  rotalions  iidlnimeiit  pelites 
aiitourde  diacun  dcs  Hois  axes,  le  tlu'-orcnie  du  travail  vir- 
tud  nous  fournira  les  trois  ecpiations 

i(Zy — Y;)=o,  — Zx)=o,  2i(Yx  — Xy)  = o. 

I n mouvement  iuliniment  ])clil  qudeonque  du  solidc, 
compatible  avec  la  liaison  a laqudle  ii  est  assujelti,  ne  pent 
dtre  qu'uiK!  rotation  antonr  d'un  axe  passant  par  le  point 
tlxcj  ce  inonvement  pent  done  tonjours  sc  decomposer  en 
tiois  rotations  antonr  dcs  axes  coordounes,  et  par  suite  I'e- 
(juation  fouriiie  ]>ar  le  lln'-orcuic  du  travail  virtue!  pour  ce 
iiiouvcnicnt  qndcoiupie  sera  unc  couscqnence  dcs  trois 
l'■lpllltiolls  pri'ci'ilcnies  : il  resulte  dc  la  (pie  ces  ti’ois  (’•qua- 
lioiis  sunt  siiilisanies  pour  expriincr  r(*(|iiilibre  du  solidc. 
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(111  pt‘Ul  ion>prt*iuln!  ccs  eqiintiuiis  d’oquilibrp  dans  mi  seiil 
f'lioiice,  en  disant  qiie,  pour  qii’iin  solidc  invnriuhio  qui  m' 
pent  quo  tomiicr  aiitour  d'nn  point  fixe  soil  on  o(|iiilihro 
sons  raclion  do  diversos  forces,  il  faul  ol  il  siilUt  quo  la 
soinmo  dos  momonis  do  cos  forcos  par  lapporl  a uno  droito 
(piolconqno  nioneo  par  le  point  fixe  soil  <‘galo  a zoro. 

Dans  lo  cas  oii  nn  solide  invariable  no  pout  quo  lonriior 
anlonr  d’nii  axe  lixo , il  ost  aise  do  voir  qu'nno  scnio  oqna- 
lion  oxprinioia  I’oqnilibro  do  co  solide  sons  raclion  dos 
forces  qni  Ini  soul  appliipicos  : pour  ipio  le  solide  soil  on 
oqnilibre,  il  faul  ol  il  snflil  ipio  lu  somine  dcs  inonionts  des 
forcos  pai‘  rapport  a I’axo  lixo  soil  nnllo. 

Enfin , dans  le  cas  oil  nn  solide  invaiiablo  no  pi>ut  se 
iiionvoir  (|iio  paralleleniont  a nn  plan  fixe,  on  tronvo  los 
equations  nocossairos  el  sulTisantes  pour  quo  ce  solide  soil 
on  ('•qnilibro,  on  oxpriinanl  quo  la  sommo  des  travaux  vir- 
Inels  dos  forces  qui  Ini  soul  appliqneos  esl  iiulle  pour  trois 
dt-placcmenls  difleronts,  savoir  : pour  dinix  translations 
suivant  deux  axes  roctangulaires  traces  dans  lo  plan  fixe, 
ol  pour  uno  rotation  auloiir  d'nn  axo  mono  porpcndiculai- 
roniont  a co  plan  par  le  point  do  roncontro  dos  doux  pre- 
miers. Cos  equations  dV'qnilibie  sonl  los  ni^inos  quo  cellos 
quo  Ton  ironvorait  si  Ton  projetait  toutos  los  forcos  sur  lo 
plan  fixe,  et  qu'on  expriiniit  onsnito  quo  lo  solide  est  en 
o(|uilibro  sous  raclion  do  cos  forces  projotoes  (§179). 

g 188.  Kqaillbrc  rolallf  d'nn  tiyslomo  matoriel.  — 
Co  quo  nous  avons  dit  pour  I’oquilibro  rclalif  d’nn  point 
inaioiiel  (§  1/iO)  pout  s'etondro  ininiodiatomonl  a I’t-quilibre 
rolatif  d'nn  sysli-me  quolconqnc  do  points  matoriels;  cot 
(‘ipiilibro  so  ramono  a nn  (‘(piilibro  nbsolu  par  radjonclion 
dos  forcos  ap|)arenlo8  corrospondant  aiix  divers  points  du 
sysiomo,aux  fori  i's  ipii  sonl  roolloinont  apprupieosacesdifTo- 
ronts  points.  Kn  pmiani  I'onsomblo  do  cos  forcos  apparontos 
ot  roellos,et  lour  appliijuant  le  Iheoiome  du  travail  virtnel. 
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uii  truuvcra  duii!>  tous  les  cus  les  equations  auxquelles  ellcs 
doivcnt  saiisfaire  pour que  le  systeme  soil  en  equilibie  lelutit’, 
c’est-a-dire  pour  qu’il  nc  sorte  pas  dc  lelat  de  repos  relalir 
dans  lequel  on  le  suppose  primitivenient  place. 

Les  corps  qui  nous  paraissciit  en  equilibre  autoiir  de 
nous  sont  seulcincul  en  equilibre  relatif,  puisque  la  terre 
n’est  pas  immobile.  Nous  pouvons  trailer  cet  equilibre  rela- 
tif comme  s’il  etait  absolu  , en  considerant  pour  ebaque  mo- 
lecule, non-seulement  les  forces  qui  lui  sont  reellenicnt  aj)- 
pliquees,  inais  encore  la  force  d’inertie  correspondant  au 
mouvemetil  reel  dc  cette  molecule  supposi'-e  en  repos  par 
rapport  it  la  terre.  Mais  si,  paruii  les  forces  qui  agissent 
reellemeiit  sur  les  molecules , nous  |>renuns  S|aVialemenl 
les  attractions  qii’elle  eprouve  de  la  part  de  la  masse  en- 
tiere  de  la  terre , ainsi  que  de  la  part  du  soleil  et  de  la  lunc, 
et  si  nous  coniposons  la  force  d'inertie  dont  nous  venous  de 
parler  avec  ces  attractions , nous  auruns  une  resultante  qui 
sera  precisiMuent  ce  (jue  nous  nommons  le  poids  dt^  cette 
molecule  (§  146),  et  la  direction  dc  cette  force  n'siiltante 
sera  la  verticale  cori’espoudant  au  point  oil  la  mobW  ule  est 
situee.  Nous  voyons  par  lit  que  Ton  pent  assimiler  ^('■tat  dc 
repos  des  corps  sur  la  terre  a nn  equilibre  absolu , (ui  re- 
gardant le  poids  dc  ebaque  molecule  comme  si  cetait  une 
force  qui  lui  fiit  reellemeut  appliquee  suivant  la  verticale, 
et  exprimant  que  ce  poids , joint  aiix  forces  reelles  auties 
que  les  attractions  dont  il  vient  d'etre  question , forme  iin 
systeme  de  forces  (jui  satisfait  aiix  (’(|ualions  d’t>(jnilibre 
fournies  pur  le  tlicoreme  du  travail  virluel. 

Pour  trouvi*r  la  grandeur  de  ce  poids  de  ebaque  molecule 
d’un  corps,  et  par  suite  le  poids  total  du  corps  considere 
comme  tin  solide  invariable , nous  n'avons  pas  bitsoin  d'ail- 
letirs  de  nous  preoccuperde  la  definition  (|ue  nous  en  avons 
donnee,  el  dechercher  ii  elTectuer  la  composition  des  attrac- 
tions que  la  molecule  eprouve  de  la  part  de  la  terre,  du  so- 
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It'il  Cl  do  la  lui)e,avfi!  la  force  (I’iiicrtic  currcspoiKlaiil  a son 
inoiivcincnl  (rcntraincniciil  ; I'cxiMMicncc  nous  fournil  di- 
rcdcnicnl  la  grandeur  dii  poids  d’lin  corps , ct  dc  incnic  cllc 
nous  fait  connailrc  la  vcrticalc,  (pii  osl  la  dircclion  suivant 
hupicllc  CO  poids  doit  clre  regarde  coinnie  oxcryant  son 
action. 

D’apres  les  explications  (|uc  nous  avons  donnees  pr('*ce- 
deniment  (§  149),  le  poids  d'nn  corps  change  pt'-rioditpic- 
incnt  dc  grandeur  anx  divcrscs  licnres  d'une  inenu!  jonrnce , 
ct  dc  incinc  la  vcrticalc  correspondant  a tin  point  qnel- 
conqne  change  periodiqnenient  dc  direction.  II  s'cnsuit  qne. 
Ictat  dc(iuilil)re  dcs  corps  sur  la  lerre  doit  changer  conti- 
nuclleincnt , par  suite  dc  ccs  circonstanccs.  Mais  ces  chan- 
geincnts  sont  tclleinent  faililcs  qu’il  n\‘st  gcncralcnient  pas 
possible  d’en  apcicevoir  h“s  elTels , ct  qu’il  n’y  a lien  dc  s’cii 
preoccuper  que  dans  dcs  cas  extrcniemcnt  restreints ; nous 
rcgardcrons  done  habitucllemcnt  les  poids  dcs  moh'-cides 
des  corps  situcs  sur  la  icrrc  comine  dcs  forces  conslantcs 
cii  grandeur  eten  direction. 

§ 189.  ^ullibre  dcM  NyHlemeM  peMnlH  diinN  IcmiuHm 
exiKlrnl  dcH  llaiKonM.  — (lonsidiM'ons  tin  systemc  materiel 
assnjetti  it  certaincs  liaisons , telles  ipie  cellcs  que  nous 
avons  dtdinics  priH  i'dcminent  (§  18(i),  ct  supposons  que  ses 
diverscs  molecules  ne  sont  d’ailleurs  soinnises  qu’ii  I’action 
dc  la  pesanteur.  I’oui  iprnn  pared  sysicinc  soiten  cquilibre, 
il  faut  et  il  sullit  ipic,  pour  tout  mouvcnicnt  virtucl  compa- 
tible avee  les  liaisons,  Ic  ccnli'c  dc  giavilc  dn  sysicme  rcste 
dans  Ic  plan  hori/ontal  dans  Iccpicl  il  sc  iroiivail  d'abord. 
Kn  cITet,  la  condilion  dV'(|uilibrc , tclh;  ipic  la  fournit  Ic 
Iheoremc  dn  travail  virtucl , c'csl  (|uc  la  somme  dcs  Iravaux 
virtiicls  dcs  poids  dcs  divcrscs  moii'cules  du  systeme  soil 
nullc,  pour  lout  d(‘pla<'cnu‘iit  compatible  avec  les  liaisons 
\S  avons  Ml  (§  173'  ipic  celte  somme  dc 

travaux  a toujours  pour  valcur  Ic  travail  d’une  force  egale 
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nil  poids  lolal  dii  systenio  appliqm'-f  :i  son  iTiitiv  di*  gr;i- 
vii«‘ : done,  on  exprimera  ^(■■ql^dibl‘f■  dn  sysiemo  on  disaiil 
quo  Cl-  dernier  travail  est  mil  pour  Unit  deplaceinent  virinel 
compatible  avee  les  liaisons,  e’est-a-diro  qiie,  de  qiielqne 
inaniere  qu’on  elTeetiie  ec  deplaceinent,  le  eentre  de  graviti- 
dn  systi-ine  ne  sort  pas  dti  plan  liori/.oiital  dans  leqiiel  il 
(■tail  priniitiveinent  sitiie. 

Snpposoiis,  par  exeinpio , ipie  le  lien  ^eonielriquc  de 
toiites  les  positions  ipie  pent  prendre  le  eentre  de  graviti* 
d’nn  systenie  pesant,  lorsqn’on  donne  ii  ee  syslenie  tons  les 
nionveinents  eompatiblcs  avee  les  liaisons  aiix(|iielles  il  esi 
assnjetti,  suit  line  ligne  com  be  on  bicn  nnc  surface  : le  sys- 
lenie sera  en  (’(inilibie  lonles  les  lois  qne  son  eentre  de  gra- 
vile  se  iroiivera  an  jioiiil  le  pins  eleve  on  an  point  le  pins  bas 
do  la  eonrbe  on  de  la  surface,  el  en  general  lonles  les  fois  qn’il 
sera  en  mi  point  tel  qne  la  langente  a la  eonrbe,  on  le  plan 
tangent  ii  la  surface  en  ee  point  aura  line  direction  horizon- 
tale.  S’il  arrivait  qne  le  eentre  de  gravile  d’nn  syslenie  pe- 
sanl  reslat  eunslaniinent  dans  nn  nieme  plan  horizontal , de 
ipielipie  nianiere  qn’on  eliangei^t  les  |)osilions  de  ses  diver- 
ses  parlies,  en  ayant  egard  anx  liaisons,  on  devrait  en  con- 
cliire  mVessairement  ipie  le  syslenie  est  en  i’‘(|tiilibre  dans 
tonics  ces  positions ; on  dit  alors  ipie  reqnilibre  est  indtffe- 
rent.  C’est  ee  qni  aura  lien  en  particiilier,  si  le  centre  de 
gravile  dn  systenie  reste  lonjoni-s  an  ineme  point  de  I’es- 
pace,  de  quebpie  inaniere  qne  Ton  deplaee  les  diverses  par- 
ties de  cc  syslenie. 

§ 1f)0.  On  Ironve  line  application  de  ee  qni  prt'-eede 
dans  la  consiruelion  des  ponis-levis  a fleche.  Le  tablier  AB 
dll  pout,  fig.  9.1,  est  mobile  antonr  d’nn  axe  horizontal  A; 
deux  ehaines  II C parlent  des  deux  edii'S  dn  tablier,  el  vont 
s’altaeher  aux  exireniiles  de  deux  fleclies  (.1)  formant  tin 
cadre  mobile  antoiir  d’nn  axe  horizontal  E;  nn  eonlre- 
poids  O,  snpporle  par  les  denx  lleches , sert  fi  eqiiilibrer  le 
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on  domic  aiix  deux  diaincs  HC  unc  longucnr  ^gak-  ii  AE;  dc 
soi  lo  ipic  la  figure  A BCE  csl  nn  pai  alldogramnie  dans  tonics 
Ics  positions  ipie  Ton  pent  donncr  an  systcnie,cn  fuisant 
loui  ncr  Ics  ncdics  aiilonr  dc  I'axc  E,  cl  Ic  tablicr  antour  di- 
I’axc  A,  sans  (|iic  l(‘s  chaincs  BC  ccssciit  d’etre  lendiies;  il 
cn  r»'‘sullc  ipic,  dans  nn  parcil  niouvement,  Tangle  donl  ic 
tablicr  tonrnc  anionr  dc  Taxc  A cst  tonjours  ('gal  ii  Tangle 
donl  Ics  lledics  toiirnenl  en  nu'ine  temps  antour  de  Taxc  E. 
Pour  troiiver  le  centre  dc  gravili'  dii  systeme  tout  enticr, 
forme  dii  tablicr,  des  ebaines , des  flecbcs  cl  du  contre- 
poids , nous  pouvons  concevoir  ipic  cliacpie  cliaine  soil  rem- 
placL'c  par  deux  masses  cgales  cliacunc  a la  moitii.*  do  sa 
masse,  ct  placf-cs  a ses  deux  cxiri'-mites ; soient  G ct  G'  les 
centres  dc  graviui  du  tablicr  d’nne  part , cl  des  flecbcs 
avec  Ic  eontre-poids  Q d'unc  autre  part , en  y comprenanl 
dc  part  ct  d’aulrc  les  masses  ipii  tiennent  lieu  des  moili(*s 
des  cliaincs  ; soient,  cn  outre,  P cl  P'  Ics  poids  dc  ces  deux 
parties  du  systeme  : le  point  d’applicalion  de  la  resultanic 
des  forces  parallcles  cl  de  menu-  sens  P,  P',  appTuimies  aux 
points  G,  G',  sera  b;  centre  de  gravile  da  sysli-mc  lout  en- 
tier.  On  dtdermine  le  conire-poids  Q,  et  sa  position  snr  la 
cliarpcnlc  formi*c  par  les  fleclii's,  de  maniere  a salisfairc  a 
deux  conditions,  savoir  : 1“  quo  la  ligne  EG' soil  paralleic  ii 
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.\(i,  pour  unt‘  posilioii  parliriilinc  dii  syslonie;  2''(|iii'  I’on 
uit  la  pi'upurlioii  , 

1‘  _ KG' 

F'~  .uT' 

II  est  also  (Jc  voir  epic  lo  parallelisiiio  dr  LG'rl  dr  \(i  so 
roiisrrvr  dans  toiKrs  Irs  positions  ipir  I’oii  prnl  doiiiirr  an 
systrinr,  rt  ipir,  par  roiisripirni , d’aprrs  la  s«‘coiidr  drs 
roiiditioiis  ipii  viriiiieiit  drlrr  iiidiipii'cs , Ir  criilrr  dr  gra- 
vilc  dr  lout  Ir  systrinr  sr  troiivr  tonjonrs  rii  nii  point  U,  si- 
lur  snr  la  droite  A K,  de  Irllr  nianirrr  (pi'oii  ail 

A o _ A G _ r 
jn5  ~ Et?  “ I'  ■ 

II  rrsnitr  dr  lii  tpir  Ir  jiont-lrvis,  ainsi  roiistilnr,  rst  rii 
rqnilibrc  indiirrrrnt  dans  lonirs  Irs  positions  (in'oii  prnl  Ini 
donnrr,  cii  faioaiit  tonrnrr  Irs  llrdirs  antonr  dr  I’axr  K,  rt 
par  suite  Ir  lablirr  antonr  dr  I'axr  A. 

An  lieu  d’accrorlii'r  Irs  rliainrs  (|ui  snppoiloni  Ir  lablirr 
d’nn  ponl-levis  a drs  (Irclirs  ninnirs  d’nn  r.ontrr-poids  , 
roinnir  nous  vriioiis  dr  Ir  dirr , on  prnl  I'airr  passrr  res 
rliainrs  snr  drs  jionlies  plarrrs  an-drssns  dn  tablin',  rt  sns- 
prndrr  a Irnrs  rxtrrniilrs  des  roiitrr-jioids  drstinrs  a ripii- 
librrr  Ir  poids  do  cr  tablin’.  On  prut,  rii  onirr , obligrr  res 
rontrr-poids  a glissrr  Ir  long  dr  conrbrs  lixrs,  atiii  qnr  la 
Irnsion  dr  rliaqnc  rliaiin;  dnr  a I'action  dn  conlrr-poids  qni 
la  trrniinr  varir  snivaiit  quo  Ir  tablin'  dn  punt  rst  pins  on 
inoiiis  rrlrve.  .Si  I'oii  drinniinr  rrs  rourbrs  lixi-s  dr  Irllr 
iiiaiiirrr  (pie  Ir  rriilrr  dr  gravilr  dn  lablirr,  drs  rliainrs  rt 
drs  contrr-poids  rrsir  tonjonrs  snr  nn  im’inr  plan  liori/.oii- 
lal,  Ir  ponl-Irvis  sera  rn  i’‘qnilibrc  indilTtn'riit  dans  lunirs 
Irs  positions  (pi’oii  pourra  Ini  faire  prnidrr. 

I'll  pont-Irvis  a flrrlirs , on  birn  a ronin’-poids  inobilrs 
Ir  long  dr  nnirbrs  lixrs , rst  loin  dr  I'nitrrr  roinpirirmrnt 
dans  Ir  ras  drs  systi'inrs  a liaisons  qnr  nous  avons  ronsi- 
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Lt‘s  toiirilloiis  (III  Uililier,  I'l  ccux  dcs  (Icclics , (■|)i(ni- 
vonl  lies  rrotliMiU'iils  dc  la  pari  dcs  oiivciltircs  on  (diissi- 
iiels  dans  lcs(]iicls  ils  l(im-iiciK ; Ics  coiilrc-poids  glissaiil  Ic 
loiij;  dc  coiirlics  fi\cs  (‘priiuvcnl  (’■{'altancnl  d(‘s  fruttcmciils 
dc  la  part  dc  ccs  coiirlics.  Mais  il  csi  clair  ipi’oii  peui  lairc 
alisiraclion  dt*  ccs  rroiicinciits  divci-s  dans  la  llM-oric  dc  I’e- 
laldisscincnt  di>s  ponts-l(‘vis , et  raisonncr  coininc  nous  I'a- 
vons  fail,  on  faisant  rcnii-cr  ccs  npparcils  dans  Ics  sysliMiies 
a liaisuns  ipic  nous  avons  considcrcs  d’lmc  manii'rc  giMuv 
rale  : si  nn  pont-lcvis  cst  dispose  de  manici’c  a (*lrc  en  (‘qni- 
libre  indilTcrcnl  dans  Unites  Ics  positions  ipi’on  pent  lui  don- 
ncr,  dans  Ic  cas  oil  il  nc  sc  d(■•veloppcrail  de  frotlcnicnt  dans 
aiicniic  dc  ses  parlies , il  rcstcra  ii  pins  forte  raison  cn  c(|ni- 
lihrc  dans  chaenne  dc  scs  positions  lors(|iic  ccs  frotlcnients 
I'xcrccront  Icnr  action. 

^ liU.  Dans  la  construction  dcs  a|iparcils  di*  diverscs 
cspeccs  dcsiimis  ii  pcser  Ics  corps , on  clicrclie  ii  realiser  au- 
lanl  qnc  possible  b‘s  liaisuns  iili-alcs  ipic  nous  avons  deti- 
nics  pri’ccdcmnicnt  g ISli);  ccs  apparcils  soul  d'autani 
incilicnrs  ii  ce  |)oinl  de  vne,  ([ii'ils  soul  pins  pri's  de  rentrer 
coinplcdcnicnt  dans  Ics  sysleines  ii  liaisons , pour  lesqiicis 
lions  avons  idabli  le  ilK-orcme  dn  g 186.  Ainsi,  on  dispose 
Ics  diverscs  pieces  snsceptibics  dc  lliicbir  sons  I'aclion  des 
forces  qni  Icnr  sont  appliqnecs,  telles  qnc  Ics  Ileanx  de  ba- 
lances, de  nianiere  qiie  Icnr  flexion  soil  tonjours  ircs-faibic 
cl  qn’oii  puisse  les  regarder  coniine  ('•lant  dcs  solidcs  inva- 
riablcs;  on  fail  en  sorlc  qnc  les  diverscs  pieces  solides  qni 
doiveni  se  monvoir  les  uncs  par  rapport  an\  antres , ne  sc 
loncbciit  qne  par  des  contcanx  ii  an'-U's  dtdices,  de  inaniere 
qnc  les  inunvcinents  relatifs  soient  des  rolalions  aiilonr  dcs 
ari'tes  de  (!cs  conleanx , etc.  i.es  frollcmeiits  (|U(“  Ton  pent 
laisscr  snbsistcr  dans  certains  apparcils , tout  en  cn  faisant 
abstraction  dans  Ics  considfnations  llii-ori(pi<‘s  siir  li‘sqncllcs 
repose  Icnr  consirnciion  (g  IDO),  pane  cpi’ils  nc  iiniscnl 
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pus  a relTi‘1  qn'oii  vent  oblniir,  spi  ainil  an  coiilraire  it  i ires- 
nuisiblt's,  en  cc  qu'ils  (liminiKTaii'iil  la  mubilitc,  et  parcon- 
si‘(|uent  la  sonsibilili' , dcs  apparcils  clout  nous  nous  oc- 
cupons 

Lc  plus  onlinaireinonl  ccs  appamis-,  donl  on  sc  sort  pour 
pescr  les  corps , sc  coinposeiit  dc  deux  plateaux  mobile  s re- 
lies I’lin  a I'aulre  par  un  systemc  dc  pieces  solides  articn- 
Icies  entre  elles;  dc  sortc  quo  lc  inouvcinent  ascendant  on 
descendant  dc  I’un  des  plateaux  dciterinine  nccessaireinent 
le  inouveineiit  de  rantre  plateau  en  sens  cuntraire.  Lc  corps 
a peser  edant  place  snr  I’un  d<‘s  plateaux,  on  lui  fait  i*qui- 
libre  an  inoyen  de  poids  connus  placi‘s  en  quantile  conve- 
nable  snr  I'autre  plateau , et  la  quantite  de  ccs  poids  con- 
nus, qti’oii  a du  einployer,  fail  connaitre  le  poids  du  corps. 
II  est  aise  de  voir  qii’iiii  appareil  de  ce  genre  doit  neccssai- 
renient  satisfaire  a cette  condition , qtie  le  inouvement  de 
cliacun  des  deux  plateaux  suit  un  inouvement  de  transla- 
tion , e’est-a-dire  que  ses  diverses  parlies  s’elevcnl  ou  s’a- 
baisscMit  en  nn'nie  temps  d'une  mc^me  quantile.  C;tr,  en 
stipposanl  cpie  lequilibi'e  soil  etabli,  cumme  nous  venous  de 
le  dire,  il  fant  que  cet  <‘qnilibre  ne  suit  pas  trouble  par  un 
simple  cliangcmcnt  dc  position  d'nn  des  corps  pesanis  snr 
la  surface  du  plateau  qni  le  snpportc;  il  fant  dune  que  le 
centre  de  gravite  de  c^c  corps  se  di'*place  verticalcment  de 
la  ineme(|uantile,  (pielle  que  suit  sa  position  snr  le  |)latcan, 
pour  un  inemc  munvmnent  virluel  attribiui  an  syslenn*  el 
compatible  avec  les  liaisons,  sans  cpiui  la  somme  des  travaux 
virluels  de  luutes  les  actions  de  la  pi'santeur  sur  cc  systeim* 
cliaugerail  de  valetir  par  le  cliangement  de  position  dn 
corps , et  cette  somme  ne  |)onrrait  pas  (‘•ire  nnlle  dans  tons 
les  cas. 

La  condition  que  nous  venous  de  faire  connaitre , el  qni 
consisii!  en  ce  qm*  cliacun  des  deux  plateaux  doit  s’elever 
on  s'abaisser  d’nn  monvemeiil  ile  translation  poiii'  nil  mou- 
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vciiiciil  iiiriiiimeiit  petit  des  pieces  arliciilees  rpii  les  relient 
run  a raiilre,  siillit  pour  cpie  I’appareil  puisse  eire  einpluye 
a la  delerminalioii  des  poids  des  corps , en  siipposaiit , bieii 
enteiidii , (pi'il  salisfassc  d’ailleiirs  u la  condition  dc  inobilite 
dont  nous  avons  parle  tout  d’abord.  I.’c'quilibre  (|u’on  eta- 
blit  en  inettant  It*  eoi'|is  a peser  sur  run  des  plateaux,  et  des 
poids  connns  sur  I'anti  e |ilateaii , est  tel  (pie  les  divei'ses 
pii'ces  mobiles  de  I’appareil  sont  dans  les  inemes  positions 
(pie  si  les  plateaux  iiVtaient  cliarg(*s  ni  I’lin  ni  I'antre ; en 
sorte  (pie,  pour  tout  (le[daceinenl  \irtuel  dii  systenie,  la 
soinine  des  travaux  virtnels  des  actions  de  la  pesantenr  sur 
les  diverses  parties  ipii  constituent  raiqiareil  Ini-nn'-mc  est 
('■gale  a Z(*ro  : il  Taut  done  ipie  la  soinine  des  travaux  virtnels 
de  la  pesanteur,  sur  le  corps  (pi’on  vent  pifser  d’nne  part , 
et  snr  les  poids  coniius  (I'une  autre  part,  soit  sepan'inent 
nulle,  e’est-a-dire  que  le  poids  inconnn  et  rensenible  des 
poids  eomius  sont  entre  eux  dans  Ic  rajiport  inverse  des 
quantit('*s  dont  les  deux  plateaux  se  deplacent  mi  imniie 
temps  siiivant  la  verticale.  Aiiisi,  il  suilit  de  coimaitre  le 
rapport  qui  exisle  entre  ces  deplaceinents  simnitanes  des 
deux  plateaux,  estiim'*s  siiivant  la  verticale,  pour  en  con  • 
dure  le  rapport  dn  poids  incoiinu  a I'ensemble  des  poids 
eoniius  qui  lui  font  eipiilibrt;,  et  par  cons(*qneiil  pour  tron- 
ver  la  valeur  de  ce  poids  incuniiu.  Dans  la  balance  ordi- 
naire, oil  les  deux  plateaux  sont  sus|)endus  anx  cxtri'inites 
d’un  ll('*au  mobile  aiitonr  de  son  milieu , les  d('*placemenls 
simultam-s  des  plateaux  suivant  la  verticale  sont  egaiix 
I’lin  il  I’antre , et  par  suite  le  poids  du  corps  ijne  Ton  p(*se 
est  egal  ii  rensenible  des  poids  connus  avec  lesipicls  on  lui 
fait  (‘quilibre.  Il  en  est  de  m(‘■me  di;  la  balance  dc  Uoberval , 
ou  balance  ii  plateaux  snp('*ricurs,  (|iii  est  si  r('‘pandue  de- 
pnis  quelque  temps  dans  le  commerce.  Dans  les  basculi's 
diverses  employi-es  ii  peser  les  corps  iin  pen  loiirds , les  de- 
p'acemenls  simultam's  des  deux  plateaux  sont  ordinaire- 
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IIIOIII  (‘Iilir  (MIX  (iiUls  1(‘  lupport  dc  1 a 10,  on  iiKMiie  do  1 a 
100,  do  soi  lo  (pi’il  faiit  piiMidro  10  fois  on  100  fois  I'imi- 
MMiiblo  dos  poids  ouiiiiii$.  iiii<>  dans  lo  poiil  platoan  pour 
avoir  l(>  poids  dn  corps  quo  Ton  jioso. 

§ 192.  E«|ulll4ire  da  poly)i(ono  funl<>Hl«lro.  — Snppii- 
soiis  (pi’iin  lil  pai  railemonl  lloxiblo  ol  iiioxtiMisihIo  soil  sol- 
licito  par  dos  forces  K,  F,  F ",  F"',  F",  //>.  9'i,  appliipidos  a 


SOS  oxiromilos  F',  ot  a diviM's  points  B,  C,  D,  do  sa  lon- 
^iionr;  c(‘  fil  olaiit  on  iMinilibn*  sons  I'action  dos  forces  doni 
il  s'ugil,  affectora  la  forme  d'nn  p(dyi;one  avnnt  pour  soni- 
niels  les  diviM’s  points  d'applii'ation  de  cos  forces  ; on  doniio 
a nil  pareil  lil  lo  noni  de  pohjgone  fntn'rii/airc.  Xmis  al- 
lons  voir  en  qnoi  consistent  b‘s  conditions  de  son  eqnilibro. 

Cliacnn  des  cordons  B,  BC. (‘pronve  nnc  certaino 
tension,  et  Ton  coimoil  qne  cello  lension  pout  eire  (•vainde 
en  iionibre  ii  I’aide  d'nii  dyiianioin('*lr(‘  (§  SO)  (pi'on  inler- 
poserail  outre  denx  parlies  de  ce  cordon,  prealableinent 
conpi-  (Ml  nil  point  (pi(‘lcoii(|ne  d(‘  sa  lon^^iKMir.  La  tension 
dll  cordon  .\B  esl  evidomni(Mil  (‘oalo  a la  force  F,  et  la  di- 
rection de  (M‘  cordon  est  la  inemo  ((lie  cello  de  cotto  force. 
II  en  (>st  dc  iik'mik*  dn  cordon  1)F,  ipii  esl  diri}t(-  snivant  la 
direction  de  la  force  F ’,  et  donI  la  lonsiun  cst  ('gale  ii  c(  tie 
force.  .SoiiMil  T el  T , Ics  liMisions  des  cordons  iiiliM'iniMliairos 
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BC,  Cl);  Ic  point  B osl  (“II  oquilibre  sous  I'action  des  forces 
F',  F,  T,  (lout  les  denv  dmiieres  a<'isseiU  respcctivemenl 
siiivant  les  ligncs  BA,  BC;  il  sensnit  qiie  I’uiie  quelconque 
do  ces  Irois  forces  est  egale  et  directemeiit  opposec  a la 
ri'SultaiUe  des  deux  aiitres  : done  le  cordon  BC  doil  e'tre  di- 
rige  dans  Ic  plan  des  deux  forces  F,  F',  snivant  le  prolou- 
genient  de  la  diagonale  dn  paralliilograinmc  constrnit  sur 
ces  deux  forces,  appliquees  toiiles  deux  an  point  B,  cl 
la  longueur  de  cette  diagonale  deterniino  la  grandeur  de  la 
tension T du  cordon  BC.  De  nn'me,  I’equilibre  du  point  C, 
sonniis  aux  actions  des  forces  F ",  T)  F',  exige  que  CD  soil 
dirige  dans  le  plan  ineiK*  par  F'ei  par  BC,  snivant  le  pro- 
longement  de  la  diagonale  dn  parallclogramme  constrnit 
sur  les  deux  forces  F",  T,  appliquiies  an  point  C ; el  la  lon- 
gueur de  cette  diagonale  didermine  la  grandeur  de  la  ten- 
sion T'  dn  cordon  C D.  Enfin , la  force  F”,  qui  a la  ini^me 
direction  que  le  cordon  DE,  doit  (Hre  siliii‘e  dans  le  plan 
inene  par  F'"et  CD,  dirigc’e  snivant  le  prolongement  de  la 
diagoiiali*  dn  parallt^lograninie  constrnit  sur  les  forces  F"’el 
T,  appliquees  an  point  D,  et  egale  a la  force  que  represente 
(!ette  diagonale. 

Ces  conditions  d’eqnilibre  dn  polygone  funiculaire  peu- 
vent  s’exprimer  siinplement  a I’aide  d’une  construction  geo- 
inctrique,  ainsi  que  nuns  allons  le  voir.  Par  nn  point  quel- 
eonqneO  de  I’espace,  fig.  9A,  inenons  nne  droite  O.M  egale 
et  parallele  a celle  qni  repre-sente  la  force  F,  et  dans  le  sens 
dans  lequel  cette  force  agil ; jiar  le  point  .AI  ainsi  obtenn , 
menons  de  nuMiie  nne  droite  .M\  egale  et  parallele  ii  celle 
qni  represente  la  force  F";  la  droite  0.\  est  egale  et  parallele 
a celle  qui  represente  la  r(‘snltante  des  deux  forces  F,  F":  le 
cordon  BC  doit  done  etre  parallele  ;i  la  droite  UA',  et  la 
tension  T de  ce  (cordon  doit  (Hre  egale  :i  la  force  ipu"  repre- 
sente cette  droite.  On  vena  de  nn^nie  que  si  I’on  int‘ne  .\  P 
(“gale  et  parall(‘le  a la  droite  (|iii  reprt‘seiile  la  foire  I ",  01* 

il 
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sera  egale  et  parallel*-  a la  droile,  qiii  represcnle  la  r**sul- 
tant*'  des  forces  F"et  T,  appliqucies  an  point  ; le  <-ordon 
DC  doil  done  ^tre  pandlele  a la  droile  OP,  el  la  tension  T' 
de  ce  cordon  doit  t'lre  egale  a la  force  *pic  repri'-sente  cell*- 
droile.  Enfin,  si  Ton  menc  PQ,  egale  et  purallelc  a F",  la 
force  F”  doit  etr*-  paralk-le  a OQ  el  egale  a la  force  (pie 
celle  droile  OQ  reprtisenle;  de  sorte  qiie,  si  Ton  niene  par  le 
point  Q line  droile  ('-gale  el  parallel*-  a celle  *jni  l epiM-senl*- 
la  force  F",  PextiTmiU;  de  celle  droile  doil  *'oincider  avee 
le  point  0.  II  suit  de  la  quo,  si,  a partir  d'lin  point  qnelcon- 
que  0,  on  mene  a la  suite  les  lines  d**s  aiitres  les  ilroites 
0^1,  MN,  N P,  PQ,  QK,  respect iveineii I *'-gal*-s  el  paralleles 
aiix  forces  F,  F',  F ",  F"',  F",  l*-s  eondilions  dequilibre  dii 
polygone  fuiiiculaire  consistent  en  ce  qiie  : 1°  rextreinil*-  U 
du  polygone  auxiliairc  ainsi  form*-  doil  coincider  avec  sou 
point  de  dt-parl  0;  2“  les  cordons  internn'-diaires  liC,  CD  du 
polygone  fuiiiculaire  doivent  f-tre  paralbdes  aux  diagonales 
ON,  OP  de  ce  poygone  auxiliairc.  Quant  aux  tensions  de 
ces  cordons  inlerni*idiaires , ell*-s  sunt  deterininees  par  les 
longueurs  des  diagonales  ON,  OP.  11  est  bon  d'ajouter  que, 
outre  les  conditions  (rt-quilibre  qui  viennent  delre  indi- 
quees , il  faut  encore  que  les  valeiirs  que  Foil  trouve  ainsi 
pour  les  tensions  des  cordons  B(',  CD  ne  soient  pas  n*'-ga- 
tives , c’est-4-dire  qu’il  no  faut  pas  que  l*-s  forces  appliqui^es 
aux  deux  extrtiinites  de  Fun  de  ces  cordons  tendent  a rap- 
procher  ces  exlivinitt-s  Fune  de  Faulre,  au  lieu  de  lendre  a 
les  eloigner : si  Fon  Irouvait  une  valeur  negative  pour  la 
tension  d’un  cordon,  Ftiquilibre  ne  pourrait  pas  avoir  lieu  , 
k moins  que  ce  cordon  ne  fill  remplacc-  par  une  lige  rigide 
capable  de  resisleraux  actions  des  forces  qui  tendent  ii  rap- 
proclier  ses  exlremiti-s  Fune  de  Fauire. 

Dans  le  cas  particiilier  oil  les  diverses  forc*-s  F,  F',  F",. . . 
qui  agissent  sur  I*-  polygone  fuiiiculaire  soul  loutt-s  pai*al- 
lel(-s  il  nil  m*'-im-  plan,  il  i-si  ais*-  *1*-  voir  <pie  I*-  polygon*- 
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auxiliairc  OMNI* est  situe  tout  oiiiier  dans  uii  plan 

parallele  an  precedent ; le  puiygone  funiculaire  donl  les 
divers  eurdons  sont  parallulcs  aux  lignes  OM,  UN,  OP,...., 
esl  done  egalcment  situe  tout  eiilier  dans  un  plan,  qui  con- 
tient  CD  ineine  temps  les  directions  des  forces  F,  F',  F", .... 
II  en  est  encore  de  meine  lorsque  toules  les  forces  interme- 
diaires  F',  F",  F " sont  paralleles  entre  elles,  quelles  que 
soient  les  directions  des  forces  extremes  F,  F”;  car  alors 
les  coles  M N,  N P,  PQ  du  polygonc  auxiliairc  sont  dirigds 
suivant  uue  mt>ine  ligne  droilc,  et  par  consequent  ce  poly- 
gone  auxiliairc  prend  dans  son  ensemble  la  forme  d’un 
triangle  : Ic  polygonc  funiculaire  est  done  necessairement 
silue  tout  enticr  dans  un  plan  parallele  au  plan  de  ce 
triangle. 

S 11*3.  Nous  ponvons  appliquer  ce  qui  pivcede  a la  de- 
termination de  la  forme  des  cliaincs  qui  supportent  un  pont 
siispendu.  Ces  cliaines  sunt  reliees  au  tablier  du  pont  par 
des  bari'es  vertieales  equidistautes.  Dans  la  construction 
d'nn  pareil  pont,  un  s’impuse  la  condition  que  ces  barres  ver- 
licales  soieut  egalement  lendues,  c’esl-a-dirc  que  cliacune 
d’elles  ait  a supporter  une  meme  portion  du  poids  total  du 
tablier  : c’esl  d’apres  cette  condition  (jue  I'oii  clierctie  la 
forme  que  doit  prendre  (diacuue  des  cliaines,  cuusidertV 
cumme  conslituaut  un  polygonc  funiculaire. 

,Y 


Fig.  »5. 

Soient  ABCDF,  /?jy.  0.5,  une  portion  quelconqiie  de  I’une 
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de  ces  chaiues,  et  A A',  B B',  C C',  D D',  . . . . Ics  ban  cs  verli- 
calcs  qui  relicnl  cette  chaine  au  lablier.Conslriiisoiis  Ic  po- 
lygene auxiliaire  OM  X PQ  dii  paragraphe'pnW  edcnt.  Pom- 
cela,  nous  menerons  par  un  point  quclconquc  0,  une  droilc 
0 .M  parallele  a A B et  egalc  en  longueur  a la  ligne  qui  re- 
presente la  tension  de  AB  supposee  coniuie ; par  Ic  point  M, 
nous  menerons  une  ligne  MX  verticale  et  egale  a cclle  qui 
represente  la  charge  siipportee  par  la  barre  B B' ; par  le  point 
N,  nous  menerons  de  nn5mc  une  ligne  X P vertii'alc  et  egale 
beetle  qui  represente  la  charge  de  la  barre  CC' ; et  ainsi  de 

suite.  Les  barres  BB',  (X’,  DD’, devant  I'tre  egalement 

chargees,  les  lignes  MX,  XP,  PQ,  ....  seront  toutes  de 

mt^me  longueur.  Xous savons que  les  c6tes  BC, CD,  DE, 

doivenl  etre  respectivement  paralleles  aux  lignes  OX,  OP, 
OQ,....V  oyons  maintenant  quelles  sont  les  constiquences 
que  nous  pourrons  tirer  de  cette  construction. 

TraQons  une  ligne  mnpq  parallele  a MXPQ,  et  passant 
a une  distance  du  point  0 egale  a la  distance  cousiante  B’ 
qui  separe  deux  barres  consecutives ; les  portions  m n,  np, 

pq, de  cette  ligne  comprises  entre  les  points  oii  elle 

coupe  OM,OX,OP,  OQ,...  . seront  egales  entre  elles.  Pour 
etudier  la  forme  de  la  chaine  ABCD, . . . , rapportons  ses  di- 
vers sommets  a deux  axes  O'X,  O’Y,  dont  I’un  cst  dirige  sui- 
vant  le  cdte  AB,  et  I'autre  est  la  verticale  menee  par  le  mi- 
lieu O'de  ce  edte.  Menons,  en  outre,  par  les  poinu  C,  D,.... 

des  lignes  Cd,  De, paralleles  a O'X.  II  est  aise  de  voir 

que  les  lignes  Be,  Cd,  De, sont  toutes  egales  a 0/«  ,• 

d’ailleurs  les  cdtes  AB,  BC,  CD,  DE, etant  respective- 

ment paralleles  a 0//i,  0«,  Op,  Og,...,  les  angles  CBc, 

DCrf,  EDe, sont  respectivement  egaux  aux  angles 

mOn,  mOp,  mOq , , et  les  angles  BeC,  (',</D,  DeE, . . . . 
sont  tons  egaux  a I’angle  Owi«  : done  les  triangles  BCe, 

CD«/,  DEe, sont  respectivement  »-ganx  aux  triangles 

Om»(,  Omi/»,  ihfiq,...,  el  par  suite  les  lignes  t>,  Drf,  Ee,.... 
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sent  respectivemcnl  i‘gulcs  a mn,  mp,  mq,...,  e’est-a-dire 
a mn,  2mn,  Smn, ....  Designons  Be  par  a,  et  Cc  par  A. 
Nous  aiirons  evidemmenl  pour  Ics  coordonnees  du  point  B, 

y = o; 

pour  celles  du  point  C , 

*=’o,  y = bi 
pour  celles  du  point  I), 

y = b + 2b\ 

pour  celles  du  point  E , 

y = A-4-2A+3A; 

et  en  general , pour  les  coordonnees  d’un  sommet  quelcon- 
que  de  rang  n , 

2/1—1 

y = b+2b+ib+ +(/t  — = A. 

Si  nous  eliminons  n entre  ces  deux  dernieres  formules, 
nous  trouvons  I’equation 


a‘ 

It 


qui  est  cellc  d’une  courbe  passant  par  tons  les  sommets 
A,  B,  C,  D, . . . : on  voit  que  cette  courbe  est  une  parabolc. 
du  second  degre , ayant  I’axe  des  y pour  un  de  ses  dianie- 
tres , et  par  consequent  ayant  son  axe  de  figure  dirige  verti- 
calenienl. 

Supposons , ce  qui  a lieu  liubituclleinenl , que  I'un  des 
cdles  de  la  chalne  soit  horizontal , et  que  nous  connaissions 
I’iiiclinaisou  d’un  autre  c6te  quclconque , du  c6te  extreme 
par  exemple ; nous  pourrons  facilcment  determiner  la  forme 
de  la  cbalne  entre  ces  deux  cdtes,  ainsi  que  les  rapports 
des  tensions  de  ses  diverses  parties  a la  charge  constante 
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que  diaciin  do  ses  sommets  doit  supporter.  Pour  cela , Ira- 
«;ons  une  ligne  horizontalc  ST,  fig.  96,  puls  nienoiis  par  le 


Kig.  96. 

point  S une  verticale  sur  laquellc  nous  porlerons  autant  de 

longueurs  egales  SK,  UQ, , NM,  qu’il  y a de  sommets  dc 

lu  chaine  entrc  le  cdte  liorizontal  et  le  cdte  dont  I'inclinuison 
nous  est  donnec ; mcnons  ensuitc  par  le  point  M une  iigne 
.MO,  inclinee  comme  ce  dernier  cote  : nous  pourrons  re- 
garder  les  longueurs  S R,  RQ,. . . .M  .\,  comme  represcntatil 
les  charges  egales  des  divci's  sommets , et  alors  la  longueur 
M 0 representera  la  tension  du  cdte  auqiiel  cette  lignc  est 
parallele , SO  representera  la  tension  du  cdte  horizontal , et 
eiilin  les  lignes  RO,  QO,...  . feronl  connaitre  a la  fois  les 
directions  des  cdtes  intermediaires  et  les  tensions  de  ces 
cdtds.  Si , apres  avoir  mene  une  serie  de  paralleles  equl- 
distautes  destinees  d representer  les  directions  des  diverscs 
barres  verlicales  de  suspension , on  trace  le  cdte  horizontal 
F G entre  deux  de  ces  paralleles , il  sulDra  dc  ineiier  par  le 
point  F une  ligne  FE  parallele  a OR,  puis  par  le  point 
E une  ligne  ED  parallele  a OQ,  et  ainsi  de  suite,  pour  avoir 
la  figure  ABCDEFG  de  la  partie  dc  chaine  comprise  entre 
le  cdtd  horizontal  FG  et  le  cdte  AB,  dont  I’inclinaison  est 
donnee. 

Nous  u’avons  pas  besoin  d’en  dire  davantage  pour  faiie 
comprendre  I’usage  du  polygone  aiixiliaire  dans  la  solution 
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lies  ilivnsi's  (|uoslioiis  (in’oii  poiirraii  so  piojiosor  ii-l:ilivo- 
tiionl  :i  la  duiiiie  dos  poiils  siispomlns. 

§ 19^1.  Equillbrr  d’nn  til  homog^ne  |ieKRnl.  — Siip- 
posons  (|u’iiii  fil  iiioxtonsiblc  el  parfuitcmcnt  flexible  soil  ai- 
laelie  par  ses  deux  cxlrcmiles  a deux  poiiils  fixes,  el  clier- 
ehons  la  figure  d’<‘(piilibre  qu’il  prendra  sous  I’acliou  de  la 
pesanleiir.  iVous  adiuellroiis  (;ue  ce  fil  csl  homogeiie,  c’esl- 
a-dire  quo  les  divei'ses  porlioiis  de  meine  longueur  dans 
lesApielles  on  pourra  le  deeomposer  onl  loiites  ml^mc  Inassc. 

Imaginuns  que  Ic  fil , pris  a I’etal  d’equillbre , soil  divise 
eu  line  infiiiile  d eleinenls  ayanl  lous  une  menie  longueur 
infinimeiil  pelile  dx ; nous  pourrons  regarder  ces  divere  elo- 
nienU  eoinine  elunl  les  cdles  d'un  polygunc  infinitesimal 
siiivant  lequel  le  fil  esl  dirigc.  Designons  par/>  le  poids  dc 
I’unile  de  longueur  du  fil ; le  poids  de  cbacun  des  elements 
sera  egal  a pdx.  II  esl  aise  de  voir  ipi’an  lieu  de  regarder  la 
pesanteur  eominc  agissani  sur  loule  la  longueur  de  cbacun 
des  elemenls  du  fil , on  pent  supposer  que  le  polygone  infi- 
nitesimal rorini*  par  la  succession  de  ces  elements  soil  uiii- 
quement  soumis  a des  forces  vcrticalcs , toules  egalcs  a 
pd» , appliquees  a ses  difTiuents  soinmets  : la  forme  (pie  Ton 
trouvera  pour  ce  polygone  qifinitiisimal  sera  precistbncul 
celle  qu’aflectera  Ic  fil  homogene  pesant  quo  nous  conside- 
rons.  La  quesiion  d’equilibre  dont  nous  nous  occupons  n’cst 
plus  des  lors  qu'un  cas  particulier  dc  lequilibre  du  poly- 
gone funiculaire. 

Toules  les  forces  appliqiu’-es  aux  divers  somnicls  du  po- 
lygone infinih'sirnal  donl  il  s’agil  (■taut  paralli'les  eiilro  dies, 
nous  savons  di'-ja , d’apres  ce  qui  a eu-  dit  prec(?demmcnl 
(S  192',  que  ce  polygone  doit  (Hre  siliu’  tout  entier  dans  un 
plan  , qui  sera  le  plan  vertical  ineiu'  par  les  deux  points 
d'altaclie  du  fil.  Rapportoiis  les  divers  points  du  fil  a deux 
axes  coordonm'-s  dirig(^  dans  ce  plan  , el  prenonS  pour  axe 
des  X une  ligne  horizontale,  el  pour  axe  des  y une  verticale; 
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supposons,  en  outre,  que  les  y se  comptent  positivenient 
de  bas  en  haul.  Soient  T la  tension  d'un  c6te  quelconqiie  du 
polygone  infinitesimal  dont  nous  clierclions  la  forme , et 
dx,  dy,  les  projections  de  ce  cdte  »ur  les  axes  coordoiiiies; 
les  composantes  de  la  tension  T,  siiivant  des  paralleles  aux 
axes  , auronl  pour  valeurs 

T— 

rfj  ’ rfi  ■ 

Si  nous  considerons  les  composantes  analogues  de  I'eleinent 
suivant,  il  esi  dair  qiiVllcs  aiiront  pour  valeurs 


dx 

ds 


ds 


D’api'OTcela,il  estaise  de  voir  que,  pour  I’eqiiilibrc  du  sommet 
commun  a ces  deux  elements  conseciitifs  du  polygone  infi- 
nitesimal, on  doit  avoir  les  equations 

‘iy\ 


(«) 


qui  expriment  que  les  sommes  des  projections  des  forces 
appliquees  a ce  sommet  sur  cliacun  des  deux  axes  coor- 
donnes  sont  separement  nulles  (§  106).  L'integration  de 
ces  deux  equations  difTerentiellcs  va  nous  faire  connaitre  la 
forme  d’eqiiilibre  du  lil. 

La  premiere  des  equations  (« ) s’integre  immediatement 
el  donne 

dx 


Q etanl  unc  constanlc  arbitraire  j cette  constante  Q est  i^i- 
demment  la  valeui-  de  la  tension  T,  an  point  le  plus  bas  du 
lil , c’est-ii-diie  qu’elle  represente  la  tension  de  I element 
horizontal  qui  se  Ironve  a ce  point  Ic  plus  bas,  pnisqne, 
pour  cel  edement , d.r  est  egal  a dx.  Si  Ton  lire  de  la  la  va- 
lenr  de  T,  pour  la  substituer  dans  la  seconde  des  equations 
(rt),  cette  equation  devient 
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oil  bini  en  reiii|iliii;ant  rf*  (lar  sa  valour  rfj*  y/l  + i 


<lx- 


= .. ...  ‘.> 


(b) 


a (Maul  mis  iiuiir  simoliliiM'  a la  placo  lie  — . Ka  letlre  a dc- 

P 

sigiie  iMdemmeiit  la  kmguciir  d'lme  portion  dii  HI,  doiil  le 
poids  pa  est  egal  a la  tension  Q,  an  point  le  pins  bas. 

En  integrant  leipialion  (A),  on  ironve 


/. 


l,a  eonstante  qne  nous  devrions  ajonler  ii  I'lin  des  denx 
inembres  est  nnllc,  si  nous  eonvenons  de  prendre  pour  axe 
lies  ij  la  vertieale  mem'-e  par  le  point  le  plus  bas  du  fil,  dc 

(Jy  t 

lL‘llo  sorlo  quo,  pour  j"  = o,  on  doit  avoir  — =o.  L oquutioii 

(e),  n-solue  par  rapport  a donne 

djT 


dt 


d’oii,  en  inir-grant  de  nouveau,  et  supposant  que  I’axe  des  r 
soil  ehoisi  dc  inaiiiere  que  la  eonstante  soit  nnlle, 


I'elle  est  IV’ipialion  de  la  eoiirbe  qu’airoete  un  fil  lioniog^“iie 
el  parraileinent  flexible,  sous  raelion  de  la  pi-santeur.  Cette 
eoiirbe,  que  Ton  nomme  rhuinelte,  jouit  de  proprietes  re- 
inarquables ; inais  ee  n’est  pas  iei  lelieii  dc  nous  en  occuper. 
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§ 195.  .\iiisi  (jiio  nous  I'avons  ilit  18.1%  les  coii- 
dilions  dV-quilibii*  d’uii  solidc  invariable  peuvcnl  (‘tie  ap- 
pliqiK'cs  a iin  sojide  naliirel , soil  en  |irenant  ce  solide  aver 
lu  rorine  qu'il  possiidail  avani  cpi'il  li'il  soiiinis  a I'aetion  des 
forces  qiie  I'un  eunsid(‘ie,  suit  en  Ini  attribnant  la  forme 
(lu’il  a prise  sons  I'aclion  de  ces  forces.  Dans  le  premier  cas, 
on  ne  commet  geiK'ralement  (pi’niie  eri'eni'  tres-petile,  el 
d’antanl  pins  petite  (pie  le  solide  esl  moins  deformable; 
dans  le  second  cas , on  ne  commet  ubsolnment  aucune  er- 
retir.  Mais  cette  seconde  manicre  d’appliqner  les  conditions 
d’l’quilibre  d'un  solide  invariable  a I’equilibrc  (I’nii  solide 
iiaturel , no  pent  (!‘ti-e  employee  qu’autaiil  qne  Ton  a a eln- 
dier  tin  (‘quilibrc  existaiit  riiellement,  el  qne  Ton  vent  trou- 
vcr  les  grandenrs  de  qiielques-iines  des  forces  qui  agissciil 
stir  le  solidc  considtini.  Si  I’on  donnc  tin  solidc  nuturel , el 
qu’on  demande  s’il  puiirru  (‘Ire  cn  equilibre  sons  I'aetion  de 
diverses  forces  donimes,  en  les  siipposant  appliqiiees  a cer- 
tains points  (l(!  CO  solide,  on  ne  connait  pas  d’avance  la 
forme  qii’alfeclera  ce  solide  lorsqne  ri-qiiilibre  dont  il  s’agil 
sera  (‘tabli , si  tonlefois  il  pent  s’elablir;  II  lain  aim’s , on 
bien  (pi’on  imglige  la  d(^forniation  qne  les  forces  feront  sii- 
bir  an  solide,  on  bien  qn’on  saclie  comiiK’iit  il  se  deforme 
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sous  I'nclioii  (If  loircs  (Ioiiik'-cs.  Dans  la  pliipart  dcs  cas,  on 
opoif  (If  la  preniifi  f inani(':i  f j cVsl-a-dirf  (juf,  dans  la  i(^- 
(■lierclif  des  relalions  auNtpiflles  doivfiit  salisfaire  los  foicos 
appliqiiffs  ail  solidf  pour  qii'il  y ait  (■qiiilibif , on  if{;aide 
cf  solidf  roniine  ayaiit,  sons  raction  des  Toifcs,  exaftfiiifiil 
la  foriiif  qii’il  avail  avaiit  dflif  soinnis  a ccltf  action.  Seii- 
lomenf , qiiand  on  suit  cettc  mai  flie,  on  doit  oiisiiilf  sc 
pniofciipcr  dc  d(^lfnnincr  los  tensions  cl  pressions  (]ni  so 
di^cloppont  dans  Ics  divorscs  parlios  dn  solide,  aliii  devoir 
s’il  pent  supporter  oes  tensions  on  ces  pressions  sans  se 
briser.  Les  questions  qiie  nous  allons  trailer  dans  ee  ciia- 
pilre  sufliront  pour  donner  line  idw  netle  de  celle  nianiere 
d’opiM'er. 

§ 196.  Resifilunce  d'un  Holide  priKiiiatique  a re.v- 
lenaion  el  a la  eompreMMion.  — LorMiu'iin  solide  honio- 
g;ene  de  forme  prismatiiiiie , tel  qu’iine  piece  de  bois  de 
fliarpente  on  une  bane  de  Per,  esl  fixe  a I’une  de  ses  extie- 
init(‘s,  ft  soinnis  a son  autre  extn'anite  a I’aetion  iriine  force 
F,  qui  tend  a I’allonger,  il  ('proiive  en  elfet  un  certain  allon- 
"fiiienl  qui  varic  avec  rinlensiU'  de  la  force  F.  .Si  I'on  de- 
signe  par  t la  longueur  primitive  dii  solide,  par  t I’allon- 
gemenl  prodiiit  par  I'action  de  la  force  F,  et  par  w I’airc  de 
sa  section  Iraiisversale , Fexpi-rience  indiqiie  quo  I'oti  a 

F = E CO  j , 

E elaiil  une  conslante ; c'esl-ii-dire  quo  la  force  F esl  pro- 
portionnellc  a Faire  code  la  .section  iraiisversale  du  solide, 

i 

et  aussi  a i’alloiigenient  ^ de  riinilc  de  longueur  de  ce  so- 
lide. Le  coenicieiil  E,  ipii  di^pend  unupieinent  de  la  nature 
du  corps,  est  babiliiellemeiit  di-sigm*  sous  le  noin  de  co- 
efficient d'claxticilc.  Celle  relaiion  enlre  la  force  F et  l’al~ 
longenienl  i qn'elle  d('-lermine,  ii’esl  vraie  (railleiirs  qu’aii- 


Digitized  by  Coogle 


•jfi'l  LIVRE  III.  — l>Y.\AJIiyi  K.  OElXlfcME  I'ARTIE. 

laiit  quo  i iic  dopasso  pas  iiiio  cortaine  limito;  on  sorlo 
qu'oii  no  doil  cii  faire  usage  qu'avoc  celle  restriction. 

Si  le  inome  solide  prismaliqtie,  fixe  a I'nnc  de  ses  extremi- 
tes,  est  soiiniis  a rantre  extreinite  a I’aetiun  d’unc  force  qni 
lend  a le  raccoiircir,  rintensit*'  de  la  force  et  le  raccourcis- 
senieiil  qu’epronve  le  solide  sont  encore  lies  I’aii  a rautr<- 
par  la  relation  precedente ; en  sorte  qn'oii  pent  y regarder  i 
coniine  representant  un  allongenient  positif  on  negatif, 
suivaiit  qiie  la  force  F agit  dans  le  sens  convenaWe  pour  al- 
longer  le  solide , on  bieii  dans  le  sens  opposr'-.  Cette  relation 
lie  pent  egaleinent  s’appliqner  an  cas  oil  K et  i sont  tons 
deux  negalifs  i|irantant  qne  la  valour  ahsolue  de  / n’est  pas 
irop  grande ; la  limite  dn  racconrcissenient  au  dela  de  la- 
quelle  la  forninle  cesM-  d’etre  vraie , differe  d’aillenrs  en  g<^ 
neral  de  la  liniile  analogue  correspondant  a ralloiigenienl. 

La  relation  experinientale  qne  nous  venons  de  faire  con- 
nailre  va  nous  perniettre  d’c^iidier  I’equilibre  des  solides 
naturels  dans  divei’ses  circonsiances. 

§ 197.  Eqalllbre  d'un  Mtliiie  allonge  Hollicile  par 
deti  fareex  qul  lendeni  a le  faire  fleehlr  traasiensa- 
lemenl.  — Considerons  d'abord  un  solide  ayant  la  forme 
d’un  prisnie  symetrique  par  rapport  a nn  plan,  et  supposons 
quo  cc  solide  soit  soumis  ii  des  forces  qui  tendent  a le  faire 
llechir  parallelement  a ce  plan.  Xoiis  allons  clierclier  ii  de- 
terminer la  forme  qne  prendra  le  solide  sons  Faction  des 
forces  (|iii  Ini  sont  appliqin-es , en  adnu'ltaut  tout  d’abord 
quo  la  deforniation  qii’elles  lui  font  eprouver  est  tres- 
petite. 

Soit  mn,  fig.  97,  line  section  norniale  du  solide  pris  a 
I’lMal  d’eqiiilibre;  cello  section  divise  le  solide  en  deux  par- 
lies  .V  et  11.  .Nous  adnieltrons  (pie  les  molecules  qni  sont 
dans  le  plan  do  celle  section  norniale  ('*laienl  di'jii  dans  un 
memo  plan  perpendiculaire  aux  airles  du  prisme  avanl  s;i 
flexion.  Xous  adnieltrons,  en  outre,  qne  les  forces  ext^- 
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riiMiivs  qiii  agUsnit  siir  la  panic  H «Iii  sdIiiIc  sc  icduisL'iit , 

soil  a mi  couple  C,  donl  Ic 
? ^ pl;,„  ,.si  parallcic  an  plan  do 

y syni(‘tric , soil  a unc  seulc 
force  F dirigi'c  dans  Ic  plan 


1 ; de  symclric  parulleicnicnl  a la 

1 t s<‘ciioii  //I/I. 

I t 

j ; Considcrons  la  panic  J1  du 

i ; solido  tonic  simiIc  , cl  i cgar- 

I dons-la  coininc  tdanl  (in  solidc 

1/  invariable  'g  18.V.  II  y a 

i;  ccpiilibre  cnlrc  ionics  Ics  for- 

j;  CCS  cpii  Ini  sonl  appliquees  , 

<■'  c’csl-ii-dirc  cnlre  Ic  couple  C 

9‘-  on  la  force  F,  cl  Ics  divci'scs 

forces  niolecnlaircs  qui  provicnncnt  de  I'aclion  de  la  panic 
A du  solidc  sur  celle  panic  B.  (diaenne  de  ccs  dcrnicrcs 
forces,  agissanl  snr  unc  dcs  inolccnlcs  de  H silnccs  dans  Ic 
vuisinage  de  la  scclion  //i/i , penl  elre  dccoinposce  en  dcu\ 
composanles,  donl  Tune  agil  perpendiculaircinenl  u iii/i , el 
I’aulreagildans  le  plan  mn.  D'apres  Ics  condilioiisd  equilibre 
('■lablics  pn'*cedeniineiil  177  el  178),  on  pciil  dire  qne  : 

1°  La  soininc  des  coniposanics  noianalcs  a mu  ilcs  aclions 
niolceulaires  cxercccs  par  A sur  B esl  nulle,  puisque  la 
soinnie  des  projeclions  des  aiilres  forces  sur  une  jterpeudi- 
culaire  a mn  est  nulle  par  liypollicse ; 

2“  La  somnie  des  composanles  de  ces  mdines  aclions  nio- 
leculaires  suivant  mn  esl  nulle , si  les  anires  lorccs  qui 
agissent  sur  B sc  reduisenl  a iin  couple  C;  celle  somnie  esl 
egale  a la  rcsullanle  F de  ces  aulres  forces,  si  dies  en  oiil 
unc,  puisque  nous  avons  admis  ipic  la  resiillaiile  F esl  diri- 
gee  parallelemenl  a mn  ; 

3"  Entin  , la  somme  dcs  momeiils  dcs  composanles  nor- 
ma les  a mn  de  ces  niemes  aclions  mnleciilaires , pris  par 
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rapport  ii  tin  a\o  (|ii(‘lcoiiqiU‘  diri{'(‘  dans  lo  plan  mu  por- 
poiidii  ulaimiipnl  an  plan  do  synn'-lrur,  osl  <‘galr,  soil  an 
nioinenl  do  la  I'orco  F pris  jiar  rapport  an  nioine  axe,  soil 
an  niomonl  dn  lonple  C. 

Pour  lirer  de  ces  trois  propositions  Ics  consi'-qiiencos 
qiiVllos  ronrerniont , rt  (pii  vonl  nous  condniie  a la  deter- 
mination de  la  forme  d')'‘<iiiilibre  dii  solide  prisnialique  dont 
il  s’a}?il , eonsiderons  unc  seconde  section  nui'niale  i/i'/i', 
inliniment  voisine  de  la  section  mn , el  conrevons  qne  la 
jiortion  mum'n'  An  solide  soil  divisee  en  une  infinite  de 
prismes  eli'-inentaires , ayant  lenrs  aivles  dirigees  perpen- 
diculairement  a mn.  ties  prismes  idi'incntaires  penvenl  t'tre 
regardes  eomme  etant  des  portions  infinimenl  petites  d’an- 
lant  de  fibres  dont  rensomble  conslilne  le  solide  tout  enticr, 
et  qni  selendcnt  dans  tonte  sa  longueur,  parallelemenl  a 
ses  ari'tes.  Parmi  ees  portions  de  fibres  comprises  entre  les 
sections  mn,  ni'n,  il  y en  a necessaireinenl  (|iii  se  sont 
allongees  el  d'anlres  qni  se  soul  raccoun  ies  par  suite  de  la 
deformation  dn  solide;  car  si  elles  sVtaient  lontes  allongt-i'S 
on  lontes  racconreies,  la  somme  des  coinposanles  norniab's 
a mn  des  actions  moleenlaires  exercees  par  ,\  sur  B ne 
ponrrait  pas  <'tre  nnlle , coinme  I'indiqne  la  premiere  des  trois 
propositions  priVedenles.  On  comprend  done  qne , enlie  les 
fibres  (|iii  se  sont  allongees  et  celles 
(]iii  se  sont  racconreies,  il  doit  y en 
avoir  qni  n’oiil  snbi  ni  allongement  ni 
raccourcissenient  ; ces  fibres  inlernK^ 
diaires,  dont  les  elements  n’onl  pas 
change  de  longuenr,  malgri-  la  de- 
formation dn  solide, se  nominent  fibre* 
neutre*.  Aons  admellrons  qne  les 
points  oil  les  fibres  nentres  rencon- 
Irenl  le  plan  de  la  section  mn  sont  tons  sillies  snr  line  ineme 
ligne  di'oite  IT",  fig.  98,  perjiendicnlaire  an  plan  de  synie- 


Fig.  9». 
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trio 5 nous  proiuli  oiis  t(“llc  droilo  I'l  line  druile  VV',  dirigei- 
siiivniil  I'iiitci'section  de  mn  avco  le  plan  de  symetrio , pour 
axes  coordoiini'S  dans  leplan  de  la  secliun  mn,  et  nous  desi- 
gnci'ons  par  u el  r les  coordoiiiiws  d’lin  poinl  quelconque 
par  rapport  a ees  axes. 

.Suit  pp,  fig.  97,  la  tibrc  nciilre  siltii'e  dans  le  plan  de 
symetrie,  designons  par  p le  rayon  de  coiirburc  de  cette 
tibre  eii  p,  apres  <pie  le  solide  a siibi  sa  derormatioii.  Consi- 
derons  iin  idement  qg'  d’une  libre  qiieleonque,  doiit  le  point 
de  rencontre  aver,  le  plan  mn  a pour  coordoniiecs  u,  r, 
dans  ce  plan  , e^  dont  la  section  iransversale  a pour  aire  w. 
La  longueur  de  cet  eliunent  ('•tait  primilivemcnt  pp,  puisqiie 
les  plans  mn,  m'/i'iHaient  parallcles.  .\pres  la  derorniation 

dll  solide,  elle  est  deveiiiie  egale  a pp'  : cet  elemiuil 

0 

I 

V V 

s(*sl  done  ullongd  de  et  par  cousequenl  - esi  le  rap- 

p p 

port  de  sq/i  allongcineiit  a sa  longueur  primitive.  D'apres 
ccia,  si  nous  noinmoiis  ^ la  force  iiorinale  a mn,  qni  pro- 
duit  rallongement  de  I'elilmeiit  qq',  nous  aiirons  (§  196) 

r 

® = E <i)  — . 

^ P 

Nous  poiivons  regarder  la  force  comme  etant  line  des 
composantes  nurmales  a mn  des  actions  moleciilaires  exer- 
cecs  par  la  parlie  dii  solide  siir  la  parlie  B ; la  soinine  de 
CCS  composantes  ayanl  pour  valnir 


et  devant  etre  niille  d'apres  ce  qui  precede , il  s’ensuil 
qii'oii  a 

i wr  = 0. 

Ce  resiillal  nous  monire  qiie  le  1^11110  de  gravin'*  de  la  sec- 


Digitized  by  Coogle 


;iti8  MVnF.  III.  — DYNAMigi  K.  DEI  Xll'.ME  l>ARTIE. 
lion  mn  csl  sitiie  siir  I’axo  Dl"  (g  18C);  ct  coniine  d’ail- 
lcui's,en  raison  do  la  synidtrio,  co  cniiro  do  gravitd  so 
trouve  iiecossairoinent  sur  VV',  il  on  idsnllo  qu’il  esl  an 
point  d’intei-soclion  0 do  cos  denx  axes  : done,  ddjii  la  fibre 
iientre  sitm-o  dans  io  plan  do  synidtrio  passe  par  Ic  contro 
de  gravite  d’uno  section  nornialc  qnelcoiiqno  mn. 

D’apros  la  troisiemo  dos  propositions  enonedes  ci-dossns 
rolativoniont  a rdqnilibro  do  la  partioBdn  solidc,la  sonimo 
dos  inoinciits  dos  forces  telles  quo  s par  rapport  a I’axe  L T' 
est  dgale  an  moment  do  la  force  F,  par  rapport  a cot  axe , 
on  bien  an  moment  dn  couple  C;  cettc  soinnio  do  monients 
a pour  valour 

— 2 w r’  : 

P 

on  Ini  donno  le  nom  do  moment  d’elanlicile.  En  dgalant  Io 
moment  d'elasticite  an  inonient  du  couple  C,  on  bion  an  mo- 
nient  de  la  force  F par  rapport  a UU',  on  aura  nno  dqnatioii 
qni  fora  coiinaltro  Ic  rayon  do  courbnrc  p do  la  fibre  iiontre 
pp'  AW  point  et  qui  dcteriiiinera  par  consd(|uenl  la  forme 
de  ceite  fibre  dans  toute  sa  longueur,  co  qui  ost  prdcisemont 
Ic  but  que  nous  nous  proposoiis  d'attcindro.  >'ous  savons 
que,  si  la  fibre  ncutre  ost  rappoi  tdo  a dos  axes  coordonnds 
rectaiigiilairos  traces  dans  son  plan , on  a pour  o la  valour 


Mais  nous  avoiis  admis  que  la  dd-forniatioii  dn  solide  ost 
tres-potito ; do  sortc  ipie,  si  nous  pronons  pour  axe  dos  jt  la 
ligiie  droito  suivant  laquclle  la  fibre  iioutro  etait  priniitive- 


• «y  . ... 

nient  dirigeo,  petite  quaiitite  doiit  nous  pouvoiis 


ll(■•gliger  le  cam*  a cdti-  de  riinite.  .\oiis  pouvons  done  pren- 
dre pour  p la  valour  simple 
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I't  si  nous  (losigiions  par  fx  le  faclour  iiwr’,  rexpressiou 
clu  momriit  d’elastirite  deviciitira 


La  (iuanlil<‘  y.,  oil  depond  iiiiiipiement  do  la 

fornio  do  la  section  Iransversale  mn  dii  solide;  on  pent  la 
delerininer  on  prenanl  pour  element  u do  eette  section  , le 
redaiigle  inrmiinent  petit  dont  les  c»')tes,  paralleles  aux 
axes  OL',  OV,  fiij.  98,  sont  egaux  a da  et  dr,  en  sorte  quo 
Ton  aura 

y =:  ff  V*  du  dv , 

les  limites  de  I’iiitegrale  double  etaiit  fournies  pur  la  forme 
du  contour  de  la  section  mtt.  Cette  (|uantite  y est  ce  qu'on 
nomme  le  moment  d’inertie  de  la  seclioii  mn  par  rapport 
a I’axe  OU.  Nous  vei  rons  plus  lard  d’oii  vient  ce  uom , et 
nous  etablirons  des  tlu'oi'enies  importaiits  stir  les  nionieiits 
d’inertie.  Pour  le  nionieiit , nous  nous  coiitenterons  de  faire 
connaiiro  la  valeiir  de  a pour  divei-ses  formes  simples  attri- 
biiee*  ii  la  section  mn.  Si  mn  est  tin  rectangle  de  base  h et 
de  hauteur  2«,  la  base  h etaiit  parallele  ii  DU',  on  a 

y=\ba?  = \iia'‘, 

en  desigiiant  par  U la  surface  du  rectangle.  Si  mn  est  un 
triangle  isocelede  base  b et  di.‘  liauteur /i,  la  base  etaiit  pa- 
rallele a ri'',  oil  a 

y = i;bld=^,iih\ 

0 etant  encore  la  surface  du  triangle.  Si  mn  est  iiii  cercle 
pleiii  de  rayon  r,  on  a 

u = ; r*  = ; li  r\ 

24 
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Enfin,  si  mn  cst  I’cspacc  conipris  oiitiv  deux  circonfercnces 
de  cerclc  concentriques  de  rayons  r et  r',  on  a 


f,=zi7r(r‘-r’‘)  = ^ Q (r«  + r'>). 


§ 198.  Nous  allons  donner  plusicurs  cxemples  de  I’appli- 
cation  de  la  iheoric  qui  vienl  d’etre  expos(*e,  a la  determi- 
nation de  la  forme  d’equilibre  d'nn  solide  prismatiqne  sou- 
mis  a I'action  de  forces  qui  le  font  ilecliir  transversalement. 

Snpposons  d’abord 
que  le  solide  suit  en- 
castre  a rune  de  ses 
extremites , fig.  99, 
de  telle  sorte  que, 
non  - seulement  I’ex- 
trcinite  0 de  la  fibre 
neutre  suit  fixe,  mais 
encore  que  la  tan- 
gente  a cette  fibre  en 
O ne  puisse  pas  chan- 
ger de  direction.  Si  le  prisme  est  soumis  a I'action  d’une 
seule  force  F^agissanta  I’autre  extremite  et  perpendicu- 
lairement  a la  direction  primitive  UX  de  la  fibre  neutre, 
on  devra  exprimer  que  le  moment  de  la  force  F par  rap- 
port au  point  p,  oil  la  fibre  neutre  perce  le  plan  mn  d'uiie 
section  transversale  quelcouque^  est  egal  au  moment  d’e- 
lasticite  du  prisme  correspondant  a cette  section. 

D’apres  cela , si  jr  et  y sont  les  coordonnees  du  point  p 
par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  et  si  I est  la  longueur  pri- 
mitive du  prisine,  longueur  qn’on  pent  prendre  sans  erreur 
appreciable  pour  I’abscisse  du  point  d'applicatiun  de  la  force 
F,  on  aura 
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du 

rl’oii,  Pii  inlegnmt  et  observant  (jue  y ot  soiit  nuls  pour 
x=o, 

Idle  esl  I'equalion  clc  lu  courbe  furnn-e  par  la  fibre  neutre , 
par  suite  de  I’actioii  de  la  force  F.  La  fleclie /,  produile  par 
I’aetioii  de  la  force  F,  c’esl-a-dii'e  la  <|iiaulile  doiil  I'exlre- 
inile  de  la  tibre  neutre  s’esl  ecartee  de  I'axe  OX,  s’oblicnt 
eii  faisaut  x — l dans  la  valeur  dc  y,  ce  qui  donne 


Supposons  inaintenanl  (|ue , le  prisme  etant  dans  li>s 
nlcnle^  conditions  que  precedeniinent , il  soit  sounds  iini- 
qnenient  a I'aclioii  de  la  pesanleur  dirigt'-e  paralleleinenl  a 
I’axe  UY.  La  r('■sullante  des  actions  dc  la  pesanteur  sur  Ics 
diverses  molecules  de  la  portion  du  prisme  qui  se  trouve  a 
droite  de  la  section  mn  a pour  valeur  />  J — -c),  cn  desi- 
giiaiit  pai\/>  le  poids  de  runite  de  longueur  du  prisme,  et 
son  point  d’applicaliou  esl  siiue  an  milieu  de  celte  |)ortiou 
du  lu  isine;  le  moment  de  celte  force  par  rapporl  an  point 
p esl  done  egal  a 

il  s'ensuil  qu’on  a 

. , du  , 

dou,  cii  inlegranl  et  obscrvanl  que  y et  ~ doivenl  i^lre 

nuls  pour  jr  = o, 

On  en  deduit  pour  la  fleclie  f,  produile  par  I’acliou  de  la  pe- 
santeur, 

2t. 
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/= 


JllL 

8Ep 


Si  le  prisinc , loiijuurs  duns  les  iniimcs  conditiuiis  (|iie  pri'*- 
cddcminent , cst  souiiiis  a la  fuis  a la  pcsaiitoiir,  et  ii  line 
force  F appliquee  a son  oxlieiniti-  el  agissant  dans  le  meiiie 
sens  que  la  pesanteur,  il  est  aise  de  voir  que  Ton  obliendra 
I’equalion  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  dirige  la  fibre 
neulre,  en  egalant  y a la  sommc  des  deux  valeiirs  qiie  nous 
venons  de  Irouver  pour  cetle  variable  dans  les  deux  cas 
precedents;  la  valenrde  la  fleelie/ sera  egaleinenl  la  soninie 
des  fleelies  eorrcspondanl  ;i  ees  deux  cas. 

Considerons  en- 
core un  prisme  repo- 
sant  siinplement  siir 
deux  appuis  \ , B , 
fig.  100,  ct  souinis 
a I’action  d’une  forci! 
F dirigee  perpcndi- 
cnlaireineiuiisa  lon- 
gueur. Les  resistan- 
ces paralleles  i)  et 
Q',  que  les  deux  appuis  A,  11,  exercent  sur  le  solide,  coin- 
posees  entre  elles  coinnie  si  le  solide  etait  invariable  de 
forme,  doivent  evidemnient  avoir  pour  resultante  line  force 
egale  et  directeinent  opposee  a la  lorce  F;  elles  out  done 
pour  valeurs 


4 

i 


K 

Fi*.  100. 


Q = 


VI' 

i+i' ' 


Q'  = 


Ft 

T+l” 


en  designant  par  / et  /'  les  distances  des  points  A , R a la 
verticale  OY,  on  bien,  ce  qui  est  ii  Ires-peii  pres  la  nieine 
chose,  les  longueni’S  des  deux  portions  du  solide  situees  de 
part  et  d’autre  du  point  d'application  0 de  la  force  F.  .Si 
nous  nous  occupons  d'abord  de  la  partie  du  solide  qui  se 
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trouvc  a droile  du  point  0,  el  qui  est  snuinise  a I'aclion  de 
la  force  Qa  son  cxln'-niite,  nous  aurons  pour  iiii  point  quel- 
eonquo  de  la  fibre  neutre  d«?  eelle  portion  rapporlee  aux 
axes  OX,  ()Y, 


d’ou,en  inlegmit,  el  observant  que  y est  mil  pour  jr=o, 

Q 


La  eonstanle  C est  la  valcur  de  ^ eorrespondanl  a jr=o. 


Oil  aura  de  inenn'  pour  I’autre  partie  du  solide  rapporlee 
aux  axes  OX',  OY, 


f)n  iloit  observer  (pie  C’  est  egal  a — C ; et  que,  en  outre, 
y el  y'  doiveiil  eire  (igaiix  pour  x=-I,  el  jr'  = /' : on  en  con- 
elul,  en  tenant  coniple  des  valeurs  de  Q el  de  Q', 

3 K u ( / + /' ) 


Les  deux  (“quations  preciidenles,  qui  cb'dinissenl  la  forme  de 
cbacune  des  deux  jioriions  de  la  fibre  neutre,  sont  done 
rompb'lcment  di’lerniiiu'-es. 

Si,  au  lieu  d'line  seulc  force  F agissant  en  un  point  ipiel- 
eonque  de  la  longueur  du  prisme  soulcnu  par  deux  nppuis  a 
ses  exlirmilt'S,  on  a deux  forces  F,  F',  ('-gales,  paralleles  et 
appliquecs  en  deux  points  egaleinent  (doign('-s  du  milieu  du 
prisme,  (^es  deux  forces  etanl  d’ailleurs  dirigt-es  perpcndicu- 
lairement  a sa  longueur,  il  est  elair  quo  les  riisislaiiccs  Q el 
Q'  (les  deux  appuis  seront  egales  cbacune  a rune  des  deux 
forces  F,  F'  donl  il  s’agil.  Enin-  les  points  d'apiilication  de 
CCS  deux  forces  F,  F’,  Ic  moment  dV-laslicile  dr.  prisme  doit 
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i‘U  c purtuiil  i“gal  au  moment  liii  couple  foi  nu'  par  la  force  F 
el  la  resistance  Q siluees  d’un  nieme  cole  do  la  seciioii  Irans- 
versale  pour  laquclle  on  coiisiderc  ce  moment  d elasticiie ; 
Ew 

d'apres  la  valeur  — du  moment  delaslicite,  le  ravon  de 
P 

courbure  p de  la  fibre  neiitre  est  done  constant  dans  louic 
la  panic  comprise  enlrc  ces  deux  points  d'application  des 
fon  es  F,  F',  c’est-ii-dire  qiie  cetle  partie  de  la  fibre  neiitre 
affecte  la  forme  d'un  arc  de  cercle.  Quant  aux  deux  antics 
poi  iions  du  prisme,  siluees  en  deboi's  des  points  d’appli- 
cation  des  forces  F,  F',  on  en  determincra  facilenient  la 
forme,  en  operant  coniine  precedemmcnl  el  exprimant 
qn’elles  sc  raccordent  avee  la  partie  moyeiine  aux  points  oil 
ces  forces  F,  F'  sent  appliquik-s. 

Si  le  prisme,  reposanl  sur  deux  appuis  de  nieine  liaiileur, 
est  iiniquemcnt  sourois  a Faction  de  la  pcsanteiir,  Ics  resis- 
tances des  deux  appuis  sont  egalcs  Fune  el  Fautre  i on 

desigiiant  par/>  le  poids  de  Funite  de  longueur  du  prisme, 
et  par  I sa  longueur  tolale.  En  pla(,ant  Forigine  des  coor- 
donnees  au  point  milieu  de  la  fibre  neulre,  el  exprimant  quo 
la  partie  du  prisme  siluee  a droite  d’une  section  irausversale 
qiielconque  est  en  eqiiilibre,  sous  les  actions  siniultanees  de 

la  pesanteur  el  de  la  force  appliquec  a son  exlreinile 

verticalement  el  de  bas  en  haul,  on  trouve  facilement 

d'ou  Fon  deduit 

y- 


liSEfji 


(S/’a;’— 2*‘), 


y 


••II  observant  que  y est  nul  pour  x=o,  el  (|ue  est  ega- 

a X 
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lemcnt  nul  pour  coUe  valeiir  do  x,  on  raison  de  la  syuiolrio. 

Los  divors  cas  quo  nous  voiioiis  do  coiisideror  suflisonl 
pour  montrcr  la  marohc  <|uo  Ton  doit  suivrc  pour  rcsoudr** 
loutes  les  questions  do  ce  goure  qui  pouvoul  so  presenior. 

§ 199.  Designons  par  U la  foroo  (|ui  sorail  capable  de 
roinpre  un  prismc  ayant  line  section  ogale  a runite  do  sur- 
face, en  agissant  ii  rune  des  extrdmilos  de  ce  prismo,  el 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  do  maniere  a I’allongor.  La  force 
capable  de  ronipre  line  fibre  de  section  &>,  en  agissant  de 
la  im'nie  maniere,  sera  ogale  i Rm.  Pour  qu’un  prisme, 
sounds  a I’action  de  forces  qui  le  font  flechir  transx  ersule- 
ment,  nc  so  ronipe  dans  aucunc  do  sos  parties,  il  faut  que, 
pour  line  fibre  qiielconquo,  la  force  9 (§  197)  soil  plus 
petite  (iiie  Kw.  Si  nous  nous  roporions  il  la  valour  de  cette 
force  9,  nous  ven  ous  quo  colic  condition  rcvionl  a celle-ci : 

E - < n ; 

P 

et  il  esl  clair  qii'il  suflit  qu'elle  soil  satisfaile,  dans  cliaquo 
section  transversale,  pour  la  fibre  correspoiidanl  a la  plus 
grande  valour  de  r,  valour  que  nous  desiguerons  par  V : 
ainsi  un  devra  avoir , pour  uuc  section  quelcunque  du 
prisme, 

V 

E - <R. 

P 

Si  nous  ropresonlons  par  M le  moment  d'dasticite  corres- 
poiidant  a cette  section,  nous  savons  qu’on  a 


la  condition  preciidente  pent  done  litre  remplaceo  par  cette 
autre 

M < .• 
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Pour  que  le  prisme  que  nous  cunsidcrons  nc  so  roiii|M!  ilaiis 
aiiounc  do  scs  parties,  sous  ractioii  des  forces  qui  lui  sunt 
appliquees,  H suffit  evidemment  que  la  condition  que  nous 
venons  d’obtenir  soit  satisfaite  pour  la  section  ii  laquelle 
correspond  Ic  plus  grand  moment  d’elasticiie  M ; e’est  dans 
cette  section  que  le  prisme  commenccrait  a se  rompre  si  les 
forces  qui  le  font  llechir  etaient  suflisamment  grandes,  et 
e’est  pour  cela  qu’on  lui  donne  le  nom  de  nectian  de  rup- 
ture. 

II  est  aise , dans  cliacun  des  cas  que  nous  avons  conside- 
res,  de  trouver  la  section  pour  laquelle  le  moment  d elasti- 
cite  est  le  plus  grand ; on  elTct,  on  sait  que,  pour  une  section 
quelconque,  ce  moment  d’clasticite  est  egal  au  moment  de 
la  resultantc  F dcs  forces  appliquees  a la  partic  du  solide  qui 
se  trouve,  d'un  cdte  de  la  section,  pris  par  rapjxn  t au  centre 
de  gravite  de  la  section  meme,  on  bien  au  moment  du  cou- 
ple C auquel  ces  forces  se  reduisent  (§  197).  Dans  le  cas 
d’un  prisme  encastre  ^i  I’une  de  ses  extremites  et  soiimis  a 
son  poids  ou  i Faction  d’une  force  appliquec  a son  autre 
extrtimite,  la  section  de  rupture  est  cello  qui  sc  trouve  a 
I’extremite  encastrec.  Dans  le  cas  d’un  prisme  reposant  sur 
deux  appuis  et  soumis  a une  force  qui  agit  cn  iin  point 
quelconque  de  sa  longueur,  la  section  de  rupture  est  celle 
qui  contient  le  point  d’application  de  cette  force. 

§ 200.  Ce  qui  precede  pent  CTidemment  s’appliquer  sans 
erreur  sensible  a uii  solide  allonge  non  prismatique  dont  les 
sections  transversales  valient  tres-peiid’iin  point  a nn  autre, 
poiirvu  que  ce  solide  soit  symtHrique  par  rapport  a tin  plan, 
que  les  forces  qui  lui  sont  appliquees  tendent  a le  faire  lle- 
chir  parallelemeiit  a ce  plan,  et  que  la  fibre  neiitrc  silinie 
dans  le  plan  de  symetrie  soit  rectiligne  lorsque  le  solide  n’a 
encore  subi  aiicime  deformation.  On  devra,  bien  entendu, 
lenir  coinple  de  la  variation  des  dimensions  des  sections 
transversales  que  nous  avions  regardees  just|u'a  present 
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cuiiiiiHM'oiistaiitosduiis  toutc  lu  longueur  dii  suiide.  Un  solidc 
de  ce  genre  esl  dil  *o/iV/e  d’egale  re'sittance,  si,  en  ehoi- 
sissant  convenablement  les  forces  qui  lui  sunl  appliquccs,  on 
pent  avoir 


pour  toutes  les  seclions. 

Considcrons  en  parliculier  un  solide  encaslre  a I’nne  de 
ses  exlremites,  el  soumis  a I’antre  exlreniite  a I'aclion  d’nne 
force  F dirigee  dans  son  plan  de  symelrie  perpendicnlaire- 
ment  a sa  longueur,  fig.  99  (page  370).  Supposons  que  la 
section  transversale  soil  un  reclangle  dotil  le  c6te  A per- 
pendiculaire  an  plan  de  synietrie  conserve  parloul  la  nieme 
longueur,  landis  que  le  cole  '2z  parallelc  ^ cc  plan  varie 
d’unc  section  a line  autre.  Nous  savons  que,  pour  tine  sec- 
tion de  celle  forme,  le  inoinent  d’inerlie  fi  a pour  valeur 

(Sl«7) 

■=  : ; 

d'ailleurs  V esl  egal  a r : on  a done 


D’un  autre  cdte,  le  moment  de  la  force  F par  rapporl  aii 
centre  de  la  section  quo  nous  considcrons  a pour  valeur 
F(/-x), 

en  designant  par  / la  longueur  totale  du  solide  et  par  t 
I’abscisse  dn  centre  de  la  section  dont  il  s’agit ; cl  coinme  ce 
moment  est  ('-gal  an  moment  d’elasiicite  M du  solide  relatif  a 
cette  section,  il  s’ensuil  que,  pour  quo  le  solide  soil  d’ligalc 
resistance,  il  faiil  qu'on  ait,  quel  que  soil  x, 

F(/— x)=iRA2% 

pour  line  valeur  convenable  de  la  force  F.  Celle  equation, 
epic  I’on  pent  mettre  sous  la  forme 
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Z^=j{l—X), 

fn  designnnt  par  a line  constante  dependant  de  F,  R,  h, 
inontre  comment  I’epaisscur  2 z du  solide  doit  varier  avec 
I'abscisse  x du  point  oil  on  la  determine  : le  plan  dc  syme- 
Irie  doit  coiiper  la  surface  du  solide  non  deforme  suivant 
une  parabole  du  second  degro  ayant  la  fibre  neutre  pour  axe 
et  le  point  d’applicatiou  de  la  force  F pour  sommet.  I^a  plus 
grande  epaisseur  du  solide  correspond  a rexlremite  encas- 
tree  et  a pour  valcur  2 a. 

Cherchons  maintenant  quelle  esl  la  fonne  d’equilibre  que 
prend  c\e  solide  d'egale  resistance,  dans  le  cas  oil  la  force  F 
a line  valeiir  quelcoiiqiio,  inf(’>rieure  a celle  que  nous  avons 
du  liii  suppose!'  il  n'v  a qu’un  instant  et  qui  etait  capable  de 
determiner  lu  rupture  du  solide.  >’ous  avons,  pour  exprimer 
lequilibre  de  ce  solide,  reqiialioii 


Ici  [X  ii’est  plus  constant ; il  varie  d’une  section  trausvei-sale 
il  une  autre  du  solide,  el  si  nous  nous  servoiis  de  lu  reluliuu 
trouvee  eiitrc  z cl  or,  uous  auroiis 


ix  = \bz*  = ] ba' 


D’apres  cola,  I'equation  diflercntielle  qui  doit  nous  fournir 
la  forme  de  la  fibre  neutre  devienl 


1 F^‘ 


En  integrant , et  obsenanl  que  y et  ^ doivent  etre  nuls 

JC 

pour  X = 0,  on  Irouve 


= , Jill  ((-*)■+ 

K /i  L V U 


Eba 


VI* 

~Vba*' 
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lello  <*M  rt’>(|iiiitioii  (If  la  coiirbe  Miivaut  luquelle  la  librc 
iieiilro  (*t.t  (lii  igi'e.  Si  Ton  y fail  x=z  I,  on  trouve  pour  la 
lleclie  /,  protluilc  par  I’aclion  de  la  force  F,  la  valeiir 


Celle  fleclif  esl  double  de  cello  quo  la  nii'-nie  force  produi- 
rail,  si  Ic  solide  (^tuil  prisinalique  el  avail  parloul  la  nu'ine 
seclioii  Iransversale  qii’a  rexlremile  qiii  esl  encaslree:  pour 
sen  assurer,  il  sidfil  de  remplacer  u par  -J  dans  la  for- 
nmle  (pii  futiriiil  la  lleche/ relalive  a ce  cas  (§  198). 

II  esl  aisi*  de  voiriiue,  d'liiie  pari,  la  loi  de  varialion  de 
I’t-paisseur  dii  solide,  d’uiie  cMieinile  a rauire,  pour  (pie  ce 
solide  soil  d’(-}{ale  n’-sislance,  et,  d'uiie  autre  part,  la  valour 
de  la  neche  produite  par  raction  d’liiie  force  F appliquiic  a 
rexliTiniK*  libre,  perpeiidiculaii  emenl  it  la  loiigeur  geiu-rale 
(111  solide  el  dans  le  plan  de  symelrie,  peuveiit  etre  consid(:- 
rees  coniine  s'appliquant  sans  grande  erreur  it  un  solide  al- 
longd"  dont  les  sections  transversales  ii’auraient  pas  leurs 
centres  de  gravii(i  en  ligne  droile , avaiit  la  d(*formation  ; 
pourvu  loulefois  que  ces  centres  de  gravile  soient  situ(*s 
sur  une  ligne  qui  nc  s’ecarte  pas  irop  d elre  droile.  Uans  ce 
cas,  il  n’y  aurait,  parini  les  r(;sultals  que  nous  avons  lrouv(*s, 
que  l'(;quution  qui  deterinine  la  foriiie  de  la  fibre  neutre 
apres  la  deformation,  qui  nepourrail  pas  lUre  appliquec. 

Le  dynamometre 
de  M.  Poncelel,  fig. 
101,  se  compose  de 
deux  lames  d’acier 
A 15,  A'B',  dont  les 
Us-  to*-  extri^mites  soul  r(?u- 

iiies  par  le  moyen  de  chapes  articuliies  A A',  B B’.  Chacune  des 
moiCms  CA,  C B,  C'  A',  C'  B'  de  ces  lames  a la  forme  du  solide 
dVgale  n’sislance  dont  nous  venous  de  nous  oiicuper.  Con- 
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(oniiL'meiil  a la  rcniai(iiic  ([iic  nous  venous  dc  fairc,  on  no 
s’astreinl  pas  a disposer  ees  lames  do  maniere  ipu*,  poui  clia- 
cnned’elle,  les  eenlres  do  gi  aviledesdivcrsesseelionsiraiis- 
versales  soienl  exacteinenl  en  ligne  droite ; on  les  conslruit 
ail  eontraire  de  maniere  ipie  leedte  inlt-rieiirde  leur  conlour 
soil  iiiu!  ligne  droilc,  el  que  son  c6le  exli'n  ieur  soil  forme  par 
deux  ares  de  parabole  ayaiil  les  extreniiles  de  la  lame  pour 
sommets  respeelifs,  ellcedte  inlerieur  pour  axe  eomnuin.  il 
esl  faeile  de  reeonnaitre  ipie,  par  lii,  on  fail  bien  derroilre 
I’epaisseur  de  la  lame,  depuis  son  milieu  jusipi’a  eliaeune 
(les  extri’miili'-s,  eonfornu'menl  a la  loi  ironvi'-e  pireiideiii- 
meiil  pour  nu  pared  solide  d'(‘gale  rc-sislanee.  Lorsipie  le 
d\  namouielre  esl  en  ('■(piilibre,  sous  raclion  de  forces  ('-gales 
el  eoiilraires,  appliqiu-es  aux  milieux  C,  C'  de  ses  deux  lames 
el  lendant  a eearlerces  points  I’liu  de  raulre,  il  esl  clair  ipie 
ehaciiiiedesqualre  nioili(’-s  CA,  (^B,  C'A',  C'B'  des  lames  se 
Irouvc  dans  b’s  memos  conditions  que  Ic  solide  eiicaslre  a 
I'nue  de  ses  exlrc-mites  que  nous  avions  considtTe  tout 
d’abord ; raccroissemeiil  total  (preprouve  la  distance  des  mi- 
lieux C,  C’  des  deux  lames  est  proportionnel  a la  grandeur 
des  forces  ipii  agissent  sur  ces  deux  points,  el  esl  double  de 
(a-  (pi’il  serail  si  les  lames  avaieui  dans  toiiU-  leur  longueur  la 
im-me  (-paisseur  qu’eii  leurs  milieux  : I’emploi  de  lames  a 
faces  paraboliques,  lelles  que  nous  venous  de  les  defmir,  ati 
lieu  de  lani(*s  prismaliques,  |>r(-senle  done  I’avantage  de  dou- 
bler la  sensibilili-  dt-rappareil,  sans  dimiuuer  sa  n'-sislance 
a la  rupture. 

^ 201.  Artions  niuluelleN  dr  deux  liolidrM  qui  sr 
lourhrnl.  — Loisipie  deux  solidcs  nalurelseii  ('-(piilibre  se 
louciient  par  uu  on  pliisieiii-s  points  de  leurs  surfaces,  les 
moli-cules  de  cliacun  di-s  d(-nx  soliib-s,  siiiii-i-s  dans  le  voisi- 
nage  di-s  points  de  conlacl,  exerceni  d(-s  actions  sur  C(-lles  ib- 
raulri-  solid(M]iiisc  irouveul  I'-gab-menl  daiisle  voisinage  de 
res  poiiils.  II  nous  esl  impossible  d(-  rousidi-n-r  si-part-im-nt 
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flKictiiic  lie  I’cs  actions  inoltTiilaircs,  pour  la  I'airc  ciiln*r 
av<‘c  lollies  les  aiilres  forces  dans  les  eiinalions  qni  expri- 
inent  I’equilibre  des  deux  solides;  nous  ne  ponvons  tenir 
coinpte  de  ees  actions  (pi’eii  les  prenant  dans  lenr  ensemble, 
et  leiir  siibslitiiant  tin  petit  noinlni'  de  forces  capables  de 
produire  lemcmeellet.  A’ons  allons  voir  (pielle  idi'C  on  pent 
se  faire  de  ces  dernieres  forces,  que  nous  regarderons comine 
representant  les  actions  ipie  les  deiix  solides  exercenl  I’mi  ' 
sur  I’anlre  aux  points  par  Icsipiels  il  se  toiiclient. 

('.onsiderons  d’abord  iin  solide  pesant,  tin  boiilel  de  fonie, 
parexempio,  pose  sur  line  table  (pi’il  ne  loiicbe  que  jiar  un 
seiil  point.  Ln  ri‘alitr‘,  le  boulet  touche  la  table  par  un  grand 
nombre  de  points  dont  rensemble.  occupe  tine  cerlaine  liten- 
due  supeiTicielle,  en  raison  de  la  deformation  que  la  table  et 
le  boulet  eprpuvent  run  et  raiilre;  tine  petite  portion  de  la 
surface  du  boulet  s'aplatit  legerement,  el  s’appliqtie  sur  tine 
portion  correspondanle  de  la  surface  de  la  table  cpii  a eU* 
rendtie  b'geremcnl  concave  par  la  presence  du  boulet : mais 
nous  ferons  abstiaction  de  cclle  deformation,  dans  le  lan- 
gage,  el  nous  parlerons  du  contact  du  boulet  avee  la  table 
comme  si  c’elait  simplemeni  le  contact  d’une  surface  spheri- 
qiie  avee  line  surface  plane.  I.e  boulet  tdanl  en  repos  sur  la 
table  dont  la  surface  esl  supposi'-e  liorizontale,  ileslclair  que 
son  poids  est  mis  en  equ’ilibre  par  rensemble  des  actions 
que  ses  molecules  i‘prouvent  de  la  part  des  molecules  de  la 
table,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact;  ces  forces  mo- 
leciilaires,  appliquees  an  boulet,  peuvent  evidemment  6lre 
remplacees  par  une  force  unique  egalc  et  contraire  au  poids 
du  boulet,  et  par  consequent  dirigec  verlicaleinentet  de  bas 
en  haul  : celte  force  unitpie,  capable  de  produire  sur  le  bou- 
lel  le  menu*  effet  que  les  actions  inoleculaires  dont  il  s’agil, 
constitue  ce  ipt’oii  nomine  la  pression  de  la  table  sur  le  bou- 
lel.  Les  actions  (pie  les  molecules  du  boulet  exerccntsurles 
mob'cules  de  la  table  (‘tanl  respeciivement  (‘gales  el  con- 
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Iraires  a cdles  qu’ellcs  eprauvcnl  de  la  pari  de  ces  inemes 
inulecules,  ii  est  clair  qu'on  pout  egaleinent  Icur  substiluor 
uiie  force  uuique  cgale  el  contraii'c  ii  la  precedenle  : cclle 
soconde  force  cuiistitue  ce  qu'on  noinnie  la  prossion  du  boulel 
sur  la  lable.  Aiiisi,  dans  Texeniplc  parlictilicr  que  nous  con* 
sidcM'ons  ici,  on  pculregardercliacun  dcs  detiv  corps  coinuie 
cxer^aiil  sur  raulrc  une  pression  dirigec  suLvaiU  la  iiorinale 
coinniuue  a leurs  surfaces  nicnec  par  lour  point  dc  contact  : 
ces  deux  pressions  soul  egales  el  de  sens  contraires,  aussi 
bieu  que  les  actions  (|iii  se  devcioppeiit  eiitre  deux  molecules 
quelconqucs. 

Lorsqu'un  coiqis  pcsaiit  est  cn  repos  sur  unc  table  dont  il 
touche  la  surface  par  plusicurs  points,  on  pent  regardcr  les 
clioses  coinmc  se  passant , pour  cliaque  point  de  contact,  de 
la  mi^me  nianierc  que  s'il  n'y  en  avail  pas  d'aulre.  On  peul 
dire  que  Ic  corps  eprouve  dc  la  part  de  la  lable,  et  a cliacuii 
de  ses  points  de  contact,  une  pression  dirigec  verticalenienl 
et  de  bas  cii  haul ; ct  de  mi'me  on  pent  dire  que  le  corps 
exerce  sur  la  table,  en  ces  divers  points,  des  pressions  egales 
et  contraires  aux  precedentes.  Si  le  coips  touche  la  surfact; 
dc  la  table  par  unc  face  plan*;  d’une  (;erlainc  etcndiie,  on 
pent  regaialer  chaque  point  dc  celte  face  plane  cointne  *Hant 
un  point  de  contact ; dans  cc  cas,  on  considcrera  le  corps 
comnic  eprouvanlde  la  part  de  la  lable  une  pression  dirigi’-e 
vcrticalenient  el  de  bas  en  haul,  en  cliaque  point  de  la  sur- 
face de  contact,  et  comnie  exer*;ant  en  iiu'-me  tenqis  sur  la 
table,  en  cc  point,  une  pression  i-gale  el  contrairc  ii  la  pri-- 
ci'denle. 

S 202.  L'n  corps  pesant  elanl  dans  r*;lal  d’«'“quilibre  oil 
nous  venoiis  de  le  considt-rer,  c’esl-a-dire  reposani  sur  une 
table  a surface  horizontale  qu'il  touche  par  uncertain  noinbre 
de  points,  siipposons  (lu'on  vienne  lui  appliquer  une  force  de 
traction  horizontale  1',  lendant  a ie  faire  glisscr  sur  la  sur- 
face dela  table.  Si  cette  foric  1'  est  li'es-petite,  rile  ne  pro- 
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duira  aucun  effet : le  corps  i-estcra  immobile,  tout  aussi  bieii 
que  si  ellc  ii’agissait  pas.  Si  I’oii  augmcnte  progrcssivemciit 
rintciisite  dc  la  force  F,  il  arrivera  bientdt  uii  instant  oil  I'e- 
quilibro  cessera  d’exister,  et  oil  le  corps  commencera  a se 
mettre  cn  mouvement.  LVquilibre  continuant  d subsistcr 
apres  I’application  de  la  force  F,  tant  que  cette  force  n’a  pas 
alteint  la  valciir  pour  laquellc  le  corps  commence  a glisser, 
il  faiit  necessairement  qii’il  se  developpe,  entre  les  molecules 
du  corps  ct  celles  de  la  table,  de  nouvelles  actions  qui  s’op- 
posent  a ce  que  la  force  F produisc  son  effet.  Cos  nouvelles 
actions  moleculaires,  nulles  d'abord,  lorsque  le  corps  n'etait 
soumis  qu’a  la  pesanteur,  augmenteiit  progressivement,  en 
merne  temps  (]ue  la  force  dc  traction  F a laquellc  dies  font 
constamment  equilibre ; mais  dies  nc  peuvent  pas  augmenter 
au  ddii  d’uiie  certaine  limite,  dc  telle  sorte  que,  si  la  foive  F, 
en  croissant  contiiiudlement,  les  amenc  d atteindre  cette  li- 
mite, le  moindre  accroissemeiit  qu’eprouve  encore  la  force  F 
determine  le  glissement  du  coips.  L’eiisemblc  des  actions 
moleculaires  qui  se  devdoppent  ainsi  pour  s’opposor  au  glis- 
sement du  corps,  considere  a I'instant  oil  ces  actions  out  at- 
teint  la  limile  qn'dies  ne  peuvent  |MI8  depasser,  constitlie  ce 
qu’on  nomme  la  re'»i»lance  au  glisxement,  on  simplement 
le  frotlement ; ces  expressions  designent  en  particiiliei'  line 
force  unique  capable  de  tenir  lieu  des  actions  moleculaires 
dent  il  s’agit,  force  qui  est  dirigee  dans  le  plan  horizontal 
qui  forme  la  surface  de  la  table,  et  en  sens  contraire  dc  la  di- 
rection suivant  laquellc  la  force  F tend  a faire  glisser  le  corps 
sur  cette  surface.  L’intensite  de  cette  resistance  au  glisse- 
ment est  cMdcmment  la  memc  que  cdle  de  la  force  de 
traction  F,  au  moment  on  die  est  devenue  assez  grande 
pour  que  le  corps  commence  a glisser  en  cedant  a son 
action. 

L’experiencc  a fait  connaitre  les  lois  que  suit  le  frottement, 
td  que  nous  venous  de  le  definir,  lorsqii’on  fait  varier  les 
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i ircoiistanc»‘S  dans  los(|iicll(‘S  il  sc  dt^cloppc.  Eii  so  s«-nanl 
d'linc  caisse  dans  laqiielle  on  mettait  des  corps  pesants  on 
quantile  plus  ou  moins  grande,  on  a trouvc  quo  la  force  dtr 
traction  F necessaire  pour  determiner  sou  glissement  sur  la 
surface  horizonlale  sur  laqtielle  die  reposait,  variait  propor- 
lionnellement  an  poids  total  de  la  caisse,  e’est-i-dire  pro- 
porlionnellemenl  a la  pression  qu’elle  exer^ait  sur  ceitc  sur- 
liice  liorizontale.  D’un  autre  c6te,  en  faisaut  varier  lelendue 
de  la  face  d’appui  de  la  caisse,  sans  ricn  changer  a la  nature 
de  cette  face  et  au  poids  total  dc  la  caisse,  on  a trouve  quo 
la  force  de  traction  necessaire  pour  produire  Ic  glissement 
ne  changeait  pas  de  grandeur.  On  en  a conclu  Ics  denx  lois 
suivanles  : 1“  Ic  froltement  esl  proportionnel  a la  pression  ; 
2®  le  froltement  est  independant  de  I’etendue  des  surfaces 
frottantes. 

Soil  N la  pression  exercee  par  le  corps  que  Ton  considere 
snr  la  surface  sur  laquellc  on  cherche  a Ic  faire  glisser.  Les 
deux  lois  precedentes  montrent  que  le  froltement  qui  sc  d»;- 
veloppe  sous  Taction  de  cette  pression  N,  pent  etre  repre- 
sente  par  /N,/etanl  un  coellicient  qui  depend  iiniquemcnl 
de  la  nature  des  surfaces  entre  Icsquelles  le  glissement 

tend  a se  produire.  Ce  coef- 
cient  /,  qui  est  le  rapport 
du  frottemenl  a la  pres- 
sion, se  nomme  coefficient 
de  froltement. 

g 203.  Nouspouvons  ap- 
pliquer  les  notions  prece- 
dentes au  cas  de  deux  so- 
lides  S,  S',  fig.  102,  qui  ne 
se  touclienl  que  par  un 
point  A.  Sous  Taetion  des 
forces  auxquelles  ces  deux 
solidessnni  soumis,  il  se  developpe  en  .\,  non-seulemeni  des 
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presbions  normales  N,  N',  qui  s’opposenta  cc  que  les  solides 
peiielrenl  I’un  dans  I’aulrt*,  mais  (Mirore  dcs  reactions  lan- 
Henliellcs  R,  R',  qui  tcndcnt  a s’opposcr  a ce  que  ces  deux 
solides  glissent  I’un  sur  I’anlre.  Ces  reactions  R,  R',  egalcs  et 
contraires  Tune  it  I’autre,  commc  Ics  pressions  normales 
N,  N',  nc  peuvcnl  pas  d<‘passcr  en  intcnsite  la  valeur /N  du 
frottcmcnt  correspondani  a ces  pressions,  / etant  Ic  coefTi- 
cient  de  frottement  relatif  a la  nature  des  surfaces  des  deux 
solides  S,  S' ; dies  peuvent  d’ailleurs  avoir  unc  grandeur 
quelconquc  comprise  entre  oel  /N,  ctelles  peuvent  I'tredi- 
rig»‘es  d’une  maniere  qudconque  dans  le  plan  tangent  eom- 
mun  aux  deux  solides  au  point  A. 

Soit  A H la  ligne  qui  represente  la  pression  N du  solide  S' 
sur  le  solide  S.  Portons  sur  la  direction  do  la  reaction  tan- 
gentielle  R,  que  le  solide  S «‘prouvc  egalement  de  la  part  du 
solide  S',  une  longueur  AC  representant  le  frottement  /N  ; 
et  construisons  le  rectangle  A RDC,  sur  les  deux  lignes  AB, 
AC.  Construisons  de  meme  Ic  rectangle  ABFE, dans  lequel 
le  c6te  ;VE  represente  la  iraction  R.  La  diagonale  A F du  se- 
cond rectangle  represente  la  resultantc  dcs  deux  actions 
normale  et  tangcntielle  que  le  solide  S cprouve  de  la  part  du 
solide  S'  : on  pent  regarder  cettc  resultante  comme  etant 
Faction  lotale  que  Ic  solide  S'  cxerce  sur  le  solide  S.  Dire 
que  la  reaction  R nc  pent  pas  depasser/i\,  ccia  revientevi- 
demment  a dire  que  I’angle  F AB  nc  peut  pas  d»'*passer  I’an- 
gle  DAB.  Cet  angle  D.VB,  (pie  nous  dc'signerons  par  a,  est 
di'-termiiie  par  la  relation 


UB  /N  , 

= Tb  = ¥ 


ildi'pend  done  uniquementdu  coelTicient  de  frottement  y,  et 
par  cons(*quent  de  la  nature  des  surfaces  des  deux  solides, 
dans  le  voisinage  du  point  A : on  lui  doune  le  noni  d'amjh- 
de  f'roUemenI . Aiiisi,  raclion  lotale  AF  que  le  solide  S' 
exerce  sur  l(^  solide  S fait  n(T(>ssairement  avec  la  normale 

2.'i 
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A 6 uii  angle  plus  petit  que  I'anglc  de  frottement.  Imagiiiuns 
que  la  ligne  A D tourne  autoiir  de  la  normale  A B , et  qu’elle 
decrive  ainsi  un  c6ne  de  revolution  ayant  cette  normale  pour 
axe  : nous  pourrons  enoncer  autrcmcnt  la  condition  qui 
vient  d’i'tre  indiquec,  et  dire  que  Taction  F du  solide  S'  sur 
le  solide  S,  au  point  A,  est  necessairement  dirigec  Ji  Tintd- 
rieur  de  ce  c6ne,  dont  Tangle  au  sommet  depend,  coniine 
nous  venons  de  le  voir,  uniquement  de  la  nature  des  surfaces 
des  deux  solides.  L’action  totalc  que  le  solide  S exerce  sur 
le  solide  S’  (^tanl  egale  et  contraire  it  celle  qu’il  en  eprouve, 
on  pent  dire  egalement  que  cette  action  de  S sur  S'  doit  ^tre 
dirigee  it  Tinterieur  d'un  cAne  cgnl  au  precedent,  ayant  son 
sommet  en  A et  son  axe  dirige  suivant  AB'.  Les  deux  cAnes 
dont  il  vient  d’Atre  question  sont  evidemment  les  deux  nap- 
pes d’linc  mAme  surface  conique  ayant  la  normale  commune 
BAB’  pour  axe,  le  point  A pour  sommet,  et  Tangle  de  frot- 
tement a pour  angle  des  generatrices  avee  Taxe. 

Lorsque  deux  solides  se  tonchent  par  plus  d’un  point,  on 
pent  repeter  pour  chaque  point  de  contact  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  dans  Ic  cas  oil  il  n’y  en  avait  qu'un  seui  : les 
actions  egalos  et  contraircs  que  les  deux  solides  cxercent 
Tun  sur  Tautre,  en  chacun  de  leurs  points  de  contact,  sont 
necessairement  dirigecs  it  Tinterieur  des  deux  nappes  oppo- 
sees  d’une  surface  conique  ayant  pour  axe  la  normale  coin- 
inunc  en  ce  point  de  contact,  pour  sommet  ce  point  mAme, 
et  pour  angle  des  geiiAratrices  avec  Taxe  Tangle  de  frotte- 
ment correspondant. 

L’anglede  la  surface  conique,  a Tinterieur  de  laquelle  les 
actions  mutuelles  de  deu.x  solides  en  un  de  leurs  points  de 
contact  doivent  necessairement  Atrc  dirigees,  a une  valeur 
plus  ou  moins  petite  suivant  que  le  coeBicient  de  frottement 
con-espondant  aiix  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  ce  point, 
est  lui-mAme  plus  ou  moins  petit.  Si  Ton  supposait  que  ce 
coelTlcient  de  frottement  fiit  mil,  la  surface  conique  se  rediii- 
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rail  a son  axe,  et,  par  consequent,  les  actions  mutuelles  ties 
deux  solides  ne  poun-aient  avoir  qu’uneseule  direction,  cello 
de  la  normale  commune  a leurs  suifaces  menee  par  le  point 
dc  contact.  C’est  dans  ce  cas  ideal  que  nous  nous  somines 
places,  lorsque  nous  avons  considere  I’equilibre  d’un  point 
materiel  assujetli  a roster  sur  uue  courbe  fixe  ou  sur  une  sur- 
face fixe  (§§  126  et  134). 

§ 204.  I^ullibre  de  deux  solldeti  qai  «e  leaehent.  — 

Si  deux  solides  S,  S'  en  equilibre  sc  touchent  par  nn  seid 
point,  il  doit  y avoir  equilibre  entre  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  chacun  d’eux,  c’est-4-dire  entre  les  forces  qui 
liii  sent  directement  appliquees  et  Taction  qu’il  eprouve  de 
la  part  de  Taulre  solide,  au  point  oii  ils  se  touchent.  II  suit 
de  lu  que,  si  Ton  considere  chacun  des  deux  solides  comme 
etant  invariable  de  forme,  et  si  Ton  compose  entre  elles  les 
forces  qui  lui  sont  directement  appliquees,  eu  laissautdecdte 
Taction  qu’il  eprouve  de  la  part  de  Tautre  solide,  on  devra 
iiecessairement  trouver  pour  ces  forces  une  resultantc  uni- 
que egale  et  directement  opposee  a cette  action.  U’apres  cela 
il  est  aist‘  de  voir  que,  pour  que  les- deux  solides  S,  S'  soient 
en  equilibre,  il  faut  ; 1“  que  toutes  les  forces  directement  ap- 
pliquees a Tun  quelconque  de  ces  deux  solides  aient  une  re- 
sultante  dirigee  vers  le  point  par  leqncl  ils  sc  touchent ; 
2°  quo  la  resultante  des  forces  directement  appliquees  au  so- 
lide S soit  egale  et  coutraire  a la  resultante  des  forces  direc- 
tement appliquees  au  solide  S' ; 3°  que  ces  deux  resultantes 
soient  dirigees  a Tinterieur  des  deux  nappes  de  la  surface  co- 
nique  ayantpour  sommet  le  point  de  contact  des  deux  soli- 
des, pour  axe  la  normale  commune  en  ce  point,  et  pour 
angle  des  generatrices  avec  Taxe,  Tangle  de  frottement  cor- 
respondant  a la  nature  des  surfaces  qui  se  touchent;  4°  cnliii 
que  ces  deux  resultantes  agissent  dans  des  sens  tels  qu’elles 
tendent  a appuyer  les  deux  solides  Tun  contre  Tautre,  et  iioii 
a les  si'parer  Tun  d(?  Tautre. 
l.’l. 


r 
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Loi'siluo  deux  solides  eii  oqiiilibrc  so  loiichent  par  plii- 
sieurs  points,  los  rurces  diiTcIenuMil  appliqu*‘(‘s  a I’liti  dViix 
S sontmisescn  dqiiilibre  par  les  actions  qii'il  cpronve  de  la 
pail  de  I’autre  solideS'  aiix  divers  points  par  lesqiiels  ils  se 
touclient;  et  coinme  ces  actions  de  S'  sur  S n’ont  pas  neccs- 
sairement  une  resultante  unique,  il  sVnsiiit  qiie,  pour  l’(■‘qIIi- 
libre,  il  n’est  pas  niW  essaire  non  pins  que  les  forces  directe- 
ment  appliquees  an  solide  S aient  une  resultante  unique. 
Tout  ce  que  nous  pouvons  dire  ici  d’liiie  nianierc  genemle, 
c’est  que  les  forces  directement  appliquees  an  solide  S,  et  les 
actions  que  ce  solide  S exerce  sur  le  solide  S',  constituent 
deux  systemes  de  forces  equivalents  (§  180) ; puisque  I’liu  cl 
I’autre  de  ces  deux  systemes  de  forces  est  inis  eii  equilibre  par 
I'euscmble  des  actions  de  S'  sur  S. 


plan  I’.  Snpposoiis  que  les  parties  inalerielles  dii  solide  S 
qiii  se  trouvent  sur  les  perpendiciilaires  au  plan  I*  inenees 
par  les  points  de  contact  A,  15,  (’., . . . et  dans  le  voisinage  de 
ces  points,  soient  toutes  placees  d’un  inenie  cote  du  plan 
P;  et  que  par  conseipient  les  parties  inalerielles  du  solide  S' 
situees  sur  les  nienies  perpcndieiilaires  et  dans  le  voisinage 
des  mOines  points  A,  15,  C,...  soieiit  toutes  placees  de 
I'aiitre  cOte  de  ce  plan.  Supjiosons  en  outre  que  les  forces 
directement  appliquees  au  solide  S aient  une  resultante 
unique  R,  ce  qui  entraiiie  nca-essaireinent  comme  consi'-- 
qnence  que  les  forces  directement  appliipiees  au  solide  S' 
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aienl  aussi  nne  nisiillaiilo  unique  R'  egale  el  contrairc  a la 
precede  me. 

La  resullaiile  R des  forces  direcUeiiient  appliquees  au 
sulide  S est  eqiiivaleiite  au  systeine  des  aclioiis  que  ce  so- 
lide  S exerce  sur  le  solide  S',  aux  divei's  points  de  cuutacl 
A,  R,  C, . . . , ninsi  que  nous  venous  de  le  voir  il  n’y  a qii’uu 
iiislanl;  cede  force  R est  done  aussi  la  r<'SuUanlcdes  actions 
de  S sur  S',  el  son  inoineul  par  rapport  a line  droite  quelcon- 
que  tran’-e  dans  le  plan  1*  est  egal  a la  somme  des  moments  de 
ces  actions  de  S sur  S'  par  rapport  a la  im^me  droite  (g  180). 

Cela  pose,  conslruisons  un  polygone  convexe  A RDF  II 
ayant  pour  sommets  des  points  pris  parmi  les  points  de  con- 
tact A,  R,  C,  D, . . . des  deux  solides,  el  contenaul  a son  iiile- 
rieui'  on  sur  ses  coles  tousceux  do  ces  points  de  contact  qui 
nesonl  pas  ii  ses  sommets.  D’apres  cc  que  nous  admettoiis, 
les  diverses  actions  de  S sur  S'  leiideiil  loules  a repousser  les 
points  A,  B,  C, . . . du  solide  S'  d’uu  memc  cdle  du  plan  P,  et 
par  suite  la  resullaiile  R de  ces  actions  doit  aussi  lendre  a 
repousser  le  solide  S'  de  ce  meme  cdle  du  plan  P ; les  mo- 
ments de  ces  actions  de  S sur  S',  par  rapport  au  cAle  A R du 
polygone  que  nous  veuons  de  former,  sonl  done  tous  dc  meme 
signe,  et  le  moment  de  la  force  R par  rapport  ii  cc  c6le  a 
par  consequent  le  meme  signe  que  chaciin  d'eux  : done  la 
direction  de  la  force  R doit  percer  le  plan  P en  un  point  si- 
lue,  par  rapport  a la  ligiic  .\R,  du  meme  c6le  quo  les  points 
de  contact  C,  D,  E, . . . qui  ne  sont  pas  sur  cette  ligne.  Cc 
que  nous  venous  de  dire  pour  le  c6te  AB  du  polygone  con- 
vexe .\  RDF II,  nous  pouvons  le  repeter  pour  cliacun  de  ses 
autres  coles;  nous  eii  concluroiis  necessairement que  la  di- 
rection de  la  force  R doit  pcrcer  le  plan  P ii  rintericur  de  ce 
polygone  convexe,  anqiud  on  domic  le  nom  de  polygone 
des  deux  solides.  II  fant  eii  outre,  bien  enteiidii, 
que  la  force  R tende  ii  appuyer  le  solide  S sur  le  solide  S',  et 
non  a recarlcr  de  ce  dernier  solide. 


Digitized  by  Coogle 


390  LIVRE  III.  — DYNAMIQUE.  DEtMEME  PARTIE. 

Si,  ouire  les  hypotheses  precedentes , nous  admeltoiis 
encore  que  le  coellicientdo  froltement  soil  le  meine  pour  les 
divers  points  de  contact  A,B,  C,  D,...  des  deux  solides 
S,  S',  chuciine  des  actions  de  S sur  S'  ne  pourra  pas  faire 
avec  la  perpeiidiculaire  an  plan  P un  angle  plus  grand  que 
I'aiigle  de  frottement  conimun  aux  divers  points  de  contact ; 
d’ailleurs,  on  pent  evideinnicnt  trouver  la  grandeur  et  la  di- 
rection de  la  force  R en  trausportant  les  actions  de  S sur  S' 
parallelement  a elles-niemes  au  point  oil  cetle  force  R perce 
le  plan  P,  et  les  composant  ensuite  a I’aide  du  polygone  des 
forces  : il  est  aise  d’en  conclure  que  la  force  R elle-ineine  ne 
pent  pas  faire  avec  la  peipendiculaire  au  plan  P un  angle 
plus  grand  que  Tangle  de  frottement  dont  il  vient  d’etre 
question. 

Nous  n’avons  particularise  en  aucune  manierc  le  noinbre 
des  points  de  contact  A,  b,  C,  D . . . , que  nous  avons  suppo- 
ses tous  situes  dans  un  mc^ine  plan,  et,  par  consequent,  tout 
w.  que  nous  venous  de  dire  est  applicable  au  cas  oil  les 
deux  solides  S,  S'  se  toucheraient  dans  toute  Tetendue  d'une 
face  plane. 

§ 306.  E«|uillbre  il’un  Rollde  peiwiit  pose  sur  un 

plan.  — Un  corps  solidc,  soumis  a la  seulc  action  de  la  pe- 
santeur,  et  pose  sur  un  plan,  c'cst-ii-dire  sur  une  face  plane 
d'uii  autre  corps,  rentre  evideminent  dans  le  cas  que  nous 
venons  d’etudier  d’une  maniere  generale  (§  205).  Les  actions 
de  la  pesanteur  sur  les  divcrscs  parties  du  corps  ont  une  rt^ 
siiltante  egale  ii  son  poids,  agissant  suivant  la  verlicale  ine- 
nee  par  son  centre  de  gravite,  et  de  haul  en  bas.  Pour  que 
le  corps  soit  euequilibre,  il  faut  : l“que  la  verticale  inenee 
parson  centre  de  gravite  perce  le  plan  sur  lequel  il  repose  a 
Tinterieur  du  polygone  d’appui,  tel  que  nous  Tavons  detini; 
2°  que  Tangle  compris  entre  la  verticale  et  la  perpendicu- 
laire  au  plan,  ou,  cc  qui  est  la  meme  chose.  Tangle  que  le 
plan  fait  avec  Thorizon,  soit  infericur  a Tangle  de  frottement 
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I'orrespondant  a lu  nature  des  surfaces  <|ui  soiit  on  contact. 

Dans  Ic  cas  particulicr  oil  Ic  corps  que  Ton  considen;  cst 
pose  siir  un  plan  horizontal,  la  secondc  condition  cst  tou- 
jours  satisfaitc ; on  n’a  done  qu’a  se  preoccuper  de  la  pre- 
miere condition,  pour  savuir  si  Ic  corps  est  ou  u'est  pas  en 
equilibre  dans  tine  position  donnec. 

Clierchons  a nous  rendre  compte  de  la  grandeur  dcs  pres- 
sions  qu’un  corps  pesaut,  pose  sur  un  plan  horizontal,  cxerce 
en  ses  divers  points  d’appui ; et  considerons  pour  ccia  Ics 
divers  cas  qui  peuvent  se  presenter,  cu  egard  an  nonibre  des 
points  d’appui.  Si  le  corps  ne  s’appuic  qiic par  un  seui  point, 
il  ne  pent  etre  en  equilibre  qu'autant  que  son  centre  de  gra- 
vite  est  situe  sur  la  vcrticale  menee  pur  ce  point  d’uppui,  et 
lu  pression  qu’il  exerce  en  ce  point  est  evidemment  egale  a 

-f j son  poids.  Si  Ic  corps  s'appuie  par 

Fig.  104.  deux  points  A,  B,  fig.  104,  la  ver- 

ticale  menee  par  son  centre  de  gravite  doit  percer  le  plan, 
sur  lequel  il  repose,  en  un  point  C situe  sur  la  droite  qui 
passe  par  Ics  deux  points  B,  et  entre  ces  deux  points; 
il  suflit  dc  decomposer  le  poids  P dii  corps,  applique  sui- 
vant  cette  verticale,  en  deux  composantes  puralleles  agis- 
sant  sur  les  points  A et  B,  pour  avoir  les  pressions  exercees 


par  le  corps  en  ces  deux  pointy  : 


on  trouve  ainsi 


PxCB 

AB 


pour  la  pression  au  point  A,  et 


PXAC 

— pour  la  pression  au 


points  A,  B,C,  seront 


point  B.  Si  le  corps  s’appuie  partrois 
points  B,  C,  non  situes  en  ligue 
droite, /fff.  105,  la  verticale  menee 
par  son  centre  de  gravite  doit  per- 
cer le  plan  en  un  point  D situe  a I’in- 
tiirieur  du  triangle  ABC;  Ics  pres- 
sions  qu’il  exerce  sur  le  plan , aux 
trois  forces  parallelcs  ayant  pour  re- 
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sultantc  unc  force  verticale  egalc  a son  poids  P et  appli- 
quec  au  point  D ; Ic  moment  do  celte  rcsnltante  P par  l ap- 
port  au  plan  vertical  mene  par  BC  sera  egal  an  moment 
dc  la  composantc  appliquee  en  A par  rapport  au  nu'me  plan 
vertical  (§  153),  et  par  suite  cettc  composante  et  la  resiil- 
tante  seront  entre  ellcs  dans  le  rapport  inverse  des  distances 
dc  leurs  points  d’application  Aet  D an  cdle  BC,  e.’esl-a-dire 
dans  le  rapport  invei-sc  des  surfaces  des  triangles  B A C,  B DC ; 
done  les  pressions  exercees  par  le  corps  en  ehaenn  de  ses 
trois  points  d’appui  A,  B,  C,  anront  respeclivemenl  ponr 


PxBDC 

vaieurs 


Px  ADC 
ABC  ’ 


PxADB 
ABC  ■ 


Si  Ic  nombre  dcs  points  d'appni  du  corps  avec  le  plan  est 
snperieur  a trois,  il  n’esl  pins  possible  de  di^erminer  les 
pressions  qu’il  excrce  en  chaeun  de  ses  points  d’appni,  par  ^ 
la  seule  connaissance  dc  la  position  qne  la  verticale  menec 
par  son  centre  dc  gravitc  ocenpe  par  rapport  ii  ces  points; 
on  pent  en  effet  tronver  une  infinite  dc  systemes  de  forces 
paralleies  et  dc  meinc  sens  appliquees  a ces  points  d'appni, 
qni  aient  pour  resultante  ic  poids  P dn  corps  appliipie  a son 
centre  de  gravite  : on  pent  prendre  arbitrairement  les  va- 
ieurs de  ces  pressions,  I'cxception  de  trois  d'entre  elles, 
sans  toutefois  depasscr  certaines  limites  pour  ces  vaieurs,  et 
on  en  conclutfacilement  les  grandeurs  des  trois  pressions  res- 
tantes,  de  manicrc  que  la  resultante  de  toiiu-s  ces  pressions 
soit  egale  au  poids  du  corps  et  soit  dirigi'e  snivant  la  verti- 
cale du  centre  de  gravite.  La  mt'me  dilficnlte  sc  presentc  ega- 
Icmcnt  lorsqne  le  coiqis  s’appuie  par  trois  points  sitni's  sur  une 
meme  ligne  droitc ; la  determination  di’s  pix'ssions  exercees 
par  le  corps  en  chacun  dc  ces  trois  points  d'appni  ne  pent  pas 
s’effectner  par  la  senie  eonnaissanee  dn  point  oil  la  verticale 
menec  par  le  centre  de  gravite  dn  corps  rencontre  la  droite 
menee  par  ces  trois  points  d'appni.  Les  jiressions  qne  le  corps 
exerce  surle  plan,  aux  divers  points  par  lesqnelsil  le  touche, 
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lu-  sulU  ci-|H‘iulaiit  pas  iiidcUTiniiiros  : mais  on  nc  pout  los 
troiivcrtpraulaiil  (pie  I'oti  connait  la  nature  dn  corps  pesant 
(pie  I'oii  coiisidn  e,  ipie  I’oii  sail  quelle  esl  la  rigidiu*  on  la 
ilexihiliti;  plus  on  moiiis  grande  qii'il  preseiite  dans  ses  di- 
vci’ses  parties,  el  qiie  Ton  sail  ('•galeinent  coniiueiit  se  com- 
porte  le  corps  a face  plane  el  horizontalc  sur  lequel  il  s’ap- 
puie  sous  I’aclioii  des  pressions  quo  ee  second  corps  ('•proiive 
de  la  part  dii  premier.  La  (|iiestion  qiie  nous  alloiis  trailer 
dans  le  paragraplie  snivaiit  nionlrera  coininent  celte  con- 
naissance  de  la  nature  des  deux  corps  perinel  d’elTecluer  la 
di’lerminalion  des  pressions  aiixdilfi'M’eiits  points  par  lesqiiels 
ils  sc  touclieiit. 

§ 207.  Consid('“rons  un 
solide  S,  pg.  106,  repo- 
sant  sur  un  plan  horixontal 
par  une  face  plane  reclan- 
gulaire  A B,  qui  esl  repiv- 
seiiU'e  cn  vraic  grandeur 
ell  a hah'.  Supposoiis  quc 
la  surface  laterale  du  so- 
lide, dans  le  voisinagc  de 
la  face  d’appiii  A B , soil 
forniee  de  plans  perpendi- 
ciilaires  ii  celte  'face  me- 
nes  par  ses  qualre  ciiles; 
•«<>.  ic  centre  de  gravili; 

G dll  solide  sc  Iroiive  dans  le  plan  vertical  qni  passe  par  l(“s 
milieuxm,  n des  c(>t(*s  a h h’  de  la  face  d'appui.  Supposons 
en  outre  qiie  la  surfa(;e  plane  sur  laqiielle  le  corps  S repose 
presenle  une  grande  rigiditi-,  el  reste  plane  nialgre  la  legere 
depression  que  le  poids  dii  corps  Ini  faitsubir;  (|uele  solide 
S soil  partoul  (■galernenl  coinprcssilile  sous  I'action  des 
forces  qni  peiivenl  lui  ('tie  appliqinies,  dn  moiiis  dans  la 
panic  qui  avoisine  sa  face  d'appui  A B ; enfin  que,  en  raison 
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(le  COUP  (''gale  conipressibililo,  les  mokViilos  qui  oUiient  pri- 
iiiitiveiiienl  dans  un  plan  CD  parallcle  a la  face  AB  et  lies- 
vuisin  dc  cotte  face,  avanl  qne  le  solide  ne  fut  soumis  aux 
pressions  qu'il  eprouve  do  bas  en  bant  sur  cetie  faced'appni, 
se  irouvonl  encore  dans  un  ineine  plan  C’  D',  apres  la  defor- 
mation que  ces  pressions  lui  out  fait  subir.  Prenons  en  pur- 
ticulier  dans  le  solide  un  prisme  vertical  TIL, a baseinfini- 
inent  petite  u,  setendanl entre  les  plans  A B,  C D,  avanl  que 
le  solide  ail  ele  d-^fornie  dans  le  voisinage  de  sa  face  d'ap- 
[lui ; ce  prisme  s’esl  raceourei,  par  suite  des  pressions  qu’il 
eprouve  a ses  deux  exlrcinites,  el  sa  longueur  (|ui  elail 
primilivemenl  HL,  s’esl  reduite  a II L'  : I^L'  esl  done  la 
(|uantile  donl  sa  longueur  a diminiic,  el  par  consequenl  on 
aura  pour  la  pression  p que  la  base  inferieure  oj  de  ce 
prisme  eprouve  de  la  pari  du  plan  d’appui  (§  196^ 


Cette  fonnule  fournira  les  valeure  de  la  pression  p que  le 
solide  eprouve  sur  les  divers  cdcMiienls  u dans  lesquels  on 
pent  eoneevoir  que  la  face  d'appui  soil  decomposi'-e,  pourvu 
qu'on  y altribuc  a L L'  la  valeur  qui  convienl  a chacun  de 
eesekmenls;  quant  aux  quantiles  E et  HL,  dies  ne  varient 
pas,  parce  que,  d'une  pari,  le  solide  esl  suppose  cgalement 
compressible  dans  loute  I'etendue  de  sa  face  d'appui,  el  d’une 
autre  pari,  les  plans  paralleles  AB,  CD,  sont  partoulegale- 
menl  dislants.  Toules  les  pressions  lelles  que  p soul  verli- 
caleset  dirigees  de  bas  en  haul,  et  leur  resnilante  doil  6trc 
egalect  directement  opposec  au  poids  P du  solide  applique 
a son  centre  de  gravite  G.  Ces  pressions  sont  d'ailleurs  pro- 
Iiortionnelles  aux  produits  w.  LI..', donl  chacun  represente  le 
volume  dc  la  portion  du  prisme  II  L qui  esl  comprise  entre 
les  plans  CD,  CD'.  II  esl  aise  d’en  conclure  quo  la  resul- 
tanle  de  ces  pressionsyi  passe  par  le  centre  de  gravite  dc  la 
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Iranclio  dii  solidc  comprise  cntre  les  plans  Cl),  C.'l)',  eii 
snpposanl  loiilefois  (|ue  cclte  Handle  soil  lioniogene;  et 
(|nVn  (iiitie  cclte  rt'-siillanlc  a pour  valeur  le  prodnil  dn  vo- 

E 

Inme  de  la  tranche  CDC'D’  par  Ic  facleni-  — — . 

II  Jj 

Xous  voyons  par  lii  que  le  solide  S doil  epronver,  sons 
I’action  de  son  poids,  une  defurmatiun  telle  que  la  verlicale 
menee  par  son  ceiilie  de  giavitd  G passe  par  le  centre  de 
gravite  dn  volume  C DC'  D’  considere  comme  tin  corps  homo- 
gene ; et  les  pressions  que  ce  solide  ^•pronve  sur  les  divers 
elements  egauxdesa  face  d'appni  A B,  soul  proportionnelles 
aux  portions  desverlicales  menees  parces  (dements  qiii  sont 
comprises  enlre  les  plans  C.l),  C'l)’.  Le  centre  de  graviu*  (i 
(‘tant  situe  par  hypolhese  dans  le  plan  vertical  donl  la  trace 
horizontale  eslmw,  il  est  aist*  de  voir  que  rinterseclion  des 
plans  Cl),  C'l)'  doit  I'tre  parallele  aux  ciiK's  aa\  bh'  de  la 
face  d'appui  dn  solide;  et  le  <^nlre  de  graviK*  du  corps  ho- 
mogcne  compris  entre  ces  deux  plans  coincide  avec  le  centre 
de  graviK^  du  trapeze  suivant  lc(|ucl  ce  corps  est  coupe  par  le 
plan  verti(;al  memi  par  mn.  On  voit  d'apres  cela  que  les 
pressions  soul  les  mtmies,  pour  les  divers  (‘h'■ments  ('gaux  de 
la  face  d’appui  qui  sont  siliuis  sur  une  paralh'de  quelconqne 
aux  c6t(;s  a a',  bb'  de  cclte  face  ; et  que,  si  I’oii  suppose  que 
la  vcrticale  ment‘o  par  le  point  G passe  par  un  point  0 plus 
npproche  de  bb'  que  de  aa,  les  pressions  sur  les  (ilt‘inenls 
egaux  de  la  face  d'appui  angmcnteront  constamment  depuis 
le  c()t('  a a'  de  cetle  face,  jusqu’an  ctiti*  bb' . Soimil  r el  * les 
longueurs  des  c(‘»U‘s  ab,  aa'de  la  face  d'appui.  La  pres- 

1' 

sion  totale  que  snpporlc  cclte  face  etant  (‘gale  a P,  on  a — 

pour  la  pression  moyenne  rapport(*e  a I’unile  de  surface,  et 

par  consequent  P — pour  la  pression  que  snpporlc  un  ele- 
r* 

ment  co  situe  a egale  distance  des  cdtes  a a,  bb'.  D'apres 
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.lOfi 


ccla,  il  csl  aisi-  de  voir  qiu*,  pour  uii  eloineiil  w siluo  loiil 
pros  do  I’arolo  hb'  la  prossioii  p qiii  esl  plus  graiido  quo  par- 
lout  aillours,  a pour  valour 


DD' 

iir 


EK'claul  la  li^iio  ipii  joint  les  milieux  d<'s  odtos  iioii  paial- 
lelos  dans  Ic  trapeze  CDC'IV. 

Coiieovons  maintouant  quo,  par  iiii  cliangemciit  do  forme 
de  lupartic  siiporioure  du  solido,  nous  doplaoions  son  coiitro 
do  gravite  G,  sails  lo  faire  sortir  du  plan  vertical  meiie  par 
/«//.  Lo  trapeze  CD  CD'  devra  cliaiigcr  do  forme  on  memo 
temps,  do  maiiiorequesoii  centre  do  gravite  sc  trouve  ton- 
join’s  siir  la  vortiealo  meiioe  par  lo  point  G.  Si  la  projoetion 
horizoiitale  O du  centre  de  graviU-  G si‘  rapproclio  du  cote 
b b'  de  la  base,  sans  quo  le  poids  total  P du  solido  cliaiigo, 
le  cole  D D’  du  trapeze  doit  aiigmenter,  et  le  cote  CC'  doit 
diminuer  de  la  m^me  quantiti-;  car  il  faul  ipie  le  volume 
compris  outre  les  plans  CD,  C/D'  roste  le  ineme,  ot  par 
consequent  aussi  la  surface  du  trapeze  CDC'D',  ce  qui  fait 
que  la  demi-somme  EE'  des  cotes  CC',  et  DD'  doit  conser- 
vor  la  im'me  grandeur.  Lorsque  0«  iie  sera  plus  que  le  tiers 
de  a b,  le  cdte  CC  du  trapeze  se  reduira  ii  zero,  el  lo  trapeze 
sechangera  en  tin  triangle  dans  lequel  le  cote  DD'  oppose 
au  sommel  C sera  double  de  EE' ; alors  la  prossion  p siippor- 
loe  par  un  element  w de  la  face  d’appui  silue  lout  pres  du 

cdtd  A// deviendra  egale  a 2P— , c’osl-a-dire  qu’olle  sera 

r» 

double  de  la  prossion  moyonue  rapporlee  a un  element  di; 
inonie  elendue.  Si  la  projection  iiorizontab*  0 du  centre  de 
gravilii  G se  rapproclio  oiu;oro  de  bb',  la  ligne  C'D'  ipii  esl 
venue  procodeinmenl  passer  par  le  point  (i,  doils’elover  au- 
dossus  de  ce  point  C el  s’abaisser  encore  au-dessous  du 
point  D;  cola  indique  que  la  pressiou  lend  a devenir  nega- 
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live  tbiis  Ic  voisiiiiigc  do  I’arolo  an'  do  l:i  (';«o  d'appui , 
o’ost-a-<liro  ii  secliuiigor  oti  uno  (radiuii.  (7osl  oo  qui  arrivo- 
railoii  elTet  si  la  face  d'appui  dtait  colloc  sur  loplaii  sur  lo- 
qiiolollo  repose.  .Mais,  ouinmc  oolle  face  d'appui  osl  siinplo- 
ment  posi'o  sur  le  plan,  les  cliosos  no  pcuveiit  pas  so  passer 
ainsi;  lo  solido  S no  pout  I’-prouvcr  (|ue  dos  prossiuiis  do  la 
part  dll  plan  (|ui  lo  siipporto.  Dans  ce  cas,  los  prossioiis  no 
s'oxorooni  plus  sur  toiito  la  surface  du  roctanglo  </  Ac' A';. uno 
purlion  do  co  rectangle,  siiiii'-i*  voi's  I’arotocc',  n'ost  ]>lus 
piTsseo  oil  aiiciiii  d(>  son  (luiiits  ; ot  la  portion  rostanlo,  qui 
supporto  la  prossioii  toialc  P,  ost  iin  autre  rectangle  qui  se 
troiive  dans  lo  cas  on  «'*lait  lo  rectangle  tout  ontior,  loi*sque 
U/i  etaitogal  au  tioi's  dec  A.  Si  nous  nommons  e In  distance 
Dm  devonue  pins  petite  quo  le  tiei-s  dec  A,  3e  ot  * scronl  les 
douxcdtds  de  la  portion  de  la  face  c Ac' A'  qui  s’appuie  reel- 
0) 

lement  sur  le  plan ; P — est  la  pressioii  rnoyenne  sur  un  elo- 
3e* 

b) 

inont  M de  cotte  surface ; el  2 P est  la  pression  supporteo 

par  un  element  w situo  lout  pros  do  rarolo  A A'. 

On  voit  par  la  valour  quo  nous  venous  de  trouvor  pour  la 
pression  sur  un  oli'ment  w voisin  de  A A',  ipio  cotte  prossioii 
aiigincuto  a mesure  ipie  £ diininiio.  Soit  Rw  la  pression  ca- 
pable de  determiner  recrasemont  du  prisme  (dementaire  qui 
a pour  base  w.  Si  Ton  pose 


2P-^=  Rw  , 

o . _ ' 


Otto  valour  do  e est  la  limito  au  delii  do  laqiielle  on  no  doit 
pas  fairedi'-cruilre  la  distance  e on  On,  siiiis  qiioi  le  solide  S 


y' 
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s'l^rasprait  dans  k;  voisinuge  de  I'ar^te  hb'.  Nous  sommes 
conduits  par  U a ajoiiter  quelque  chose  a la  condition  d’^ni- 
libre  du  solide  pesant  S pose  sur  un  plan  horizontal.  Nous 
avions  troiive  que  cct  equillibrc  ne  pouvait  avoir  lien  qu’au- 
tant  que  la  verticale  menee  par  le  centre  de  gravite  G du 
solide  per<;ait  le  plan  en  un  point  situe  a I’interieui  du  rec- 
tangle aha'h'  qui  constitue  son  polygone  d'appui;  nous 
voyons  qu’il  faut  en  outre  que  ceite  verticale  passe  a I’inle- 
i-ieur  de  cc  rectangle,  a une  distance  suffisammeiit  grande  de 
chaenn  de  ses  cdtes. 

On  comprend  toule  I’importance  que  peuvent  avoir  des 
considerations  analogues  aux  precedenies,  toutes  les  fois 
que  Ton  a a s’occuper  de  I equilibre  de  corps  solides  se  tou- 
chant  par  dcs  faces  planes,  comme  cela  a lieu  dans  les  cons- 
tructions en  pierres,  et  en  particulier  dans  les  voutes. 


toe- 
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§ 208.  Les  fluides  (liquides;  ou  gaz)  soiit  dcs  corps  doiH 
les  molecules  soul  extrememeiu  mobiles  les  uiies  par  rap- 
port aux  autres.  Loi'squ’oii  chcrclie  a faire  glisser  les  diffe- 
reiites  parlies  d’une  masse  fliiide  les  unes  sur  les  autres,  ou 
n’eprouve  pas  de  resistance  analogue  a celle  qui  se  dr^e- 
loppe  dans  le  glissement  des  corps  solides  et  que  nous  nom- 
mons  frollement  L’absence  absolue  du  frottement,  eiiire  les 
diverses  parties  d’un  fluide  qui  se  dt^placent  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  consiitue  la  flHidite'  parfaite.  Les  li- 
quides  et  les  gaz,  tels  qn'ils  existent  dans  la  nature,  soul  en 
gem^ral  extr^memenl  pres  de  presenter  cetle  fluidite  par- 
faite, surtoul  lorsqu’ils  sont  en  equilibre  absolu  ou  relatif. 
Nous  supposerons  dans  ce  chapitre  qu’ils  jouissent  comple- 
lement  de  cette  propricte.  La  verification  experimentale 
des  resuliats  auxquelsnous  paniendrons  ainsi,  montre  que, 
en  faisant  cette  hypoth^se,  nous  ne  nous  ecaitons  pas  sensi- 
blcmcnt  de  la.r^alite. 

Lorsqu’un  liquide  est  contenu  dans  un  vase , et  qu’on 
rherche  a diminuer  le  volume  qu’il  occupe  en  Ic  compri- 
mani  dans  ce  vase,  on  ne  pent  pas  y parvenir  : le  liquide 
conserve  le  volume  qu’il  avail  d’abord,  ou  du  moins  la  dimi- 
nution de  volume  qu’il  eprouve  est  si  faibb;  qu’on  a beaii- 
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coup  (Je  peine  a s’eii  apereevoir.  Cost  ce  qiii  fail  qu’oii 
(loiinc  aiix  liqiiides  Ic  nom  de  fluide*  invompreitiiible*.  Dans 
ee  qui  suit,  nous  traitcroiis  les  liquides  coniine  jouissant 
d'une  incompressibilite  absoliio  ; nous  nous  ecarterons  aiiisi 
tenement  pen  d(>  la  realite,  que  eela  ii’oceasionncra  aiiciine 
erreur  appr<*ciable  dans  les  lesultats  aiixqiiels  nous  par- 
viendrons. 

Un  gaz  sc  eomporte  tout  autreiueiit  qu’un  liquiile,  quand 
on  clierclie  a le  eoniprimcr  ; on  pent  sans  grande  diHiciille 
reduire  son  volume  ft  u’elrc  |ilus  que  la  moitie,  le  tiers,  le 
quart  de  ce  qii’il  etait  d’abord.  Si  ensuite  on  cesse  d'exercer 
I’elTort  qui  a determine  cette  diminution  de  volume,  le  gaz 
revientde  lui-meme  i son  volume  primitif.  C’est  pour  cela 
qii’on  donnc  aux  gaz  le  nom  de  fluide*  e'la*tique*. 

§ 309.  TransinisKloii  dei«  preRtilonx  daiiH  Im  fluides. 
— Considerons  une  masse  fluide  cn  eqiiilibrc  dans  line  en- 

veloppe  fermee  qu’elle  remplit 
eompletemcnt, 107,  etsuppo- 
sons  que  ses  molecules  nc  soieiit 
soiimisesa  aiiciine  force  autre  que 
les  actions  que  cliacuiie  d’elles 
eproiive  de  la  part  dcs  molecules 
voisiiies.  Ce  Iluide  exercera  gene- 
ralemeiit  des  pressions  sur  les  di- 
verses  parties  de  I’enveloppe  qui 
le  rcnferme.St  Ton  vient  a enlever 
une  petite  portion  de  cette  envt“- 
loppc,  et  si  on  la  remplace  par  un  piston  .V  de  meme 
forme , mobile  dans  un  bout  de  tuyau  adapte  an  contour 
de  rouverture  ainsi  produite,  on  conceit  que  le  fluide 
pourra  se  trouvcrexactement  dans  les  memes  conditions  que 
precedemment,  poun  u qu’on  applique  au  piston  une  force 
convenable  F dirigee  parallelement  aux  parois  dii  tuyan 
dans  leqiiel  il  pent  se  nioiivoir.  De  meme,  on  pourra  rem- 


N" 
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placer  line  aulre  portion  tic  I’cnveloppe  par  iiii  piston  B, 
egalemenl  mobile  dans  un  bout  de  tuyau,  et  sounds  i ’ac- 
tion d'une  certaine  force  F',  sans  tpie  Ic  fluide  cesse  d’t'tre 
exactement  dans  les  mt'mes  conditions.  Cela  pose,  nous  al- 
iens voir  tpie,  si  les  bases  des  deux  pistons  B sont  egales, 
les  deux  forces  F,  F'  doivent  aussi  Otre  egalcs. 

Pour  denioiitrer  cette  proposition,  iinaginons  que  nous 
reunissions  les  deux  bouts  de  tuyau  dans  lesquels  peuvent  se 
niouvoir  les  deux  pistons  A,  B,  par  uii  canal  courbe  ACB, 
c ontenii  tout  entier  a rinterieur  de  I’espace  occupe  par  le 
lliiide,  ct  se  raccordant  a ses  deux  extreinites  avec  ces  bouts 
de  tuyau  ; nous  pourrons  mi'me  supposer  que  la  section 
transversale  de  ce  canal  ACB  soit  partout  egale  a la  base 
de  Full  des  pistons  A,  B.  Le  Iluide  dont  il  s’agit  etant  en 
equilibre,  nous  pouvons  liii  appliquer  le  tlieoreme  du  travail 
virtiicl  (§  1S4).  Pour  cela,  concevons  que  le  piston  A mar- 
clic  d’une  quantite  infiniment  petite  e vers  I’intericur  de  I’en- 
veloppe ; que  la  portion  du  Iluide  qui  est  situee  en  dedans 
du  canal  A C B glisse  le  long  de  ce  canal  sans  en  sortir,  et 
suive  ainsi  le  niouvenient  du  piston  A tout  en  conservaut  le 
niOme  volume  ; qu’en  consequence  le  piston  B marclie  vers 
I’cxterieur,  d’une  quantite  egale  a e;  eiiiin  que  toute  la 
portion  du  Iluide  qui  se  trouve  en  dehors  du  canal  ACB  ne 
se  deplace  pas  : pour  ce  deplacement  virtuel  particulier  du 
sysleme  materiel  que  nous  considiirons , la  somme  des  tra- 
vaux  virtuels  des  forces  qui  sont  appliquees  a ses  diverses 
parties  doit  etre  nulle.  Or,  la  portion  A C B du  Iluide,  qui  se 
deplace  seule,  ne  change  pas  de  volume  ; les  diverses  par- 
ties qui  la  composent  se  meuvent  s»*par(nnent  en  glissant 
simplemcnt  les  lines  sur  les  aiitres,  on  bien  sur  la  partie  du 
fluide  qui  est  en  dehors  du  canal  AC  B ct  qui  restc  immo- 
bile ; mais  ce  glissement  s’effectue  sans  qu’il  y ait  de  frotte- 
ment,  en  laison  de  la  fluidite  parfaite  du  systiimc  (§  208)  : 
il  resulte  de  la , et  de  ce  que  nous  avons  dit  il  I’occasion  des 
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•yst^mes  materiels  dans  lesquels  on  imagine  des  liaisons 
(§  QUO  la  somme  des  iravaiix  virluels  dus  anx  actions 
que  les  molecules  du  fluide  tout  euticr  exercent  les  unes 
sur  les  autres  est  cgale  a zero.  D'apr^s  cela,  on  voit  que  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquees  a notre 
systeme  materiel  se  reduit  a 

Fe  — F'e; 

et  comme  cette  somme  doit  f‘tre  nulic,  il  s’ensiiit  qu’oii  a 

F = F'. 

On  conclut  de  la  proposition  qui  vienl  dVlre  ctublic,  que 
la  force  F,  appliquee  au  piston  A,  donne  lieu  a unc  pression 
egale  a F sur  toutc  portion  de  I'enveloppc  ayant  une  etendue 
egale  la  base  de  ce  piston.  C’est  cc  qui  constitue  Ic  theo- 
reme  de  la  tranttnistion  dee  preeeiotit  dans  un  fluide  dont 
les  molecules  ne  sonl  soumises  a aucune  force  autre  que  les 
actions  que  chacune  d’elles  eprouve  de  la  part  des  molecules 
voisines.  II  est  bon  d’observer  que  la  force  F,  appliquee  au 
piston  A , pent  recevoir  une  grandeur  quelconquc , si  le 
fluide  que  I'on  considcre  est  incompressible;  mais  quelle 
doit  au  coiilrairc  avoir  une  valeur  deterininee,  s’il  s’agit 
d'un  fluide  ('■lastique,  valeur  (|ui  depend  de  la  tendance 
plus  ou  moins  grande  du  fluide  a augmeiitei’  de  volume. 

§ 310.  Egalite  des  premions  dnnii  Iouh  lew  HenH , 
•«(»ur  d’un  polat  queleonqite,  dniiH  un  fluide  eu 
^■ilibre.  — Soil  M,  fig.  107,  un  point  quelconque  pris  ii 
I’interieur  de  la  masse  fluide  dont  nous  nous  somines  occu- 
pes  dans  le  paragraplic  precedent.  Concevons  que  nous  fas- 
sions  passer  par  ce  point  unc  surface  NA”  qui  s’etende  de 
tous  c6tes  jusqii  a I'enveloppc,  ct  qui  soit  plane  Jusqu’a  une 
certaine  distance,  tout  autour  du  point  M.  Cette  surface  di- 
visera  la  masse  fluide  en  deux  portions  P,  Q.  Supposonsque 
la  panic  P,  e’est-a-dire  celle  qui  nc  re^oit  pas  directemeni 
Faction  du  piston  A,  soit  solidilii’-e  sans  changer  de  forme; 
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il  est  elair  qiie,  par  la,  nous  iie  troublous  pas  IVquilibre  du 
systeme  tout  eulior,  ct  que,  par  cousoqueiit,  aprcs  cctte  soli- 
dilicatioii  do  la  partie  P,  la  partie  Q rcste  a I'etat  d’equilibre 
cominc  proctklemmoiu.  Mais  alors  la  surface  N N'  devieut 
unc  partie  de  la  paroi  qui  euveloppe  le  lluide  restaut  Q ; 
done,  eu  vertu  de  I’actioii  de  la  force  F siir  le  piston  A,  le 
lluide  Q exercc  une  pression  egale  a F sur  une  portion  de  la 
face  plane  menee  par  le  point  .M  ayant  nxime  eteiidue  que  le 
piston  A.  Ce  resultat  est  independant  de  la  direction  que 
nous  avons  donnec  a la  partie  plane  de  la  surface  meiiee 
par  le  point  M ; la  pression  que  le  lluide  situe  d'un  cOte  de 
cette  surface  exerce  sur  le  lluide  situe  dc  I’autre  edte,  daus 
le  voisinage  du  point  M,  et  sur  une  etendue  egale  a la  base 
du  piston  A,  est  done  toujours  egale  a F,  quelle  que  soit  la 
direction  du  plan  (]ui  separe  ces  deux  fluides. 

Nous  venous  d'cHablir  I'egalite  des  pressions  dans  tous  les 
sens,  autour  d'un  point  quelconque  .M  d'un  lluide  en  equi- 
libre,  eii  considerant  sp<’-cialenient  uu  lluide  dent  les  diverses 
molecules  ne  sont  soumises  qu'a  leurs  actions  inutuelles. 
N’ous  aliens  faire  voir  inaintenant  que  cette  egalite  des  pres- 
sions dans  tous  les  sens,  autour  d'un  point  quelconque, 
existe  Unijours,  quelles  que  soieut  les  forces  qui  agissent  sur 
les  diverses  molecules  du  lluide  en  equilibre.  Mais,  pour  y 
arriver,  nous  cHudierons  d'abord  la  transmission  des  pres- 
sions sur  les  diverses  parties  de  I’enveloppe  qui  renferme  un 
liquide  liomogene  pesant,  a IVlat  d’equilibre. 

§ 211.  Keprenons  done  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
§ 209,  en  substituant  un  liquide  liomogene  pesant  au  ilnide 
quelconque  que  nous  avons  considere,  et  dont  les  diverses 
molecules  n’elaient  soumises  qu’aux  actions  que  chacunc 
d’elles  eprouve  de  la  part  des  molecules  voisines.  Les  pis- 
tons ^gaux  A et  B,  fig.  107,  etant  disposes  comme  nous 
I’avons  dit,  et  etant  soumis  aiix  actions  des  forces  F,  F',  tene- 
ment clioisies  que  le  liquide*  soit  cn  equilibre,  clierchons  a 
2ti. 
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determiner  la  relation  qui  existe  entre  ces  deux  forces  F,  F . 
Pour  cola,  concevons  encore  que  nous  fassions  marcher  le 
piston  A d’unc  quantite  £ vers  I’iiiterieur  de  reiiveloppe,  et 
le  piston  B d’une  quantite  egale  vers  I’exterieur ; et  suppo- 
sous  que  le  liquidc  contenu  dans  le  canal  ACB  glisse  le  long 
de  cc  canal  pour  suivre  le  niouvement  simultaue  des  deux 
pistons,  sans  que  les  molecules  liquides  situees  en  dehors 
du  canal  ACB  sedeplacent  en  aiicunc  manierc  : cn  egalant 
i zero  la  somme  des  tiavaux  des  divei’ses  forces  applitpiecs 
an  systeme,  pour  A;e  inouvenKuil  virluel  particulier,  nous 
arriverons  a la  relation  cherchee  entre  F el  F'.  Or  il  est  clair 
que  celtc  somme  de  iravaux  virtuels  ne  differera  de  celle 
que  nous  avons  trouvee  precedemment  (§  209),  qu’en  ce 
qu’elle  coniiendra  de  plus  Ic  travail  de  la  pesanicur  siir 
les  diverses  molecules  liquides  auxquelles  nous  altribuons 
tin  deplacemcnt. 

Pour  evaluer  ce  travail  de  la  pesanteur  sur  le  liquidc  cou- 
lenu  dans  le  canal  ACB,  nous  nous  apptiycruiis  sur  cc  qui  a 
etc  demontre  dans  le  § 173  : ce  travail  s’obtieudra  cn  multi- 
pliant  le  poids  du  liquidc  contenu  dans  ACB  par  la  quantite 
donl  le  centre  de  gravilc  de  cc  liquidc  s’est  abaisse  vertica- 
lemenl.  Mais  il  est  aise  de  voir  que,  eu  egard  an  travail  pro- 
duil  par  la  pesanteur,  pen  imporle  que  le  liquidc  ACB  tout 
enlicr  glisse  le  long  du  canal  qui  le  renferme,  de  inauitM'e 
quo  ses  deux  faces  extremes  A et  B marchent  chacuiie  d'uue 
quantite  e ; ou  bien  que  la  portion  de  liquide  occupant  I'es- 
pace  d’epaisseur  e que  nous  faisons  parcourir  au  piston  A 
soit  transportee  seule  a I’autrc  extremite  du  liquide  A C B,  de 
maniore  a remplir  I'espace  abaiidonue  par  le  piston  B dans 
sou  moiivemeut  vei-s  le  dehoi-s  de  I'envcloppe  : dans  ce  se- 
cond cas,  oil  la  portion  de  liquide  couteuue  dans  le  canal 
ACB,  entre  la  position  finale  du  piston  A <‘l  la  position  ini- 
tiale  du  piston  B,ne  se  df'placerait  nullemeiit,  le  centre  de 
gravitedu  liquidc  total  renferme  dans  le  canal  ACBs’abais- 
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serail  verlicalemciu  dc  la  n»'mc  quanlileqiic  dans  le  premier 
cas.  On  voil  par  liuine,  pour  avoir  le  travail  dc  la  pesanteur 
siir  le  liqiiide  .\CK,  il  nous  siiflira  de  multiplier  lo  poids  du 
liquide  coiitenu  dans  IVspace  ((ue  nous  faisoiis  parcourir  aii 
piston  .V,  par  la  distance  du  centre  dc  gravite  de  cet  espace 
au  plan  hori/.ontal  inene  par  le  centre  de  gravite  de  I’espace 
analogue  que  parcourt  le  piston  B.  Designons  par  w I’aire 
de  la  base  de  chacun  des  pistons  A , B ; par  o la  masse  speci- 
lique  du  liquide  (§  166) ; par  h la  distance  du  centre  de  gra- 
vite de  la  base  du  piston  A au  plan  hori/.ontal  mene  par  le 
centre  dc  gravite  de  la  base  du  piston  B ; par  a Tangle  que  la 
direction  du  deplacement  e du  piston  A fait  avec  la  vcrli- 
cale ; et  par  a'  Tangle  analogue  pour  le  piston  B.  Le  poids  du 
liquide  contcnii  dans  Tespace  que  nous  faisons  parcourir  au 
piston  cst  egal  a 

la  hauteur  verticaU*  du  centre  dc  gravite  de  cet  espace  au- 
dessus  du  centre  de  gravite  dc  Tespace  parcouru  par  le  pis- 
ton B a pour  valeur 

A — { £ cosa  -+-  -1  £ cos  a' : 

le  travail  que  nous  cherchons  esl  done  exprime  par 
pg'ju  (A  — { £COSa-f-  i £COSa'). 

I)'aprt;s  ccia,  Tequation  fournie  par  le  theoreme  du  travail 
virtuel  applique  au  mouvement  particulier  quo  nous  avons 
choisi,  sera 

Ke  — T'£-f-p</ WE  (A  — ; £ cosa-1- V £ cosa')  = 0 ; 
d’ou  Ton  deduit,  en  observant  que  e est  intiuiment  petit 
F'  = F 4-  pg'tih. 

Cette  formule  permet  de  determiner  la  pression  que  le  li- 
quide  excrce  cn  un  point  quelconquc  de  Tenveloppe  qui  le 
renferme,  sur  une  surface  egale  a w,  lorsque  Ton  connalt  la 
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pression  F qui  liii  csl  iippliquee  en  un  point  particulier,  siir 
une  surface  de  m^ine  etenduo. 

§ 212.  Rcvenons  maiutenant  ^ la  question  principale  qui 
nous  occupc,  c’cst-a-dire  a la  demonstration  de  I’egalite  de 
pression  danstous  les  sens  aiitour  d'un  point,  dans  un  fluide 
en  equilibre  dont  Ics  molecules  sent  soumiscs  a des  forces 
quelconques.  Pour  cela  nous  considererons  d’abord  le  cas 
d'un  liqiiide  homog^ne  pesant,  puis  celtii  d’un  fluide  quel- 
conque  pesant,  enlin  le  cas  ginieral  d’un  fluide  soiimis  4 des 
forces  quelconques. 

Dans  le  cas  d’un  liquide  homogcnc  pesant,  supposons  en- 
core (|u’une  partie  de  I’cnveloppe  ait  etc  rcmplacee  par  un 
piston  A,  fig.  107,  auquel  on  applique  une  force  F tendant 
a le  faire  pcnctrer  dans  le  liquide,  et  considerons  les  pres- 
sions  dans  diffcTents  sens  autour  d’lin  point  quelconque  M 
pris  a I’interieur  du  liquide.  Quelle  que  soit  la  direction  du 
plan  que  nous  ferons  passer  par  le  point  ,M,  si  nous  prenous 
sur  cc  plan  une  sniTare  cgale  ii  u ayant  son  centre  de  gra- 
vite  an  point  M,  la  pression  quo  le  liiiuide  Q sitne  d’nu  cOte 
du  plan  exerce  sur  cette  surface  « aura  toujoiirs  pour  valeur 
F-l-  p (/  w/i,  h etant  la  liautonr  verticale  dn  centre  de  gravile 
de  la  base  du  piston  A au-dessiis  du  point  M.  L’egalite  des 
pressions  dans  tons  les  sens,  autour  du  point  M pris  a I’in- 
terieur  d’nn  liquide  pesant  en  equilibre,  se  irouve  done  de- 
montree par  la  j mais  cette  egalile  de  pressions  suppose  que 
lesdiverses  surfaces  planes  egales  a w,  sur  Icsquclles  s’exer- 
cent  les  pressions  que  Ton  considere,  sont  placees  de  maniere 
qne  le  centre  de  gravite  de  cliacnne  d’elles  coincide  avec  le 
point  M,  condition  a lu(|nelle  nous  n’avions  pas  besoin  de 
nous  astreindre,  lorsqne  nous  considcrions  un  fluide  dont 
les  molecules  n’eiaient  soumises  qu’ii  lenrs  actions  mu- 
tuelles. 

Lorsqu’un  fluide  pesant  en  equilibre  n’est  pas  homogene, 
e’est-a-dire  lorsqne  sa  densite  n’est  pas  la  mdme  dans  toute 
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I'clouduc  du  volume  (|u'il  uccupc,  on  iie  peut  plus  mi- 
sonner  coinme  nous  venous  de  le  I'airc.  Mais  alors , pour 
etablir  I'egalile  des  pressions  dans  tons  Ics  sens  autour 
d'un  point  M de  ce  fluide,  rien  nc  nous  empdche  de  consi- 
derer  seulcment  la  portion  du  fluide  qui  cst  contenue  a 
I’interieur  d'une  surface  fermee  de  petites  dimensions  s’eten- 
dant  tout  autour  du  point  M ; si  nous  concevons  que  tout  le 
reste  du  fluide  soit  solidiQe,  sans  que  ses  molecules  chan- 
gent  de  position  les  uiies  par  rapport  aux  autres , cela 
constituera  une  nouvelle  cnveloppe  renfermant  la  portion 
de  fluide  qui  cst  voisine  du  point  M et  a laquelle  nous  con- 
servons  sa  fluiditc  primitive.  Cette  petite  portion  du  fluide 
total  ne  sera  gtMierahmient  pas  homogeue  ; mais  la  densite 
n'y  variera  que  tres-peu  d’un  poiut  a un  autre,  en  raison  du 
peu  de  distance  qui  exisle  entre  ses  divers  points  ; et  I’er- 
reur  que  Ton  commctlra  en  regardant  la  densite  comme 
conslantc  dans  toute  I’etendue  de  cettc  portion  de  fluide  sera 
d’autant  plus  faible  que  les  dimensions  de  I'espacc  qu’elle 
occupe  seront  supposees  plus  petites  : on  pent  done  dire 
que,  si  Ton  ne  considerc  qu’une  portion  infliiimcui  petite  du 
fluide  pesant  dont  il  s'agit,  lout  aiKour  du  point  M,  les 
choses  s’y  passent  dc  memc  que  dans  un  fluide  homogene 
pesant.  D’apres  cola,  les  pressions  supporlws  par  diverees 
surfaces  planes  egales  a o),  meiiees  par  le  point  M,  et  ayant 
leurs  centres  de  gravile  en  ce  point,  sont  toutes  egales  en- 
tre dies,  ponrvu  que  o)  soit  infinimeiit  petit.  Le  defaut  d'bo- 
mogencile  du  fluide  nous  oblige  ainsi  a ajouter  cclte  nou- 
velle condition  dc  la  petitesse  de  co,  6 celle  que  nous  avions 
trouvee  d'abord  par  cela  soul  que  le  fluide  ctait  soumis  a 
Taction  de  la  pesanleur. 

>'ous  iTavons  plus  que  (pielques  mots  a ajouter,  pour  ela- 
blir  Tegalile  des  pressions  dans  tons  les  sens  autour  d’un 
point,  dans  le  cas  d’un  fluide  soumis  a des  forces  quelcon- 
ques.  Considerons,  pour  chaque  molecule  du  fluide,  la  resul- 
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laiilc  de  tonics  Ics  forces  aiixquHlcs  die  esl  souin'iM',  cii 
faisanl  abstraction  toutefois  des  actions  que  cette  molecule 
eprouve  de  la  part  des  molecules  voisincs.  Celle  resullaiite 
n’a  gciieralcmenl  pas  la  mdme  direction,  ct  Ic  rapport  dc 
son  intensite  a la  masse  de  la  molecule  n'a  geiieralemciitpas 
la  mi^mc  grandeur,  pour  Ics  diversos  molecules  du  fluide ; 
inais  ces  chaugements  dc  grandeur  ct  de  direction  ne  sc 
font  sentir  que  peu  a pen,  a mesure  qu’on  passe  d’uue  mole- 
cule a unc  autre,  eii  suivant  iiuc  ligiie  quelconque  a I'iiite- 
rieur  du  fluide  ; on  pent  done  regarder  la  direction  de  cette 
force  resultaiite,  el  Ic  rapport  de  son  intensite  a la  masse  de 
la  molecule  sur  laquelle  die  agit,  comme  resiaiit  les  memes 
dans  toute  letendue  d’un espacc  tres-pelit.  Des  lei’s  la  por- 
tion du  fluide  contenue  dans  cet  espacc  se  irouve  dans  des 
conditions  analogues  a cdles  oii  die  se  Irouverail  si  die 
etait  uniquement  soumisc  a Taction  de  la  pesanteur;  done, 
dans  le  cas  general  dont  nous  nous  occupons  maintenant,  il 
y a encore  cgalite  enlre  les  pressions  qui  s’excrcent  dans 
tons  les  sens,  aulour  d’un  point,  sur  des  surfaces  planes 
infinimcnt  petites  ct  egalcs  ayanl  leurs  centres  de  gravite  en 
cc  point. 

Si  Ton  divise  la  pression  P,  qui  s’exerce  sur  tin  ele- 
ment plan  ayant  son  centre  de  gravite  en  un  point  M du 

P 

fluide,  par  Tairc  w de  cet  element,  Ic  quotient  - esl  ce  qu’oii 

Gt> 

nomme  la  pression  en  .M  rapporlee  ii  Tuiiili’  de  surface;  ce 
iTest  autre  diose  que  la  pression  tolale  que  le  fluide  exerce- 
raitsur  une  surface  plane  ayaut  pour  aire  Tunile  de  surface, 
dans  le  cas  oil  chaciin  des  ebunents  (’’gaux  ii  u dans  lesquels 
on  pourrait  decomposer  cette  surface  plane  supporlerail  une 

P 

pression  partiellc  egale  a P.  O’  quotient  - esl  souvent  di'si- 

(•) 

gne,pourabreger,  sous  la  simple  denomination  dc  pression 
an  point  M ; aussi,  toutes  les  fois  que  Ton  parlc  de  la  pres  - 
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sion  cn  im  point,  clnns  nil  fluidt*  cii  (‘qiiilibre,  sans  specifier 
qnolle  esl  I’t'Koidue  do  la  surface  sur  lacinelle  la  pi  cssioii 
s’exeree,  on  doit  entendre  qu’il  s'agil  de  la  pression  rappor- 
lec  a I’unite  de  surface. 

§ 31a.  Equilibred’un  fluidc  pe«ant.  — C.onsideroiis  en 
particulier  iin  lluide  pesant,en  etpiilibredansune  enveloppe 
ferniee  qu’il  remplit  coinpbueinent,  el  coinparons  les  pres- 
sions  qui  correspondent  aiix  dillercnts  points  de  I'espaec 
qu’il  occupe.  I’our  cela  nous  pren- 
yl drons  d’abord  deux  points  M,  .AI',  si- 

/ \ tiies  sur  tin  inenie  plan  horizontal  , 

I I /?(/.  108.  (^oncevons  que  nous  Iracions 

I I deux  cercles  iniininient  petits  et  egaux 

'v  / ayant  leiii’s  plans  perpendiculaires  a la 

droite  M .M',  et  leui-s  centres  aux  points 
ng.  108.  .M  j M',  enx-memes ; concevons  on  outre 

que  nous  joiguions  ces  deux  cercles  I’lin  a I’aulre  par  unc 
surface  cylindrique  donl  ils  fonneront  les  deux  bases.  Le 
fluide  quo  renferme  le  cylindre  ainsi  oblenu  esl  en  cqui- 
libre  sous  I'aclion  de  divei’scs  forces  (jui  soul ; I"  la  pesan- 
leur;  2"  les  pressions  qu’il  eprouve  dc  la  part  du  fluidc  envi- 
ronnant;  les  actions  muluelles  de  ses  diverses  molecules. 
Soient  p et  />'  les  pressions  cn  M et  M’,  et  w I’aire  de  I’une 
quelconqucdcs  bases  du  cylindre;  pro  et  p’ro  seronl  les  pres- 
sions excrcees  sui'  chacuiie  de  ces  deux  bases,  par  le  fluide 
envii’onnant.  Cela  pose,  si  nous  considc’a'ons  tonics  les  forces 
exterieures  (pii  agissenl  sur  le  fluide  n'nferine  dans  le  cylin- 
dre, el  si  nous  expriinons  que  la  soinme  des  luatjeclions  de 
ces  forces  sur  la  droite  .M  M'  est  nulle  (§  185),  nous  troiive- 
rons  siini)lcnienl  rtaiiialion 

pw  — p'ro  = o ; 

car  les  actions  de  la  pesanteur  snr  les  diverses  molecules  du 
fluidc  soul  toutes  perpendiculaires  a .M  M',  et  il  en  est  de 
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lu^iuedos  pressions  que  le  iliiide  c-iivirouiiunt  cxeicc  sur  les 
diversos  pai  lies  de  la  surfaci'  laleialc  du  cyliiulrc.  On  con- 
clul  de  la  que  p est  egai  a p,  c’esl-a-dire  que  la  pression  est 
la  ni^me  pour  lous  les  points  d’uii  ni^mc  plan  horizontal 
menea  I'intericur  du  fluide. 

Prenons  inaintenant  deux  points 
M,  .M',  fig.  109,  situes  a la  renconti’e 
de  deux  plans  horizontaux  infiniment 
voisins  avcc  une  nieinc  verticalc.  Desi- 
gnons  par  p et  p les  pressions  en  ees 
points  .M,  .M’;  par  w la  surracc  de  la 
base  inliniment  petite  d'un  cylindre  de 
revolution  ayant  MM'  pour  axc;  par 
dz  la  distance  MM';  et  par  p la  masse  specifique  du  fluide 
en  M,  masse  sp<k;iliquc  que  nous  supposerons  etre  la  ineme 
dans  toute  r«'‘teiidue  du  cylindre  ayant  pour  base  w el  jKiur 
hauteur  M M'  on  dz.  Le  poids  du  fluide  contenu  dans  cc  cy- 
lindre sera  (‘gal  a og^dz,  et  les  pressions  supporlM's  pai’ 
ses  bases  snperieure  et  inferieure  auront  respeclivement 
pourvaleui-s  pra  el  Si  nous  projetons  sur  la  verticalc 
M M'  les  diverses  forces  exlerieures  qui  agissent  sur  cet  ele- 
ment cylindrique  de  fluide,  et  si  nous  exprimons  que  la 
somme  des  projections  ainsi  obtenucs  est  nulle,  nous  trou- 
verons  evidemment 

pa>  — p'w  -l-p?udz  = o. 

On  en  deduit 

p'=p-{  pgdz, 

ce  qui  montre  que  la  pression  augiuenle  necessairemcnl, 
quand  on  passe  d’un  plan  horizontal  quelconque  a un  autre 
plan  horizontal  inriniment  voisin  du  premier  elsiluc  aii-des- 
sous  de  lui. 

Celle  augmentation  pgdz  queprouve  la  pression, quand 
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on  posse  dii  |>uiiil  .M  dii  pix-niier  plan  an  point  M'  dn  seeond 
plan,  doil  eire  la  ineine,  (jnello  qne  soil  la  position  du  point 
M siir  le  premier  plan ; pnisque  la  pression  est  constante  dans 
tonie  I etendue  de  eliaenn  des  deux  plans.  Or  (f:  ne  varie 
pas,  el  g est  une  eonstanie ; done  p doil  avoir  la  memo  va- 
leni' dans  tonte  relendnedn  plan  horizontal  snr  lerpiel  nous 
avons  pris  le  point  .M.  Nous  voyons  par  la  (pie,  si  la  densile 
du  fliiide  pesant  en  eipiilihre  dont  nous  nous  oeenpons  n’est 
pas  la  m(‘‘ine  partoni,  cello  densiti*  doit  neeessaireincnl  (Hre 
la  nn^ino  pour  ions  les  points  d'un  inenie  plan  horizontal 
nient'  d’une  niani(;re  qnelconqne  a rinliM  ieiir  dn  llnide ; en 
sortc  (pie  la  masse  llnide  lout  entii-re  pent  (‘Ire  rcgardee 
eoiiime  si‘  eoinposanl  d’nne  iniiniie  de  eonehes  hoi  izonlales 
intinimenl  minces , dont  ehaeime  a nne  densile  cunslante 
dans  toule  son  etendue. 

La  dilT(‘r(‘ne(‘  des  prcssions  relativ(‘s  a deux  points  qui  ne 
soul  pas  sillies  sur  un  mi'ine  plan  horizontal,  a pour  valcnr 
riiiU‘grale  dep^rfz,  prise  entre  des  limiles  eorrespoiidant 
aux  plans  horizontaux  (|ui  passeiil  par  ees  deux  points ; il 
est  ais<*  de  voir  qin;  cetle  differeiiee  de  pression  n’esl  autre 
chose  qne  le  poids  du  lluide  eontenu  a I’interieur  d’un  cylin- 
dre  vertical,  ayant  pour  base  runile  de  surrace,et  s’etendant 
de  I’un  il  raulre  de  ees  deux  plans  liorizunlaux.  Si  le  Quide 
qne  Ton  considere  avail  parlont  la  im’-ine  densiti*,  el  e’est 
ce  (pii  arrivei  ail  si  c’l'tail  un  liqnide  homogene , la  dif- 
fei  ence  de  pression  dont  il  s'agil  aurail  pour  valour  pj/ A , 
p etanlla  masse  spiVifiiiue  du  fliiide,  el  h la  distance  des  plans 
horizoiilaiix  doiilil  vieiil  d’lMre  qiicslion. 

Les  divers  plans  horizontaux  i|iie  I'oii  pent  inener  dans 
I’espacc  oceiqu-  par  le  lluide,  prenneni  le  noni  de  turfacet 
(le  nireau.  I. a distance  h des  plans  horizontaux  menes  par 
deux  points  (pielconques,  est  ee  qn’on  nomine  la  difference 
de  niveau  de  ees  deux  points. 

Lorsqu’un  liqnide  pi'sant  est  plac(‘  dans  un  vase  ouverl 
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par  If  liaiil,  on  birn  dans  uii  vase  frrme  trop  grand  pour 
qu'il  piiissc  In  roinplii'  on  lolalilr,  il  so  dispose  an  fond  du 
vase,  el  se  terinine  par  une  surfaee  libiv  dont  les  divei"s 
points  n’eprouvenl  aiieunc  pression.  Iniagiiioiis  qu’une  paroi 
solide  s’elende  sur  celle  surfaee  libre  du  liquidc,  el  aille  sc 
relier  de  tout  edie  avec  les  parois  lalerales  du  vase,  sans  ee- 
pendaut  exereer  de  pression  eii  aucuu  point  sur  le  licpiide 
avec  lecpiel  elle  esl  en  contacl.  La  masse  liquide  dont  il  s'agil 
se  Irouvera  des  lot’s  eonleiiue  daus  uueenvelop|ie  fernu’e  do 
toule  pari  dont  elle  reinplira  toiite  la  capaeile,  sans  cesser 
dVHre  exacU’inenl  dans  les  memos  conditions  d'e(|uilibrc 
qu’aiqiaravanl ; el  par  cuusei|uent  nous  puurruns  lui  appli- 
(pier  les  rt'sultats  auxquels  nous  somines  parvenus  daus  ce 
qiii  precede.  La  pression  elanl  nulle  daus  loute  I’eleudue  de 
la  surface  libre,  celle  surface  doit  necessairemenl  elre  plane 
el  horizontale ; car,  s’il  i-n  elail  aulremeut,  on  pourrail  tou- 
jours  prendre  sur  celle  surface  libn;  deux  points  ipii  ne 
fussent  pas  sur  iin  meme  plan  liorizonlal,  el  par  suite  les 
pressious  en  ces  deux  points  ne  pourraienl  pas  elre  nulles 
lollies  deux,  puisqu’elles  seraieul  necessaireinent  dilTereiites 
I’uue  di!  I’autre.  La  pression  en  un  point  quelcouqucsitue 
a line  distance  h du  plan  liorizonlal  qui  forme  la  surface 
libn^dii  liquide,  aura  pour  valour 

imisqiie  la  pression  esl  nulle  sur  la  surface  libre. 

Lorsquedeux  liipiides  pesaiils,  de  deiisiles  dilTereiiles,  sc 
iroiiveiil  dans  un  ineme  vase  sans  se  melanger.  ilsne  peiivenl 
elre  en  t‘(]uilibre  (praulaiit  quo  leiir  surface  dc  si'paration 
esl  plane  el  horizontale;  car  s’il  n'en  elail  pas  ainsi,  on  pour- 
rail  mener  iiii  plan  liorizonlal  ipii  pi’iielrerait  a la  fois  dans 
les  deux  liquides,  el  la  densite  ne  serail  pas  la  nUMiie  dans 
tons  les  points  de  ce  plan  horizontal,  ce  qui  esl  impossible. 

§ 216.  i^aillbre  d'un  flaide  sonaiis  n des  forces 
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queleonqueH.  — Loi-sqii’tiii  lliiido  csl  on  ('•(luilihrc  sous 
ractioii  de  forces  (luelcoiiques,  la  pression  varie  en  p'-neral 
d’mi  point  a un  autre  de  I’espace  occiqu;  par  eefluide.  Coji- 
sidt'ions  sp(‘cialemeiit  les  divers  points  ])oiir  lestpiels  la  pres- 
siou  a line  ineine  valeiir;  reiisemble  de  ces  points  forme  g<^ 
neralemeiil  line  surface  a lai|iielle  on  doiine  le  nom  d(> 
surface  de  iiireaii,  par  evteiisiou  de  ce  ipii  se  rapporte  au\ 
fluides  pesants.  On  coinpi-end  qu’a  cliaipie  point  du  fluide 
correspond  nne  surface  de  niveau;  en  sorte  qu’on  pent  ima- 
giner  nne  inliniti-  de  ces  surfaces  traews  a rinti'uienr  de 
I’espace  (pur  le  llnide  ocenpe. 

La  resnltante  Kites  foii  esappliqneesa  nne  moli’-cnle quel- 
conque  dii  fluide,  abstraction  faile  des  actions  qu’elle  (’-prouve 
de  la  part  des  molwnles  voisines,  esl  dirigee  iiorinalement  i 
la  surface  de  niveau  (jui  passe  par  le  point  M oil  cette  mole- 
cule selrouve.  Pour  demontrer  cette  proposition,  imaginons 
qne,  par  le  point  M,  nous  tracions  nne  conrbe  qnelconqnc 
snr  la  surface  de  niveau  ipii  Ini  correspond ; nous  alloiis  voir 
qne  la  resnltante  K doit  etre  normalea  cette  courbe.  Suppo- 
sons,  en  effet,  ipie  cela  ne  soit  pas,  el  qne  la  resiillaiiie  R 
suit  oblique  a la  courbe  dont  nous  venous  de  parler.  Nous 
|)ourroiis  toujoui’s  prendre  snr  cette  coui’lu;  un  arc  ijui  com- 
prenue  le  point  .\I,et  qui  soit  assez .petit  pour  qne  loutesles 
ri*sullantes  telles  ipie  K,  appliqnees  aux  diveisf-s  molecules 
par  lesipiclles  il  passe,  soient  inclinees  par  rapport  ii  la 
courbe  du  meme  cdli-  ipie  la  force  U ; car  la  direction  de  cette 
resnltante  K,  nc  ebange  qne  peu  a peu,  quandon  passe  d'un 
point  du  fluide  a d'autres  points  sitiies  dans  le  voisinage  du 
premier.  Kegardoiis  cet  arc  de  courbe  comme  I’axe  d’un  canal 
de  section  uniforme  et  inliniment  petite,  et  appliquoiis  le 
tbeoiemc  du  ti  avail  virtuel  an  fluide  contenu  a rintei  ieur  de 
ce  canal,  en  siipposant  (|ue  ce  fluide  glisse  dans  le  sens  de  la 
longueur  du  canal,  sans  cbangei-  de  volume  : nous  en  con- 
clurous  cMdemmeiit  que  les  pressions  aux  deux  exiremites 
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de  I’arc  de  coiirbi-  que  uous  avoiis  pris  ne  soul  pas  egales,  et 
que  la  |>lus  grande  correspond  ii  I'extremite  vers  laquelle  la 
direction  dc  la  force  K s’incline.  Mais  nous  savous  qu'il  n'en 
est  pas  ainsi,  puisque,  par  la  definition  meme  des  surfaces 
de  niveau,  les  pressions  doivent  etre  les  nienies  aux  deux 
extreniites  de  i’arc  dont  il  s'agit : done  nous  ne  pouvons  pas 
admettre  que  la  resultante  R soit  oblique  par  rapport  a cet 
arc  de  courbe,  et  pai'  consequent  elle  iui  est  norinale.  La 
force  R est  done  norinale  a la  surface  de  niveau  correspon- 
dantau  point  aiiquel  elle  est  appliqu«-e,  puisqu’elle  est  nor- 
inale il  toute  ligne  tracee  par  ce  point  sur  la  surface. 

Considerons  inaintenant 
deux  surfaces  de  niveau  in- 
lininient  voisines  .\b,  A'B', 
fig.  110.  Soient  p la  pression 
correspondant  aux  differents 
points  de  la  surface  AB,  et 
p + dp  celle  qui  correspond 
^ la  surface  A'B’.  Si  nous  preiions  deux  points  M,  M'  de  ces 
surfaces,  situes  sur  une  norniale  ii  I’une  d'elles , et  si  nous 
regardons  la  droite  M.M'  coniine  I’axe  d’nn  cylindre  ayani 
une  base  infininient  petite  oi,  il  nous  sullira  de  projeter 
sur  .M  M'  les  forces  exterieures  appli(|uees  aux  diverses 
molecules  dti  tluide  contenu  dans  ce  cylindre,  ainsi  que 
les  pressions  qui  s’exercent  sur  sa  surface,  et  d’expriiner 
que  la  soniine  des  projections  de  toiUesces  forces  est  niille, 
pour  trouver  la  valeur  de  la  difference  dp  des  pressions  cor- 
respondant aux  deux  surfaces  .\B,  .V'B'.  Designons  par  p la 
masse  six'cifique  du  fluide  en  M ; par  ^ le  rapport  cpii  existe 
entre  la  resultante  des  forces  exterieures  appliijiiees  ii  la  mo- 
lecule sitin-e  cn  M et  la  masse  de  cette  molecule,  rapport 
qui  n'est  autre  chose  que  raccideralion  du  mouvement  quo 
cette  resultante  cominuniquerait  ii  la  molecule  M supposee 
libre;  et  (‘iilin  pan/*  la  distance  MM'.  La  masw  du  fluide 
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lonleim  dans  le  cylindre  iiirinimcnt  petit  dont  nous  avons 
parle  est  exprimee  par 

f wdi ; 

la  resultaiite  tolale  des  divorses  forces  extiM’ieiires  appliqnees 
a ce  lluide,  non  compris  les  prcssions  qu’il  eproiive  dc  la 
part  (111  fliiide  environnaiit,  a done  poiii'  valeiir 

pepon/i , 

et  celtc  resultanteesl  dirigee  suivant  la  ligne  M M';  les  pres- 
sions  qiii  s’exercent  stir  les  deux  bases  dii  cylindre,  en  .M  et 
en  M',  soul  respectivenient  egales  ii 

pw,  {p  + dp)(ti, 

et  sont  dirigees  egalenient  suivant  la  ligne  MM',  en  sens 
contraire  I’line  de  Tautre.  D’apres  cela  on  aura  la  relation 

poi — (p+dp)  w -l-p'j>(t)d5  = o, 

d’oii  Ton  tire 

dp  = p^ds.  (<j) 

.Nous  pouvons  regardei'  cettc*  equation  diirerentielle  («' 
comme  fournissant  la  valeur  de  la  difference  des  pressions 
en  deux  points  M,  X,  fig.  110,  qui  sont  iniininient  voisins, 
et  par  lesquels  nous  avons  fait  passei-  les  deux  surfaces  de 
niveau  AB,  A'B'.  La  distance  MM'  on  da  est  la  projection 
de  la  distance  MX  de  res  deux  jioints  sur  la  direction  de  la 
force  correspondant  a racceleralion  ip.  Designons  par  j*,  y,  z 
les  coordonnees  du  point  Al  par  rapport  a trois  axes  rectan- 
gulaires;  par  y + dy,  z i-dz,  les  coordonnees  du 

point  N ; et  par  X,  Y,  Z les  projections  de  ^ sur  les  trois  axes 
coordonues.  Le  cosinus  de  I’angle  M'  .M  N a pour  valeur 

ds 

MN’ 

et  aussi 
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X ,1.1  Y ,ly  Z (h 

9 mIs  .mn  ^ mn  ’ 

si  Toil  t'galf  cos  deux  valours  dii  nioino  oosiiius , on  on 
di'duit 

^ f/i  = X (Ijr  4-  Y dy  -1-  Z dz  , 
ot  par  suilo  loqiialion  («)  deviont 

dp  — p {Xdx  ^ \ dy  [- Zd:).  (t) 

A I'aido  do  colic  dqualion  difr«'*routiollo,  on  pout  dtdorininor 
la  loi  suivant  Inipiollo  la  prossion  p vario  d'lin  point  a tin 
autri*  dll  (liiido,  on  supposaiit  quo  p,  X,  Y,  Z soioiit  cuiiiius. 

La  prossion  dlaiii  oonslauto  dans  lonlo  rdtenduo  d’uno 
meine  surface  do  niveau,  on  a pour  uno  paroillc  sui  faco 

X d.v  Y dy  4-  Z dz  = o : 

c’ost  roqiiation  diirdrontiello  dos  surfaces  do  niveau.  Si  Ton 
poiil  iiitdgror  cello  ('■(|ualioii  difTdronliollo,  on  Iroiivora  nne 
relation  tollo  quo 

/(x,  y,  z)  = C , 

qui  sera  loqualion  fiiiie  dos  surfaces  do  niveau;  on  altri- 
buant  a la  conslanto  C.  divoi-sos  valours,  on  obtiondra  los 
dilToroiitos  surfaces  do  niveau  qiii  oxistoiit  dans  la  masse 
lluido  considi'-i’oo.  Si  lo  lliiido  donl  il  s’agil  ost  un  liqiiido 
contoiin  dans  uii  vase  qu’il  no  ronqilit  pas  conipb'loinenl,  la 
siirfaoo  libro  a laquollo  ce  liquido  so  toriniiie,  el  lo  long  d<‘ 
laquollo  il  u’oprouve  anciino  prossion,  soraeinxiro  ropidsoii- 
tee  par  i’dqualion  procodenlo,  poiirvii  qu’on  y atlribuo  a la 
conslanto  C uno  valour  parliculioro. 

11  oslaisddo  coinprendro  niaintonanl  pourqiioi  I’on  doiiiio 
lo  nom  do  surfaces  do  nivoau  aiix  surfaces  quo  nous  avons 
considi'ri'os  a roccasiou  du  llieoroino  dos  forces  vivos  dans  lo 
moiivomont  d'un  point  inau'-riol  (g  119). 

I.a  prossion  p ost  uiii*  foiuiion  dosirois  variables  x,  y,  r. 
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dont  la  differentiellc  toUlo  osl  fournie  par  rdqiiation  (A). 
Pour  quela  valeur  de  dp  soil  la  difTerontielle  (I’uiio  runction 
dex,  y,  z,  il  faul  qu’on  ait 

d.  p \ d.  p Y d.  p X d.  p Z d.  p Y d.  p Z ^ ^ 

dy  dx  ' dz  dx  ' dz  dy  ' 

Los  conditions  cxpriinccs  par  ces  irois  equations  (c)  soni 
done  necessaircs  pour  qiie  Ic  lluide  soil  cu  dquilibre;  mais 
il  est  aise  de  voir  que  gencralement  elles  ne  seront  pas  sufii- 
santes.  £n  eflet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  on  pourra 
integrer  I’equation  (A),  et  Ton  obtiendra  ainsi  p cn  fonction 
de  X,  y,  z ; or,  pour  que  le  lluide  soil  eii  equilibre,  il  faudru 
quo,  en  cliaquc  point,  la  densite  correspondanl  a la  masse 
specifique  p,  soil  telle  que  le  lluide  puissesiqiporler  la  pres- 
sion  p relative  a ee  ]>oiiil.  Cette  derniere  condition  est  tou- 
jours  satisfaite  dans  le  cas  d’un  liquide,  en  raison  dc  son 
incompressibilile ; puisque,  avec  une  densite  donnee,  ce  li- 
quide peut  supporter  une  pression  d'une  intensite  quelcon- 
que  : mais  il  n'en  est  pas  de  memo  dans  le  cas  d'un  gaz, 
qiii,  avec  une  densite  donnee,  ne  peut  supporter  qu’une 
pression  delerminee. 

Dans  le  cas  parliculier  oil 

\dx-\-\dy~{-'Ldz 

est  la  differentielle  d’une  ceriaine  fonction  / (x,  y,  z),  les 
surfaces  de  niveau  sont  represcnlees  par  requaliou 
f{x,y,z)=C. 

Soient  C el  C+dC  les  valeurs  de  la  coiisianle,  (|ui  eorres- 
pondentaux  dinix  surfaces  de  niveau  S,  S',  passant  par  deux 
points  inliiiimeut  voisins  M,  M';  si  x,  y,  z sont  les  coordon- 
ndes  du  point  M,  et  x+dx,  y-\-dy,  z q-dz  cellesdu  point 
AI',  on  aura  cvidemmenl 

Xdx-f-  \ dy~\-'idz  = dC', 
et  par  suite  requaliou  (A)  deviendra 

i7 
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dp  i=r  p rfC. 

Or,  quels  que  soienl  le  point  M pris  sur  la  surface  S,  et  le 
point  iiiGniinent  voisiii  M'  pris  sur  la  surface  S',  dp  aura 
toujours  la  meme  valeur,  puisque  p est  constant  dans  toute 
I’etendue  de  chacune  dc  ccs  deux  surfaces  t dC.  restera  aussi 
toujours  le  mt^me  : done  p est  constant  pour  tous  les  points 
de  la  surface  S.  Ainsi,  dans  ce  cas  oii 

Xdx-\-\  dy-\-Zdz 

est  la  diffei-entielle  d’une  function  de  x,  y,  z,  le  Guide  en 
i^quilibre  doit  avoir  la  mcme  densite  dans  toute  I’etendue  de 
cliacune  des  surfaces  de  niveau ; en  sorte  qu’on  pent  le  re- 
garder  comme  compose  d’unc  inftnite  de  couches  homogenes 
infiniment  minces,  separees  les  unes  des  autres  par  des  sur- 
faces de  niveau.  Ce  resultat  est  analogue  a celui  que  nous 
avons  deja  obtenu  dans  le  cas  d’un  lluide  pesant. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  pour  Tcquilibre  d’uii 
Guide  soumis  des  forces  quclconqnes,  s’applique  aussi  bien 
au  cas  d'un  cquilibre  relatif  qu’au  cas  d’un  equilibre  absolu ; 
pourvu  que,  lorsqu’il  s’agit  d’un  (Cquilibre  relatif,  on  joigne 
aux  forces  rcelles  les  forces  apparentes  dont  on  doit  lenir 
compte  dans  ce  cas.  L’equilibre  d’un  Guide  pesant,  que  nous 
avons  considere  tout  d’abord  (§  213),  n’est  lui-meme  qu'un 
equilibre  relatif,  en  raison  du  muuvement  de  la  terre  dans 
I’espace;  nous  I’avons  preseute  comme  un  equilibre  absolu, 
en  regardant  chaque  molecule  du  Guide  comme  soumise  a 
I’actiou  de  son  poids,  qui  n'est,  comme  nous  le  savons,  que 
la  rcsultante  de  I’attraction  de  la  terre  et  de  la  force  centri- 
fuge due  a la  rotation  du  globe  terrestre  (§  146). 

§ 215.  Exemples  de  I’^qnillbrc  den  fluldeo.  — Li- 
quide  toumant  autour  d’un  axe  vertical.  — Supposons 
qu’un  liquide  pesant  soit  contenu  dans  un  vase,  et  que  le 
tout  soit  anime  d’unmouvementde  rotation  uniforme  autour 
d'un  axe  vertical.  Le  liquide  prend  dans  le  vase  un  certain 
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etat  d’equilibre  rclatif  que  nous  allons  etudier.  Nous  pou- 
vons  regarder  le  poids  mg  d’uue  molecule  liquide  de  masse 
m comme  une  force  reelle,  que  nous  aurions  a ronsiderer 
seule,  si  Ic  liquide  ne  lournait  pas  autour  de  la  verticale  el 
etait  en  repos  par  rapport  a la  terre.  Pour  pouvoir  assimiler 
I’equilibre  relalif  dont  nous  iions  occupons,  a un  equilibre 
absolu,  nous  devons  joindre  it  cette  force  mg  la  force  cen- 
trifuge due  a la  rotation  dii  liquide.  Kapportons  les  divers 
points  du  liquide  a trois  axes  coordonnes  rcctangulaires, 
dont  I’uii,  I’axe  des  z,  coincide  avec  I'axe  de  rotation;  et 
siipposons  que  les  z positifs  se  comptent  de  bas  en  haul.  Si 
nous  designons  par  a>  la  vitesse  angulaire  constante  avec  la- 
quelle  le  liquide  tournc,  par  je,  y,  z,  les  coordonnees  de  la 
molecule  de  masse  m que  nous  considerons  en  parliculier, 
et  par  r la  distance  de  cette  molecule  a I’axe  de  rotation, 
nous  aurons 

uim’  r 

pour  la  force  centrifuge  que  nous  devons  joiudre  au  poids 
mg,  et 

tnoi'x,  mu'y, 

pour  les  composantes  de  cette  force  centrifuge  dirigees  pa- 
rallelement  aux  axes  des  x et  des  y ; quant  a la  coniposante 
parallele  it  I’axe  des  z,  elle  est  evidemmenl  nulle.  D’apris 
cela,  nous  aurons 

X = t«)’x,  Y = ci)’y,  Z=  — g; 

en  sorte  que  I’equation  differentielle  des  surfaces  de  niveau 
sera 

w*xdj-|- w’  ydy  — gdz=o. 

Ell  integrant  cette  equation , nous  trouvons 
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ce  qui  moiitre  que  les  surfaces  de  niveau  soul  des  parabo- 
loidcs  de  revoluliun  ayaiit  l’a\e  d<‘  rotation  dii  liquide  pour 
axe  de  figure.  Ces  paraboloides  soiit  tous  egaux  entrc  eu\, 
et  peuvent^tre  regardes  comine  etant  les  divei'ses  positions 
que  prendrait  I’uii  d’eux  si  on  liii  doiinait  un  inouvemeiU  de 
translation,  en  le  faisaiit  glisser  le  long  de  son  axe.  La  sur- 
face libre  dii  liquide  etant  une  surface  de  niveau  pour  laquclle 
la  pression  est  nulle,  a egalcment  la  foriiie  du  paraboloide 
doiit  il  vienl  d’dtre  question. 

Si  le  liquide  toiirnanl  est  surmonte  d’line  atmosphere  ga- 
zeuse  pesante,  comme  cela  a lieu  lorsqu’on  fait  tourncr  uii 
vase  plein  d'eau  an  milieu  de  I'air  atmosplierique,  les  clioses 
lie  se  passeiit  plus  tout  a fait  de  la  m^me  mauierc.  Les  sur- 
faces de  niveau  du  liquide  touriiant  sont  bien  toiijoiirs  les 
ineines ; mais  sa  surface  libre  n’est  plus  une  de  ces  surfaces 
de  niveau,  parce  que  les  points  situes  a differentes  baiileurs 
sur  cette  surface  libre  eprouvent  des  pressions  inegales  de 
la  part  du  gaz  pesant  qui  la  surmonte.  Cependani  cette  iiie- 
galite  de  pression  est  presque  insensible,  si  le  vase  ipii  coii- 
tient  le  liquide  tournant  n’a  pas  de  tres-grandes  dimensions, 
et  par  consequent  la  surface  libre  du  liquide  se  confond 
presque  completement  avec  une  surface  de  niveau.  Si  Ton 
admettait  que  le  gaz  qui  surmonte  le  liquide  fill  eiitrainc  par 
celui-ci  dans  son  mouvement  de  rotation,  et  tournat  avec  la 
m^rne  vilesse  angulaire  que  Ini  autour  de  I’axc  vertical,  les 
surfaces  de  niveau  seraient  les  mi^mes  pour  le  liquide  cl  pour 
legaz;  et  comme  la  densile  devraiti^trc  constantc  dans  toute 
r^tendue  de  chacune  de  ces  surfaces,  il  s’ensiiit  quo  la  sur- 
face de  separation  du  liquide  et  du  gaz  scrait  precisement 
une  de  ces  surfaces  de  niveau. 

§216.  Atmo*phire  terrestre ; niveUement  barotm'- 
trique.  — L’atmospbere  de  la  lerre  est  une  masse  ga- 
zeuse  que  Ton  pent  (ronsiderer  en  general  comme  etant  en 
equilibre  sur  le  globe  terrestre  ipi’elle  recoiivrc  eii  totalile. 
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DivcrsL'N  causes  periiiuiienles  ou  ucciilcuitelles  vienneiil,  il 
(,*st  \rai,  troubler  ceUiquilibre,  etoccasionnenl  les  vents  (jun 
nous  observous  a la  surface  de  la  terre ; mais  nous  fel  ons 
abstraction  de  ces  causes  de  inouvement.  Les  diverses  mo- 
lecules de  ralinosphere  sont  pesantes,  et  c’est  sous  I’aetion 
de  la  |M!santeur  qu’elles  se  metterit  en  equilibre.  S'il  nc  s’a- 
gissail  que  d’line  masse  gazeuse  occupant  im  cspace  de  pen 
d etendiie  sur  la  terre,  nous  pourrions  y regarder  la  pesan- 
teur  comme  uiie  force  consiante  en  grandeur  el  eii  direc- 
tion; el  par  suite  les  surfaces  de  niveau,  dans  eelle  masse 
gazeuse,  seraienl  des  plans  hoi'izontaux  (§  213) ; mais  il  n’en 
esl  pas  ainsi,  pane  ipic  le  gaz  que  nous  cousidcrons  envi- 
ronne  la  terre  de  toule  part,  et  ipie,  en  coiisi'quence,  la  pe- 
santeur  agil  sur  scs  diverses  molecules  suivant  des  directions 
cxtrememeiit  dilTerentes  dans  toute  son  etendiie.  La  pesan- 
teur,  aux  divers  points  de  la  surface  de  la  terre,  ne  s’eloigne 
pas  beaucoup  d’etre  dirigee  vers  le  centre  du  globe  terres- 
ire;  il  s’ensuil  que  les  surfaces  de  niveau  de  I’atmospherc 
soul  presque  des  surfaces  spheriques  conccnlriques,  ayant 
pour  centre  commun  le  centre  de  la  terre  : ces  surfaces  de 
niveau  soul  seulenunit  un  pen  aplaties  vers  les  p61es,  et  ren- 
flees  vei-s  Tequateur,  par  reffel  de  la  force  centrifuge  qui 
sc  combine  avec  rattraclion  de  la  terre  pour  produirc  ce 
que  nous  nommons  la  pesanteur. 

.\u  lieu  d’etudier  ici  cette  question  de  I’equilibre  de  I’at- 
mosphere  terresli  e d une  maniere  generale,  nous  nous  con- 
tenlerons  de  la  trailer  pour  line  portion  restrcinte  de  I’at- 
mospliere,aiin  d’arriveralaformule  quipermel  de  determiner 
des  dillerences  de  niveau  au  moyen  d’observalions  barome- 
triqiies;  el  pour  cela  nous  chercheroiis  specialcment  la  loi 
suivant  laqiielle  la  prcssion  atmospherique  varie,  quand  on 
passe  d’un  point  ii  un  autre  d’une  meme  verticale,  en  suppo- 
sant  que  la  pesanteur  y soil  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Soil  z la  distance  d'un  point  quelconque  de  cette 
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verticale  au  point  oil  elle  percc  la  surface  de  la  terre.  D’apres 
I'equation  (a)du  § 214,  on  aura 

dp= — pgdz. 

Or  on  sail  (jue,  d’apres  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac, 
on  a,  entre  la  pression  p et  la  masse  speciflque  p relatives  i 
III)  point  quclconque  de  Tatmosphi'ire,  la  relation 

lip 

^ H-«i’ 

en  designant  par  t la  temperature  de  I’air  eu  ce  point,  par  « 
le  coefficient  de  dilatation  de  I’air  qui  est  egal  a 0,003  66,  et 
par  k un  coefficient  constant.  Si  I’air  avait  partout  la  mOme 
composition,  et  si  la  temperature  t au\  diiferents  points  de  la 
verticale  elait  connue  en  fonction  de  z,  nous  trouvei  ions  fa- 
cilement  la  relation  exacte  entre  p et  z,  en  eliminant  p 
entre  les  deux  relations  precedentes  et  integrant  ensuite. 
Mais  il  n’en  est  pas  ainsi  : I’air  contient  habituellement  de  la 
vapeur  d’eau,  en  quantitc  variable  avec  la  hauteur;  et  la 
temperature  /,  differente  d’un  point  a un  autre  de  la  verti- 
cale, n’est  pas  connue  en  fonction  de  z.  Pour  suppleer  a ce 
que  nous  ne  connaissons  pas,  nous  remplacerons  t par  la 
moyenne  arithmetique  des  temperatures  /„  et  ti  correspon- 
dant  aux  deux  points  particuliers  entre  lesqucls  nous  vou- 
lous  calculer  la  difference  de  pression ; et  en  outre  nous 
mettrons  0,004  au  lieu  de  0,003  66  pour  «,  afln  de  tenir 
compte  jusqu'4  un  certain  point  de  Pexistencc  de  la  vapeur 
d’eau,  dont  la  proportion  crolt  ordinairement  avec  la  temp^ 
rature,  de  telle  sorte  que  sa  presence  equivaut  4 une  certaiue 
augmentation  du  coefficient  de  dilatation  de  Pair.  La  rela- 
tion entre  p et p dcviendra  done 
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ct  pur  suite  roquation  diiTercnliellc  qui  lie  dp  a dz  pourra 
4trc  niise  sous  la  forme 

£n  inlegruiit  enlre  des  limites  correspondaiites  a deux 
points  determines  de  la  verlicale , et  designant  par  H la  dis- 
tance de  CCS  deux  points,  et  par  /»o  et  pi  les  valeurs  extre- 
mes de  p,  on  trouve 

Le  logaritlime  (jui  entre  dans  cette  formule  est  un  logaritbmc 
neperien.  Entin,  si  nous  remplagons  les  pressions  pi, 
par  les  hauteurs  ho,  h, , des  colounes  baromelriques  qui  leur 
servent  de  mesure,  et  qui  par  consequent  leur  sout  propor- 
tionnelles ; si  nous  subslituons  au  logaritbmc  neperien  un 
logarithme  ordinaire , et  si  nous  donnons  au  coeflicient 
constant  du  second  membre  la  valeur  que  les  mesures  di- 
rectcs  de  dilTerences  de  niveau  out  indiquec  comme  etant  la 
plus  convenable,  nous  aurons  delinitivement  la  formule 

H = 18393“  [l  + -:t.  ('o-+  ) j log.  . 

C’est  a I’aide  de  cette  formule  que  Ton  determine  la  difW- 
rence  du  niveau  H de  deux  points,  en  mesurant  en  chaque 
point  la  hauteur  de  la  colonne  barometrique  et  la  tempe- 
rature de  I’air.  D’apies  la  manierc  donl  elle  a ete  obteiiue, 
on  ne  devrait  s’en  senir  que  dans  le  cas  oil  les  deux  points 
seraient  situes  sur  une  illume  verticale.  Mais  les  surfaces  de 
niveau  de  Tatmosphere  peuvent  t'tre  rcgardees  comme  equi- 
distantesj^lans  une  certaiiic  etendue,  tout  autour  de  chaquc 
verticale ; il  s’ensuit  que,  lors  ineme  que  les  deux  stations 
oil  Ton  a mesure  les  hauteurs  ho,  h\,  et  les  temperatures 
/»,  <1,  ne  se  trouvent  pas  sur  une  m^me  verticale,  si  ees 
stations  ne  sont  pas  tres-eloignees  Tunc  de  I’aiitre,  on  pent 
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prendre  la  valciir  de  H fournie  par  la  formule  pour  la  dis- 
tance de  I’mic  d’elles  a la  surface  du  niveau  passant  par 
rautre,  c’est-a-dire  pour  la  difference  de  niveau  qui  existe 
eiitreelles.  Les  hauteurs  ha,  hi,  des  colonnes  de  mercure 
qui  font  equilibre  a la  pression  atmosphi'-rique  dans  les  deux 
stations,  doivent,  bieii  entciuln,  etre  corrigees  tout  d’abord 
en  raison  de  I’iiiegale  temperature  dii  mercure  dans  ces 
deux  stations,  et  ramences  a la  temperature  de  ztu'o. 

La  formule  que  nous  venous  d’obtenir  sufTit  generaleineiit 
pour  determiner  les  diflrercnces  de  niveau  an  moyen  des 
observations  barometriques,  quoiqit’elle  ait  I'te  trouvee  en 
atlribuant  a I’intensite  de  la  pesanleur  nne  valenr  constante. 
Si  Ton  vent  arriver  a nne  exactitude  plus  grapde,  il  faul 
tenir  compte  de  ce  qne  cette  force  varie  a la  fois  avec  la 
latitude  dn  lieu  et  avec  la  hauteur  du  point  qne  Ton  consi- 
dere  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre  ; mais  nous  ne  nous 
occiiperons  pas  ici  de  chercher  la  inodilicaiion  qui  en  resul- 
terait  dans  la  formule  qui  domic  la  difference  du  niveau  Ji. 

§ 217.  PreKiiloiiii  d’un  liquide  pe«ant  Hur  le«  paroin 
du  v«ne  qui  le  renferme.  — Un  liquide  pesant,  en  C(|uili- 
bre  dans  un  vase  ferme  qu'il  ne  remplil  pas  en  totaliti*,  on 
bien  dans  un  vase  ouvert  par  le  haut,  se  termine  a line  sur- 
face libre  qui  est  plane  et  horizontale.  Nous  avons  etabli 
cette  proposition  (§  213),  en  admettant  que  le  liquide  ne 
soit  souniis  a aiicuiie  pression  aux  differents  points  de  sa 
surface  libre.  Elle  est  vraie  encore  dans  le  cas  oil  le  liquide 
est  surmonte  d’liiic  atmosphere  gazeuse,  en  equilibre  ellc- 
meme  sous  Vaclion  de  la  pesanteiir,  coinme  nous  le  voyons 
constaminent  a la  surface  de  la  terre ; parce  que  les  surfaces 
de  niveau  sonl  planes  et  horizontalcs,  a la  fois  dans  le  liquide 
et  dans  le  gaz,  cl  que  leiir  surface  de  separation  doit  evi- 
demment  etre  une  de  ces  surfaces  de  niveau.  Nous  allons 
ctudier  les  pressions  que  ce  liquide  exercc  sur  les  parois  du 
vase  qui  le  renferme. 
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Auus  !>:ivons  deju  quc  lu  pn^ssioii  />,  vn  uii  puiiil  qiielcon- 
qiic  (lu  liquide,  a pour  valour 

p = Po  + p^A . 

on  dosignant  pur  pa  la  pression  qui  s’oxr>rc*e  siir  la  surface 
libre,  el  par  h la  distance  dii  point  que  Ton  considere  a cotte 
surface  (§  21S).  L’cxistcucc  de  la  pression  pa  sur  la  surface 
libre  nc  fait  done  qu’augmonter  d’liiic  nidme  quantite  les 
pressions  qui  s'exerceraient  sans  ccla  aux  dilTei'ents  points 
de  la  masse  liquide.  Nous  en  ferons  abstraction,  el  nous 
raisonnerons  comme  si  pa  (*lail  nul  : il  sera  facile  de  voir 
comment  les  resultats  auxtiiiols  nous  jiarviendrons  devront 
etre  modifu's,  pour  lenir  compte  do  ccito  pression  sur  la  sur- 
fai^e  libro,  dans  le  (uis  elle  ne  sera  pas  nolle.  D’apres 
cola,  chaque  element  'jj  do  la  paroi  du  vase  sera  rogarde 
comme  eprouvant  de  la  part  du  liquide  line  pression  egalo 
a oguih,  h etant  la  distanci;  du  centre  de  gravito  do  col 
element  a la  surface  libro.  . 

r.onsid(?rons  d’abord  les  pressions  exercMS  sur  los  divers 
('U‘ments  d’uiie  paroi  plane,  ('es  pressions  sont  dos  forces 
parallelcs  et  de  mt^mc  sons;  dies  ont  unc  resultante  (igalc  a 
lour  somme,  qui  est  la  pression  totule  supportiie  par  la  paroi. 
I.e  point  d'application  de  celte  resultante , sur  la  paroi 
m^me , se  nomme  centre  de  pretsion.  La  pressiou  sup- 
portee  par  un  (■l(‘ment  ca  de  cette  paroi  plane  iHaiit  ex- 
primec  par  p </(<>/(,  la  pression  lolale  sera  ogale  a 

ipjfwA ; 

ou  bien  ce  qui  est  la  mcme  chose 

pyAH , 

on  desigiiant  par  .\  I’airc  lotalc  de  la  paroi,  el  par  H la  dis- 
tance de  son  centre  de  gravile  a la  surface  libre  du  liquide, 
el  observant  que,  d'apres  les  proprietes  des  centres  de  gra- 
vite,  on  a 
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pour  irouver  Ic  centre  dc  pression  corrcspondant  a la  paroi 


dc  la  paroi  A 15  nous  elevons  une  perpciidiculairc  ^ cette 
paroi , el  si  nous  prciions  sur  cette  perpendiculairc  une 
longueur  m n'  egalc  a la  distance  dii  point  m a la  sur- 
face H ir  du  liquidc,  nous  obliendrnns  un  prisme  tronqu<‘ 
A BCD.  Concevons  quo  ce  prisme  tronque  soil  divisc  en 
prismes  elemcntaires  ayanl  leurs  artiles  perpendiculuires  a 
la  paroi  A B,  et  ayant  pour  bases  les  divers  elemeuts  (a  de 
cette  paroi ; si  chacun  de  ces  prismes  elemcntaires  est  un 
solidc  homogenc  de  mdme  densile  quc  le  liquidc  considere, 
et  si  ces  divers  prismes  sont  soiimis  6 Taction  de  la  pesan- 
teur  s’exercanl  suivant  une  direction  pcrpendiculaire  a A B , 
il  est  ais^  de  voir  quc  la  paroi  A B sera  pressee  par  Ten- 
scmble  dc  ces  prismes  exactcmenl  de  mt'mc  qu’cllc  Test  par 
le  liquidc  avec  Icqm-I  elle  est  en  contact,  et  qui  s’etcnd  jiis- 
qiTa  la  surface  libre  II  IT.  On  conclut  de  la  qiTil  siillit  de 
chcrcher  le  centre  de  gravite  du  prisme  tronqud  A BCD 
considere  comme  un  solide  homogene,  el  de  Ic  projeter  sur 
la  face  AB,  pour  avoir  le  centre  de  pression  corrcspondant 
a cette  face  A B. 

Si,  par  exemple,  la  paroi  AB  est  rectangulaire,  et  a un  de 
scs  cAtes  situe  dans  le  plan  horizontal  II  IT,  Ic  centre  de 
pression  sc  trouve  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des 
cAtes  horizontaux  dii  rectangle,  el  an  tiers  de  cette  ligne  a 
partir  du  cAte  infcricur.  Si  la  paroi  A B csl  un  triangle  ayant 


1 


I 


B 

Fig.  111. 


centre  de  gravitA  en  ?n,  est  egale  au 
poids  d’unc  colonnede  liquidc  ayanl 
pour  base  u et  pour  hauteur  la  dis- 
tance m n du  point  m a la  surface 
libre  II  IT.  Si  par  cha(|iic  point  m 


. plane  A B,  fig.  Ill,  obsenonsque  la 
pression  sur  un  element  u ayanl  sop 
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son  sominci  duns  Ic  plan  li  II'  el  sa  base  dirigM  horizonta- 
lement,  le  centre  de  pression  cst  situd  sur  la  ligne  qui  joint 
le  somnict  an  milieu  de  la  base,  et  an  quart  dc  cette  ligne  a 
partir  de  la  base.  Si  la  paroi  plane  cst  uu  triangle  ayant 
base  dans  le  plan  H O',  le  centre  de  pression  se  Irouve  au 
milieu  de  la  ligne  qui  joint  le  milieu  de  la  base  au  somniel 
oppose. 

§ 318.  Considerons  maintenant  une  portion  dc  paroi  de 
forme  quelconquc , et  cherchons  k composer  entre  elles  les 
pressions  que  Ic  liquide  excrce  sur  les  divers  elements  dont 
ellc  cst  formce.  Pour  cela,  imaginons  que  nous  tracions  trots 
axes  coordonnes  rcctangulaires,  dont  I'un  soil  vertical,  et 
decomposons  la  pression  supportee  par  un  element  quel- 
conquc w de  la  paroi  en  trois  composantes  dirigecs  paral- 
lelement  a cesaxes.  Si  nous  designons  par  a,  6,  y les  angles 
que  la  normule  a I’elcment  considerc  fait  avec  les  trois  axes, 
nous  aurons 

pjru/icosa,  pywAcoso,  pjw/icosy, 

pour  les  vuleurs  dc  ccs  composantes ; nous  vuyons  que  ce 
sont  prccisement  les  pressions  que  le  liquide  exercerait  sur 
les  projections 

b)Cosa , uCOsS,  ucosy 

de  I’element  de  paroi  w sur  les  trois  plans  coordonnes,  en 
supposant  que  le  centre  de  gravite  de  cliacune  dc  ccs  pro- 
jections se  trouvftt  a la  m^mc  distance  A au-dcssous  de  la 
surface  libre  du  liquide.  Cette  decomposition  etanl  failc 
pour  les  pressions  supportf'cs  par  tons  les  tdements  de  la 
portion  de  paroi  que  nous  considerons , nous  pouvons  com- 
poser entre  elles  toutes  les  pressions  composantes  dirig^s 
parall^lement  a chacun  des  axes  coordonnes  : nous  aurons 
ainsi  trois  resultanles  partielles  ayant  respectiveinent  lours 
directions  parallelcs  a ccs  axes , et  si  nous  pouvons  trouver 
une  force  unique  qui  soil  la  resultante  de  ces  trois  r^sul- 
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tallies  partielles , cellc  force  unique  sera  la  r('■sultante  ties 
pressions  que  le  liquitle  exerce  siir  les  divers  tdeinents  tie  la 
paroi.  Quaiit  a ces  resultaules  partielles,  il  est  aise  tie  troii- 
ver  la  {grandeur  dt^  chaciiiie  d elles,  aiiisi  que  la  posilion  tie 
sou  ]>tiiut  d'applieation.  On  reconiialt  eii  effet,  d'apres  ee 
que  nous  venous  de  dire,  que  la  resiiltaiite  des  pressions 
eoinposantes  dirijjees  parallelemeiit  a I’uii  des  deux  axes 
liuri?:ontaux  est  pri'cisenieut  la  pression  que  Ic  liquitle  exer- 
t:erait  sur  la  projection  de  la  paroi  considert'-e  siir  le  plan 
vertical  perpeniliculaire  a cet  axe.  On  recoimait  en  oiitri! 
que  la  resultaiite  ties  pi-essions  coiiqtosaiites  dirigees  verli- 
ealeiueut  est  egale  an  |>oids  dii  liquide  contenu  a I'inlerieur 
dll  cvliiidre  vertical  passant  par  le  contour  de  la  paroi,  et 
s’eteiidaiit  depiiis  cette  paroi  jiistpia  la  siirfact*  libre  : cette 
resultaiite  est  dirigee  suivani  la  verticale  nieiii*e  par  le  ceu- 
Ire  de  gravite  de  la  portion  de  liquide  dout  il  s’agit.  C.es 
eiionces  supposent  t[ue  toutes  les  pressions  coniposautes 
paralleles  a iiii  quelconque  des  trois  axes  soul  dirigees  dans 
It!  meme  sens  ; c’t!st-a-dire  que , dans  la  project  ion  de  la 
portion  do  paroi  considt'-ree  sur  iin  plan  perpendieulaire  a 
cet  axe,  il  n’y  a pas  plusieurs  parties  qui  se  projettent  rune 
sur  I’aiitre  : il  est  aise  tie  voir  en  quoi  les  cnonces  devraient 
etre  modifies  si  les  choses  se  passaieiit  aiitrement. 

i\ous  pouvons  appliqiicr  ce  qui  vient  d’etre  dit  a la  re- 
elierclie  de  la  lesultaute  de  toutes  les  pressions  qu’iin  li- 
ipiide  pesant  exerce  sur  les  diverses  parties  de  la  paroi  tin 
vase  qui  le  renferine.  .\pres  avoir  ineiie  trois  axes  coordon- 
nes  rectangiilaires,  dout  I’un  soit  vertical,  concevotis  quo 
nous  circonscrivions  a la  paroi  t|ui  reiirerine  le  liquitle  uu 
cyliudre  ayant  ses  giMituatrices  paralleles  a iin  des  deux 
axes  liorizontaux ; la  ligne  tie  contact  du  cylindie  avec  t:ettt! 
paroi  la  divise  en  deux  portions  tiistiuctes,  tlonl  les  projec- 
tions sur  tin  plan  perpendieulaire  a cet  axe  se  recttiivrent 
conipletenient  : il  est  aise  de  voir  d’apres  cela  que  les  coni- 
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posanles  des  pressions  cl(‘ineiilaires  dirigees  parallelemeiii 
au  niemc  axe  out  line  resultante  iiulle.  Lcs  composaiites  de 
ces  pressions  eleinentaires  dirigeos  parallelement  a I’antre 
a\c  liori/.uiilal  out  egaleinenl  uiie  n'‘siillaiite  ntdie.  Ces  pres- 
sions edenieiitaires  out  done  la  ineine  r(‘snUan(e  qiie  lenrs 
coniposantcs  vertieales  ; et  par  consequent  eettc  resullanie 
de  lollies  les  pressions  qne  le  liqiiide  exeree  snr  la  paroi  dn 
vase  est  egaleau  poidsdii  liipiide  tout  entier,  et  sa  direction 
passe  par  lo  centre  de  gravili*  de  ee  liquide,  ce  qui  etait 
evident  a priori. 

9 219.  MupporteeN  par  un  rorpx  xollde 

plonfsr  (lanx  un  lii|uid«  prxant  rn  equilibrr.  — Si  nil 

corps  solide  plonge  en  lotalitc  on  en  parlie  dans  un  ii([iiide 
pesant  en  equilihre,  il  eprouve  de  la  part  du  liquide  des 
pressions  doiit  nous  allons  clierclier  la  I'esultante.  II  est 
elair  qne  nous  pouvons  regarder  la  sni  lace  du  solide  ploiige 
eoinnie  eonslituant  une  parlie  des  parois  qni  reni'ernient  le 
liquide,  et  qu’en  consequence  nous  pouvons  lui  appliquiu'  ee 
(|iii  \ient  d’etre  dit  pour  les  pressions  supportees  par  ces 
jiarois. 

Considerons  d’abord  un  solide  coinpleteinent  ploiigi*.  Si 
I'on  decompose  la  pression  du  liquide  snr  ehaeiiii  des 
elements  do  la  surface  du  corps  en  trois  eoniposantes  pa- 
ralleles  ii  nn  axe  vertical  et  ii  denx  axes  liuri/.untan\  per- 
pcndieiilaires  run  ii  rautrc,  on  verra  qne  les  composan- 
tes  paralleles  ii  I’nii  quelconque  des  deux  axes  liorizon- 
taux  out  line  resultante  nulle ; en  sorte  qne  la  resultante 
des  nniiposantes  vei  tieales  sera  la  resultante  de  loiites  les 
pressions  (■leinenlaires  supportees  par  le  corps.  Si  inainle- 
iiant  on  imagine  un  cylindre  vertical  cireoiiscrit  au  corps,  la 
ligiie  de  contact  de  ce  cylindre  divisera  la  surface  du  corps 
en  deux  portions.  La  resultante  des  composaiites  vertieales 
d(‘s  pressions  exercees  siir  la  portion  inferieiire  sera  une 
force  verlicale  dirigc'C  de  bas  en  liaut,  el  I'-galc  au  poids  dn 
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liquide  qui  remplirait  le  cyliudrc  drcon&crit,  depuis  cetto 
portion  infericurc  dc  la  surface  du  corps  jusqu'a  la  surface 
libre  du  liquide ; de  inline  la  resultantc  des  coniposantes 
verticales  des  pressions  supporiees  par  la  portion  supc- 
rieure,  sera  unc  force  verticale,  dirigec  dc  liaut  en  bas,  et 
egale  all  poids  du  liquide  qui  remplirait  le  eyiindre  circons* 
crit,  depuis  cette  portion  superieurc  de  la  surface  du  corps 
jusqu'a  la  surface  libre  du  liquide  : done  la  resultante  des 
composantes  verticales  des  pressions  eleinentuires  suppor- 
tees  par  toute  la  surface  du  corps,  et  par  consequent  la  re- 
sultante de  ces  pressions  eldincntaires  elles-memes,  est  une 
force  verticale,  dirigee  de  bas  en  liaut,  egale  au  poids  3u 
liquide  dont  le  corps  tient  la  place,  et  agissant  suivant  la 
verticale  menee  par  le  centre  de  gravitc  de  ce  liquide.  Cost 
en  cela  que  consistc  le  fameiix  principe  d'j4rchimede , 
qu’on  enonce  ordinairenient  en  disant  qu’un  corps  plonge 
dans  un  liquide  perd  une  partie  de  son  poids  egale  au  poids 
du  liquide  dcplace. 

Si  un  corps  solide  ne  plonge  qn’en  partie  dans  un  liquide 
pesant  en  equilibre,  on  arrive  de  lam»5mc  raaniere  a trouver 
la  resultante  des  pressions  qu’il  eprouve  de  la  part  du  liquide. 
Un  reconnait  ainsi  que  cette  resultante  est  egale  au  poids  du 
liquide  qui  remplirait  I’espacc  occupe  par  la  portion  du 
corps  situee  au-dessous  de  la  surface  libre  du  liquide ; et 
qu'elle  agit  dc  bas  en  haut,  suivant  la  verticale  menee  par  le 
centre  de  gravite  dc  ce  liquide. 

§ 220.  Equilibre  d’un  corps  solide  plough  dans  nn 
liquide  pesant,  on  flottant  a sa  surface.  — Pour  qn'uii 
corps  solide,  plonge  en  totalite  ou  en  partie  dans  un  liquide, 
soit  en  equilibre  sous  Paction  de  la  pesanteurct  des  pressions 
qu’il  eprouve  de  la  part  du  liquide,  il  faut  que  la  resultante 
des  actions  de  la  pesauteur  sur  les  diverses  molecules  du  corps 
soit  egale  et  directemeut  opposee  a la  resultante  des  pres- 
sions que  le  liquide  exerce  sur  les  diverst's  parties  de  la  siir- 
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face  dll  corps.  On  esl  conduit  par  la  aux  deux  conditions 
suivantcs  : 1°  Ic  poids  dii  corps  doit  care  c^gal  au  poids  du  li- 
quide  qu’il  deplace ; 2"  le  centre  de  gravitci  du  corps  et  celui 
du  liquidc  dc’placc;  doiventse  trouVer  sur  une  m6me  verti- 
cale.  Ces  deux  conditions  sont  nc-cessaires  et  sufllsantes 
pour  que  le  corps  plongci  soit  en  ciquilibre,  si  toutefois 
ce  corps  peut  c^trc  regarded  comme  c?tant  un  sulidc  inva- 
riable. 

Si  le  corps  que  Ton  considere  est  homogene,  il  ne  peut 
(Hre  en  ciquilibre,  lorsqu’il  est  completcment  plongci  dans  un 
liquide,  qu’autantquc  sa  densite  est  cigale  a cellc  du  liquide; 
cette  condition  est  d’ailleurs  sulTisante  pour  que  I’ciquilibre 
ait  lieu,  puisque,  dans  ce  cas,  le  centre  dc  gravite  du  corps 
et  celui  du  liquide  deplace  coincident  toujours,  quelle  que 
soit  la  position  du  corps  a I’intcirieur  du  liquidc.  Un  corps 
homogene  ne  peut  care  en  equilibre  en  flottant  sur  un  li- 
quide pesant,  qu’autant  que  sa  densitc:  estmoindreque  celle 
du  liquide. 
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Du  niouvement  de«  matepielis. 


CUAPITRE  PREMIER. 


f 

MOUVEMEST  d’l’.N  SYSXfejIE  MATERIEL  QUELCONQLE. 


§ 221.  Theoreme  de  d'Alembert. — L'li  systeine  mau^ 
riel  quelcunquc  etaiu  eii  inuuvenient  sous  I'actioii  des  forces 
taut  interieures  qu’cxterieuies  qui  soiit  appliquees  a ses 
diverses  parties , chaciin  des  points  materiels  qui  le  corapo- 
sent  (§  150)  sc  meut  conformemcnl  a ce  qui  a etc  dit  dans 
le  Livre  II ; I’acceleration  totale  du  inoiivement  dc  cc  point 
a nn^ine  direction  el  mcme  sens  que  la  resuitantc  de  toiitcs 
les  forces  qui  agisscnl  sur  Iiii,  cl  la  grandeur  dc  cclle  accc- 
leraliou  csl  Idle  qu'en  la  mulliplianl  pur  la  masse  du  point, 
on  oblient  un  produit  egal  a la  rcsultanle  dont  il  vienl  d’e- 
tre question.  Reporlous-nous  niuintenanl  a la  definition  que 
nous  avons  donnee  dc  la  force  d’inertie  (§  1 .IS) , cl  nous 
verrons  que , si , a un  insianl  qiiclconque , on  joint  la  force 
d’inerlie  du  poiiil  muleriel  dont  il  s’ugil  aux  forces  qui  Ini 
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sont  reellcment  appliquees , on  aura  uu  ensemble  dc  forces 
qui  se  fcront  equilibre  ; puisque  la  force  d'inertie,  que  Ton 
joint  aux  forces  reelles , est  ej^ale  et  directement  opposee  a 
la  resiiltante  de  ces  forces  reelles.  D'apres  ccia , si , ii  iin 
instant  quelconque,  on  joint  les  forces  d’inertie  dcs  dilTin  enls 
points  d’un  sysleine  materiel  en  mouvement  aiix  diverses 
forces  (|ui  agissent  leellement  sui’  ces  points , on  obtiendra 
un  systemc  total  de  forces  qui  se  feronl  eipiiliim*  snr  le 
sy Sterne,  puisqu’il  y aura  eipiilibre  entre  les  forces  appliqnws 
ii  chacun  des  points  materiels  dont  le  systeine  se  compose. 

II  est  aise  dc  reconnailre  en  outre  ipi’i!  siillit  d’exprimei- 
I'equilibre  dont  il  vient  d'etre  question,  pour  en  concliire 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  systeme.  Ln  elTet, 
dire  que  les  forces  qui  agissent  reellement  sur  le  systeme 
materiel,  jointes  aux  forces  d’inertie  de  ses  dilTercnts  points, 
se  font  equilibre  a chaque  instant  sur  ce  systeme,  e’est  dirt^ 
que  cct  equilibre  a lieu  pour  un  quelconque  des  points  ma- 
teriels dont  le  systeme  se  compose;  e’est  done  dire  (]ue, 
pour  chacun  de  ces  points,  et  ii  chaque  instant,  la  force 
d’inertie  est  egale  et  directement  opposee  a la  resultante  des 
forces  qui  agissent  reellement  sur  ce  point;  on,  en  d’autres 
termes,  e’est  dire  que  I’acceleration  totale  du  mouvement 
d’un  point  quelconque  du  systemc  est  precisement  celle  qiie 
ceite  resultante  des  forces  reellement  appliquees  au  point 
est  capable  de  lui  communiquer.  Exprimer  qu’il  y a equili- 
bre, a chaque  instant,  entre  les  forces  qui  agissent  sur  les 
dilT^rents  points  materiels  du  systeme  et  les  forces  d’inertie 
de  ces  points,  on  bien  ecrire  les  liquations  dilTercntielles  du 
mouvement  de  ces  divers  points  materiels  du  systeme , ce 
sont  deux  choses  equivalentes.  Tel  est  le  fameux  theoreme, 
du  h d’Alembert,  au  moyen  duquel  toute  question  de  mou- 
vement se  ramenc  immediatement  a unc  (|uesiion  d’equi- 
libre. 

Le  ihi^or^Jine  de  d’Alembert  ne  presente  pas  d’utilite 
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reelle,  tant  quo  le  syst^me  materiel  dont  on  s'occupe  n’est 
qu’un  assemblage  de  points  inateriels  isoles  pouvaiit  se  mou- 
voir  d'tinc  maniere  quelconque , les  uns  par  rapport  aux 
autres,  sous  Taction  des  forces  qui  leur  sont  appiiquees ; 
puisque,  pour  exprimer  Tequilibre  des  forces  reelles  joiiues 
aux  forces  d’inertie,  il  faut  exprimer  que  cet  ^quilibre  a lieu 
pour  chacun  des  points  materiels  du  systiime,  et  que,  par 
consequent,  il  est  tout  aussi  simple  dVerire  immediatement 
les  equations  diifiM'entielles  du  mouvement  de  chacun  de  ces 
points.  Mais  il  iTeii  est  plus  de  m<^me  lorsqiTil  s’agit  d’un 
systems  materiel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons  (§  186). 
Dans  ce  cas , le  tlieort;me  de  d’.\lembert , en  ramenant  la 
question  du  mouvement  du  systeme  ik  une  question  d'^qui- 
libre  entre  les  forces  qui  iui  sont  reelieinent  appliquws  et 
les  forces  d’inertie  de  ses  differents  points,  permet  de  pro- 
filer des  simplifications  que  les  liaisons  introduisent  dans 
I’ensemble  des  equations  d’equilibre  des  forces  appiiquees  ii 
un  systeme  materiel,  .\insi,  pour  en  donner  un  exemple, 
les  equations  d’equilibre  des  forces  appiiquees  a un  solide 
invariable  se  rediiisant  a six  (§§  187  et  178),  le  theoreme 
de  d’.\lembert  conduit  immediatement  i six  (Equations  qui 
sulTiscnt  pour  faire  connaitre  le  mouvement  d’un  pareil 
corps. 

§ 222.  Premier  TiifeoRfeME  r.tMf;nAL,ou  theoreme  dn 
mouvement  du  centre  de  p;ratile.  — Lc  theoreme  de 
d’Alembert  ne  fait  connaitre  aucuiie  propriete  du  mouve- 
ment du  systeme  mattTicl  auquel  on  Tapplique ; il  ne  fail 
que  fournir  une  methode  particiiliiM'e  pour  eerire  les  equa- 
tions differentielles  du  mouvement  dii  systeme,  equations 
que  Ton  pourrait  d’ailleurs  I'crire  directement,  sans  avoir 
recours  a cc  IhiHireme.  Il  n’en  est  pas  de  mt?me  des  the'o- 
remeg  gen^aiix,  dont  nous  aliens  nous  oecuperj  chacun 
do  ces  theoremes,  qui  sont  au  nombre  de  quatre  fait  con- 
uaitre  une  proprieti*  de  mouvement.  Nous  commencerons 
28. 
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par  celui  qui  se  rapporlc  au  mouvcmcnt  du  centre  de  gra- 
vite  du  systenie. 

Desigiions  par  m la  masse  d’un  quelcoiique  des  points 
maleriels  du  sysieine ; par  r,y,z  les  eoordonnees  de  ce  point 
rapportces  a trois  axes  rectangulaires ; et  par  X,  Y,  L les 
forces  paralleles  aux  axes , dans  Icsquelles  se  decompose 
line  quelconque  des  forces  appliquees  a ce  point  materiel. 
Si  nous  observons  que  la  projection  de  la  resultante  de  plu- 
sieurs  forces  appliquees  a tin  point,  sur  un  axe  quelconque, 
est  egale  a la  soninie  des  projections  des  composantes  snrie 
ineme  axe,  nous  verrons  que  les  equations  dilTerentielles  du 
mouvemeut  du  point  materiel  dont  il  vienl  d’etre  question 
peuvcnt  s’ecrire  ainsi  (§  121), 


m 


<Px 

W 

di^ 


= 1\, 
= 2;y. 


m 


IZ. 


Les  signes  X qui  entrent  dans  les  seconds  membres  indi- 
quent  des  sommes  s’etendant  a toutes  les  forces  qui  sont 
appliquees  au  point  materiel  coiisidere.  Concevons  que  nous 
ayons  ecrit  toutes  les  equations  analogues  a celles-la,  pour 
les  divers  points  materiels  du  systeme,  et  que  nous  ajoutions 
entre  elles  toutes  qelles  de  ces  equations  qui  se  rapporleiit 
aux  mouvements  projetes  sur  tin  meine  axe  : nous  trouve- 
rons  ainsi  les  trois  equations  suivantes  ; 


Y d‘x 

1 m = X Y , 

dt* 

V = V 7 
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(l:ins  lesqiiellcs  les  sij'iies  i dcs  premioi's  im*nibrc*s  indi- 
(|ii(‘til  des  sommes  sVtondaiil  a tous  li-s  points  dii  systonio, 
otccux des seconds meinbres, des sommes setendant a toutes 
les  forces , sans  exception  , cpii  agissent  sur  les  diverses 
parlies  de  ce  systcme. 

Dt'signons  mainienaiit  par  M la  masse  totale  dii  systcme 
b)ateriel,et  par  x,,  »/i,  les  cooidonnees  d(!  son  centre  de 
gravile  , a un  instant  (|nelconque.  i\oiis  anrons  (§  163) 


et , par  suite 
temps  /, 


M 


(P.Ti 

~dT 


= 2m 


, en  dilTerentiant  deux  fois  par  rapport  an 


rf'-r  (t'y,  d'y  (f*;,  d'i 

\|  — tL-  > Ml  > *1* 

dt^'  di-^  “ di'"  do  “ 


All  moyen  de  ces  fornuiles,  les  Irois  equations  que  nous 
veuoiis  d'obtenir  deviendronl 


■v.-' 


iM 


d^xt 

W 


= 1\. 


— V Y 


= 1Z. 


Ces  irois  i-quations  diHcrminent,  comme  on  voit,  les  valeurs 
des  coordonnes Xt,y,,z,  du  centre  de  gravite,  en  fonction  du 
temps.  Pour  les  interpreter,  ct  enoncer  le  theoreme  auquel 
elles  correspondent , nous  ferons  d’abord  les  remarques  sui- 
vantes  : 1°  ces  equations  ont  cxactement  la  forme  des  equa- 
tions differenlielles  du  mouvement  d’un  point  materiel  de 
masse  M ; 2”  les  forces  interieures  du  systeme  disparaisseut 
d’elles-mi’mes  dans  les  seconds  inembres  de  ces  equations , 
puisque , ces  forces  etant  deux  a deux  egales  et  directemenl 
opposees,  leurs  projections  sur  uu  axe  quelconque  sont 
deux  a deux  egales  el  de  signes  contraires;  S'*  les  forces  ex- 
terieures , qui  restent  settles  dans  les  seconds  nombres , 


/ 
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J’apros  ce  que  nous  vonons  dc  dire , peuvenl  itre  transpor- 
ees  parullclement  a elles-rndmes  en  un  point  quciconque  , 
suns  que  ces  seconds  ineinbres  soieiit  changes , puisque , 
pur  la , les  projections  de  ces  rorces  sur  un  axe  quelconque 
lie  changeront  ni  dc  grandeur  ui  de  signe.  On  peut  done 
dire  que 

Le  centre  de  grarite  d'un  sytteme  materiel  te  meut 
le  la  mhne  maniere  que  ti  toute  la  matte  du  tytteme  y 
c'lait  concentre'e , et  que  toutet  let  forcet  exterieuret  y 
futteut  trantporteet  parallelement  a ellet-memet . 

Ce  theoreine  nous  montre  que , lorsque  nous  faisons  abs- 
traction des  dimensions  d'un  corps , pour  le  reduire  par  la 
penstie  a un  point  materiel  (§  82) , e'est  a son  centre  de 
gravile  que  nous  devons  concevoir  que  toute  sa  masse  est 
concentree.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  mouvement 
d'un  point  materiel  (Livre  II)  est  immddiatcment  applicable 
uu  mouvement  du  centre  de  gravite  d'un  systeme  mate- 
riel. 

§ 223.  Pour  faire  bieii  comprendre  la  vraic  signification 
et  la  portee  du  premier  theoreine  general  que  nous  venous 
il'etablir,  nous  allons  I'appliquer  a quelques  exemples. 

Lorsqu'on  lance  uii  corps,  suivant  une  direction  quel- 
conque, a la  surface  de  la  terre,  et  qu'eiisuite  la  pesanteur 
est  la  seule  force  exterieure  qui  agisse  sur  les  diverses  mo- 
lecules de  ce  corps,  son  centre  de  gravite  decrit  unc  para- 
bole  dans  le  plan  vertical  niene  par  la  direction  de  sa  vitesse 
initiale  (g  122).  Sup|H>suiis  que  le  corps  dont  il  s'agit  soit 
iiiiebombe,  et  que  cette  bombe  fasse explosion  avant  qu'elle 
soit  tombee  sur  le  sol ; I'explosion  etant  oecasionnee  unique- 
inent  par  le  developpement  dc  forces  interieures,  le  mouve- 
inent  du  centre  de  gravite  de  la  bombe  tout  entiere  n'en 
est  pas  alteiv  : ce  centre  de  gravite  de  I'ensemblc  de  toutes 
les  molecules  dont  la  reunion  constituait  primitivement  la 
bombe , continue,  apres  I'explosion,  a parcourir  la  parabola 
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suivilut  laquelle  il  a cummeiico  u se  niouvoir.  Ce  n’esl  (ju*; 
lorsque  quelqu’uii  des  rnigniLMiis  dc  la  bombe  vieiU  a rca- 
coiiirer  uii  corps  etruiiger,  que  le  inouvenicnt  du  centre  de 
gravite  du  systenie  se  niodifie ; parce  que  la  reaction  eprou- 
vee  par  ce  fiagmciit  est  une  iiouvelle  force  exterieure  qui 
vieiit  se  conibiner  avec  la  |>esanteur,  et  contribuer  avec  elle 
a la  production  de  ce  inouvenient.  II  est  clair  que  ces  resul- 
tals  lie  soiit  vrais  qu'approxintativement , dans  le  cas  oil  la 
bouibe  sc  incut  dans  I'uir  atinospherique , eii  raison  de  la 
resistance  que  I'air  oppose  an  inouvenient  de  la  bonibc  ct 
de  ses  fragments,  resistance  qui  est  une  force  exterieure,  et 
qui,  par  consequent,  indue  sur  le  niouvcmcnt  du  centre  du 
gravite. 

Si  les  forces  exterieures , transportees  parallelement  a 
elles-memes  au  centre  de  gravite,  out  une  resultantc  iiulle, 
ou  bien,  s'il  n'y  a pas  dc  forces  exterieures,  le  centre  de 
gravite  du  systeine  est  neccssaircnient  iniinobile,  ou  aninie 
d'un  iiiouveineiit  rectiligne  et  uniforinc.  Ainsi , concevous 
qu'iiii  etre  aiiime,  un  lioinme,  par  cxeinple,  se  trouve  isole 
au  milieu  dc  I’espacc , qu’il  lie  suit  suiimis  a aiicuiic  force 
exterieure,  et  que  son  centre  dc  gravity  soit  iiiiiiiubile;  cet 
etre  aniiiie  ne  pourra  pasde  lui-menie  mettre  son  centre  de 
gravite  eii  mouvcnient , de  quelque  maiiiere  qu'ii  fasse 
juuer  ses  muscles  pour  deplacer  les  diverses  parties  de  son 
corps,  parcc  qu'ii  ne  peut  developper  ainsi  que  des  forces 
itilerieures  qui  ne  sont  pas  capables  de  faire  sortir  le  centre 
de  gravite  dc  sun  etat  d'immubilite  primitive. 

Notre  systeine  plunetaire  etant  extreinement  eluigne  des 
etoiles  qui  renvironnent,  on  peut  regarder  les  actions  que 
ses  diverses  parties  epruuvent  de  la  part  des  etoiles  coniine 
iusensibics.  Des  lei's,  ce  systeme  n’est  souiiiis  qu’a  des  forces 
interieures  , et , par  consequent , son  centre  de  gravity  doit 
etre  immobile  ou  anime  d’un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme. 
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5 334.  Deixieme  th£or<;iie  ckx(;ral,  o«  ihMr^Me 
diew  qaantltM  4e  mouveoieat  pr«Jelr««  «ar  nn  axe.  — 

Si  I'on  projette  le  inouvement  d’nii  point  materiel  siir  iin  axe 
fixe,  on  a dans  le  mouvement  projete  (§  Il.t'; 

mv — mt>o=^  I Fdt, 

Jo 

F (Hant  la  projection  d'nne  qiielconqiie  des  roi*ces  qiii  agis- 
sent  sur  le  point  materiel,  et  le  signe  1 indiquant  une  somme 
qni  s etend  a toutes  les  forces  anxqnelles  il  est  soumis  ; car 
la  projection  di'  la  resullanle  des  forces  appliquees  a <‘e 
point  est  egale  a la  somme  des  projections  des  forces  elles- 
mdmes,  et,  par  consequent,  I’impulsion  elementaire  ou  tolale 
de  cette  resultante  projeti^  est  egale  a la  somme  des  im- 
pulsions elementaires  ou  totales  des  composantes  projetees. 
Si  Ton  ecrit  toutes  les  equations  de  cette  forme,  relatives 
aux  projections  du  mouvement  des  divers  points  d’lin  sys- 
teme  materiel  snr  un  m^me  axe  fixe , et  correspondant  a nn 
m^me  intervalle  de  temps,  et  qu’ensuite  on  les  ajoute  mem- 
bre  a membre,  on  trouve 

Imv  — 1 mp„  = Z f y dt. 

Jo 

Les  signes  1 du  premier  membre  de  cette  iiouvellc  equation 
indiquent  des  sommes  qui  s’etendent  4 tons  les  points  mat<^ 
riels  du  sysleme;  et  celui  du  second  membre,  une  somme 
(|ui  s'etend  a toutes  les  forces  appliquees  aux  diverses  par- 
ties de  ce  systeme.  Les  forces  interieures,  en  projection  sur 
I’axe  dont  il  s’agit , sont  deux  a deux  egales  et  de  signes 
contraires  ; les  termes  correspondant  a ces  forces  se  detriii- 
sent  done  mutuellenient  dans  lequation  qui  vient  d'etix* 
obtenue,  de  sorte  qu’on  peut  I’ecrire  en  ne  mettant  dans  son 
second  membre  que  les  termes  correspondant  aux  forces 
exterieures.  TVapr^  cela,  cette  equation,  qui  constitue  notre 
deuxi^me  theoreme  general , petit  s’enoncer  de  la  maniere 
suivante  : 
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L‘accroi»$enient  total  de  la  xomme  de*  quantite*  de 
tnoiiremeiit  du  fijutrm^  projete'et  far  an  axr  fire  qael- 
rotiqae,  pen^tit  an  tempf  aafti  qaelconqae , est  e'gal 
d la  tonime  def  impulfions  totalet  def  forret  eiteriearef 
projeteet  far  cet  axe , pendant  !e  meme  tempt. 

§ 225.  Le  refill  dcs  bouches  :i  feu  s’expliqiie  naturelle- 
iiiciit  au  moyeii  dc  cc  theoreme.  .\vant  rinnaiiinialioii  de  la 
puudre,  le  canon  et  sa  rhar^^e  ferment  iin  systenie  iinino- 
bilc,  pour  leqiiel  la  somilic^es  quantiles  de  mouvement 
projeti^es  stir  I’axe  du  canon  est  nulle.  Otte  somme  dc  quan- 
tiles de  inoiivenient  projett^doil  rosier  constainnient  nulle, 
lant  qu'il  n’y  a pas  dc  forces  exterieures  qui , en  projection 
sur  I’axe  de  la  pi^e,  donm^t  Iteu  h tine  suininc  d’impulsions 
dillerentes  de  zero.  L’explosion  de  la  poiidre  ne  developpanl 
qiie  des  forces  interieurcs,  il  s'ensuit  neccssairement  que 
le  canon  et  Ic  boiilet  prennent  en  mi^me  temps  des  mouve- 
ments  dirigt^  cn  sens  contniires  I’lin  de  I’aiitrc ; de  telle 
maniere  que  la  somme  des  quantiles  de  mouvement  du  sys- 
temc,  en  projection  sur  I’axe  de  la  piece,  conserve  sa  valeur 
nulle.  S’il  etait  pemiis  de  negliger  la  masse  dc  la  poiidre,ou 
des  matieres  dans  lesquelles  ellc  se  transforme  par  suite 
de  son  inflammation,  on  poiirrait  dire  que  le  canon  et  le 
boulct  prennent,  au  moment  dc  I’explusiou,  des  vit(*sses  de 
sens  contraires^  ei  inversement  proportionnelles  a leurs 
masses ; mais  Tes  clioses  ne  sc  passent  pas  tout  a fait  ainsi , 
il  cause  de  la  mass<;  de  la  poiidre , qui  n'est  pas  negligeable 
par  rapport  ik  celle  du  boiilel : en  realite  le  reciil  de  la  piece 
s’efiectiie  avec  unc  vilessc  iiii  peu  plus  grande  que  celle  que 
I'oii  trouverait  de  cetlc  maniere. 

L’ascension  des  fusees  s'expliqiie  d'line  maniere  analogue. 
L’inflammalion  progressive  dc  la  poiidre  qui  entre  dans  la 
composition  d’tinc  fusee  fait  sortir  des  quantiles  dc  mati^re 
de  plus  en  plus  grandes,  par  un  orifice  pratique  a sa  partie 
inferieure  •,  le  corps  dc  la  fusee  doit  done  reciiler,  c’est-ii- 
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dire  se  niellre  eii  niouvemcnt  de  bas  en  haut.  L'aclioii  dc  la 
pesantcur  vient , il  est  vrai,  modilicr  le  resultat;  inais  ulle 
ne  fait  quc  diniinuer  la  vilesae  de  la  fusee , en  faUaiil  equi- 
libre  a unc  parlie  de  la  force  verticale  qui  produil  sou  uiou- 
vement  de  recul  de  bas  eii  haul. 

§ 326.  TaoisiliiiF.  THf:uRfeiiF.  general,  oh  th^r^me 
moments  des  quantitds  de  moutement  |mr  rap- 
pert  a un  axe.  — Keprenons  Ic  theoreme  enonce  a la  tin 
du  § 116  , ct  observons  que  : 1°  le  inumcnt  de  la  projection 
d’une  quaiiiite  de  mouvement  sur  un  plan  fixe , par  rapport 
a un  point  U dc  ce  plan , peut  etre  regarde  coniine  elant  le 
moment  dc  la  quantite  de  mouvement  elle-m^me  par  rap- 
port a la  droite  qui  se  projeltc  en  ce  point  0 (§  103)  { 3°  de 
m^me  le  moment  de  I’impulsion  cdementaire  de  la  projection 
d’une  force  sur  le  plan  fixe,  par  rapport  au  point  0,  peut  (Urc 
regarde  comnie  etant  le  moment  de  I’impulsion  elementaire 
dc  la  foiTc  par  rapport  a la  ineme  droite  qui  se  projettc  en  U ; 
.Veniin,  si  plusieiirs  forces  sont  appliquees  a un  meme  point, 
ic  moment  de  chaque  impulsion  elementaire  de  la  resultante 
de  ces  forces,  par  rapport  it  un  axe  fixe,  est  egai  a la  so  mine 
des  moments  des  impulsions  elementaires  correspoiidautes 
des  forces  composantes,  par  rapport  au  meme  axe  (§  103). 
D'apres  cela,le  theoreme  dont  il  s’agit  peut  s’cuioncer  autre- 
meiit,  de  la  maniere  suivante  : loi'squ’un  point  materiel  se 
meut  dans  I'espace  sous  Taction  de  diverses  forces,  Taccrois- 
scment  total  qu’eprouve  le  moment  de  la  quantite  de  mou- 
vement du  point,  par  rapport  a un  axe  fixe  quelconque,  et 
pendant  un  temps  aussi  quelconque , est  egal  a la  sorome 
des  moments , par  rapport  a cet  axe , des  impulsions  ele- 
mentaires  des  forces  auxquellcs  il  est  sounds,  correspondaiit 
aux  divei's  elements  dont  ce  temps  se  compose. 

Concevons  maiiiteiiant  que  Ton  ecrive  les  equations  ana- 
logues a celle  qui  resulte  de  cet  enonce,  pour  tous  les  points 
inat^riels  qui  font  partie  d’uii  systcme  en  mouvement,  en 
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eolisidei'uiil  im  nii'iiic  intervallc  dc  temps  pour  tous  ces 
points , ct  prenaiit  les  moments  des  quantites  dc  inouvu- 
ment  ct  des  impulsions  pur  rapport  a un  nieme  axe  lixe.  Hi 
Ton  ajoute  enlre  elles  toutes  les  equations  ainsi  obtenues, 
et  que  Ton  observe  que  les  moments  des  impulsions 
mentaires  des  forces  intcricures  se  detruirout  mutuellcment 
dans  la  somme  ,comme  edant  deux  ii  deux  egaux  et  de  signes 
contraires,  on  trouvera  unc  equation  unique,  qui  pent  s’e- 
noncer  ainsi  : 

L’accroittemenl  total  de  la  somme  des  moments  des 
quantites  de  mouvement  da  systems  par  rapport  a un 
axe  fixe  quelconque,  pendant  un  temps  aussi  queleou- 
que,  est  egal  d la  somme  des  moments,  par  rapport  d eet 
axe,  de  toutes  les  impulsions  elemenlaires  des  forces 
exterieures , correspondanl  aux  divers  elements  dont 
ce  temps  se  compose. 

(>’est  en  cela  que  consiste  notre  troisieme  thdoreme  gc- 
mdal. 

§ 227.  Th^reme  des  aires.  — Supposous  que  les  for- 
ces exterieures,  appliquees  aux  diverses  parties  d’un  systenie 
materiel  en  mouvement,  satisfassent  a cette  condition  que 
la  somme  de  leurs  moments , par  rapport  a un  certain  axe 
fixe,  soit  conslaniment  nulle.  La  somme  des  inomenls  des 
im])ulsions  tdcMiientaires  de  ces  forces , correspondaiit  a un 
idement  de  temps  quelconque  dt , par  rapport  ii  I’axe  dont 
il  s’agit,  s’obticnt  en  multipliant  par  dt  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  ii  cet  axe , les  forces  ^taiit 
prises  avec  les  grandeurs  et  les  directions  qu’elles  out  au 
commencement  du  temps  dt  \ cette  somme  des  moments  des 
impulsions  elementaircs  des  forces  exterieures  est  done 
nulle,  pour  cliaque  tUement  de  temps , en  vertu  de  I'hypo- 
tliese  que  nous  faisons.  II  en  resulte  que.  I'uccroissement 
total  dc  la  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement 
dll  systeme,  par  rapport  a I’axe  lixe  que  I’oii  coiisid^re,  pen- 
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dani  im  temps  quelconque,  est  egul  u xero;  oil,  eii  d'aiiti'es 
U-rines,  la  somme  dcs  momonls  des  quantiles  demoiiveinent 
dll  sysleme,  par  rapport  a cel  axe,  conserve  conslammenl  la 
m<^me  valeur. 

Ce  Iheoreme,  aiiquel  nous  venous  de  parvenir,  pent  eiia* 
cnonce  aiitrement.  Imaginons , pour  cela , que  nous  proje- 
tions  le  systemc  en  moiivement  siir  un  plan  perpendiculaire 
a I’axc  fixe,  et  soil  0 le  point  oil  I’axe  Iui-m6me  sc  projetle 
sur  ce  plan.  La  somme  des  moments  des  qiiaulites  d«!  mou- 
vemenl  du  sysleme , par  rapport  a I’axe  , n’est  autre  chose 
que  la  somme  des  moments  des  quantiles  de  mouvemeni 
projetees  sur  Ic  plan,  par  rapport  an  point  0 ; on  pent  done 
dire  que  celle  derniere  somme  conserve  constammenl  lu 
meme  valeur.  Mais  si  r est  la  vitesse  projelee  d’un  point 
materiel  de  masse  m,  et  si  p est  la  distance  du  point  0 ii  la 
direction  de  cetle  vitesse,  le  moment  mvp  de  la  quantile  de 
mouvement  projetee  de  ce  point  materiel  pent  secrire 

mX  ivdt.px 

le  Iheoreme  dont  nous  nous  occupons  consislaiit  en  ce  <]ue 
la  somme  des  moineiils  des  quantiles  de  mouvemeni  proje- 
tees Imrp,  est  toujours  egale  a une  inemc  quanlite  C,  on 
en  conclut 

V . j L (It 

Imx  {vdt.p  — -^ , 

et,  par  suite,  en  integrant  par  rapport  ii  /, 


II  resnlle  de  celte  equation , el  de  la  signification  g<*ome- 
trique  de  la  quanlite  -rdt.p  (§  IIS),  qiu‘  le  iheoreme  dont 
iLs'agil  pent  elre  eiionce  en  disaiil  ijue  : la  somme  despro- 
duits  des  masses  des  dillerents  points  matenaels  du  sysleme, 
parlcsaires  que  decrivenl,  pendant  un  temps  quelconque  /, 
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les  rayons  vecteui’S  mciu's  du  point  O aux  projections  d<- 
ces  points  niateriels , ost  proportioniiclle  an  temps  1.  Cent 
en  cela  qne  consiste  Ic  theoreme  det  aires,  qui  a lieu  pour 
la  projection  du  inouvcnicnt  d’un  systenie  materiel  quclcon- 
quc  snr  un  plan,  ct  par  rapport  a un  point  0 dc  ce  plan, 
toutes  les  I'ois  que  la  somine  des  moments  dcs  forces  exte- 
rieures,  par  rapport  a I’axe  (pii  se  projettc  en  0,  csl  egale  a 
zero. 

L’enonce  dc  ce  Iheoremc  des  aires  se  simplilierait,  si  les 
masses  des  divers  points  maua  iels  du  systeme  etaient  toules 
egales  cntrc  elles.  On  pourrait,  en  eflet,  supprimer  la  masse 
de  cliaqiie  point , qui  serait  un  facteur  commun  a tons  les 
tenues  de  la  somme,  et  le  tlieoreme  consisterait  en  ce  que  la 
somme  des  aires  decrites  , pendant  un  temps  quelconquc  t, 
par  les  rayons  vecteurs  menes  du  point  0 aux  projections 
des  di  vei*s  points  materiels,  serait  proportionnelle  au  temps  t. 
I’oui'  proliter  de  cette  simplification  de  renoiice,  dans  le  cas 

general  oil  les  masses  m , m',  m", , des  dilTcrcnts  points 

materiels  sontinegales  , on  conij’oit  qu’on  prenne  une  petite 
masse  a qui  soit  contenue  un  nombre  exact  de  fois  dans 
cliacune  des  masses  , de  telle  sorte  qu'on  ail 

m = n^,  m'  — n^,  in" =n"  ^ , 

/I , . . . . , etant  des  nonibres  cnliei's.  Knsuitc  on  ima- 

gine que  le  point  materiel  de  masse  m soit  remplace  par 
H points  materiels  de  masse  p,  coincidant  constamment  les 
uns  avee  les  autres ; que  le  point  materiel  dc  masse  m soil 
remplace  par  m’  points  materiels  de  masses  jji , coincidant 
egalenient  ensemble , et  ainsi  dc  suite  : on  n’a  plus  des  lors 
que  des  points  materiels  ayant  tons  une  meme  masse  u,  el, 
par  consequent,  on  pent  supprimer  cette  masse  commuiu* 
de  r<'‘nnnc(‘,  coniine  nous  Tavoiis  indique  plus  liaut. 

D’apres  cela , le  tlieoreme  des  aires  ponrra  toujours  sV- 
uoncer  de  la  maniere  suivante  : Si  la  totntne.  den  muMienIt 


Digitized  by  Google 


UU6  LITRR  IV. — DTNAIlIQt'B.  TROISlfeMR  PARTIR. 

det  forcet  exteri0nre$  appliqueet  d un  tysleme  materiel 
en  mourement,  par  rapport  A un  axe  fixe  queleonque, 
e»t  contlammeni  nulle  , la  tomme  dee  airet  deeritee , 
pendant  un  tempe  queleonque,  par  lee  rayone  recteure 
qui  joignent  le  pied  de  I’axe  eur  un  plan  perpendieu- 
laire  a ea  direction  aux  projectione  dee  direre  pointe 
materiele  du  eyeteme  eur  ce  plan , eet  proportionnelle 
an  tempe  dont  il  e'agit.  C’(‘St  habitunllenient  sous  cello 
forme  qiie  nous  considererons  I’cnonce  du  theoreme  des  ai- 
res;  mats  nous  devrons  nous  rappeler  qiie,  en  realitd  , au 
lieu  dc  la  somme  d’uircs  qui  y entre,  il  faut  toujonrs  prendre 
la  somme  des  produils  des  aires  qui  correspondent  aux 
divers  points  materiels  du  systemc  par  Ics  masses  de  ces 
points  materiels. 

Pour  reconnaltrc  si  la  somme  des  moments  des  forces 
exlerieures  appliqiiecs  a un  systeme  materiel,  par  rapport  a 
un  certain  axe,  est  egale  a zero , il  sulTit  d’opdrer  sur  ces 
forces  comme  si  elles  agissaient  sur  un  solidc  invariable,  et 
de  chercher  it  les  reduire  a deux  forces,  dont  Tune  ait  son 
point  d’applicatioii  sur  I'axe  mi^me  : Ic  moment  de  la  seconde 
de  ces  deux  forces,  par  rapport  a I’axe,  est  egal  a la  somme 
des  moments  des  forces  donnoes,  par  rapport  au  meme  axe, 
et,  par  consiMiuent,  pour  que  cette  somme  de  moments  soit 
nulle,  il  faut  que  la  seconde  force  dont  il  s’agit  rencontre 
I'axe,  on  lui  soit  parallele. 

§ 228.  ConsidiTons,  en  particulier,  le  cas  oil  les  forces 
exlerieures,  composees  entre  elles  comme  si  elles  agissaient 
sur  un  solidc  invariable , ont  une  resultante  unique  passant 
constammenl  par  un  meme  point  0 de  I’cspace.  Si  Ton  fail 
passer  une  droile  queleonque  par  le  point  0,  la  somme  des 
moments  des  forces  exlerieures  par  rapport  a cette  droite 
sera  nulle ; le  theoreme  des  aires  sera  done  applicable  a la 
projection  du  mouvemeiU  du  systeme  sur  un  plan  quelcon- 
que,  mene  par  le  point  0 , eu  prenant  re  point  pour  origine 
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(l(‘s  rayons  vcrieurs  abontissant  aux  projections  des  divers 
points  dll  systeme.  Cette  existence  du  tli^or^me  des  aires , 
pour  tons  les  plans  qn’on  pent  faire  passer  par  Ic  point  C) , 
pent  (l^trc  enoncec  d’nnc  manierc  tres-siniple,  a I’aide  des 
considerations  snivanles. 

Un  systeme  qnelconqne  cHant  en  mouvement,  concevons 
qne  nons  joignions  les  divers  points  qiii  le  composent  a un 
menu:  point  lixe  0 de  I’espace  par  des  lignes  droites,  et  que 
nons  deterininions  les  aires  iMementaires  decrites  simulta- 
Mcment  par  ces  rayons  vecteui's , dans  respai:c , pendant  un 
•di'ineiit  queleonqm*  du  temps ; les  projections  de  ces  aires 
elementaires  snr  un  plan  qnelconqne  mene  par  le  point  0, 
seront  precisement  les  aires  decrites  dans  le  mi'me  temps 
par  les  rayons  vecteurs  mcnes  du  point  0 aux  projections 
des  points  dn  systi^mc  snr  cc  plan.  Cela  posi'*,  rapportons  le 
systeme  a trois  axes  coordonnes  rectangulaires  ayant  le 
point  0 pour  origine,  et  projetons  snr  les  plans  coordonnes 
les  aires  tdi'-mcntaires  decrites  dans  i’espace  par  les  rayons 
vecteui's  qni  joigneiit  le  point  0 anx  diiTi-rcnts  points  du  sys- 
teme. Si  w,  w' , w"  sont  les  trois  projections  d’une  de  ces  aires 
elementaires,  la  projection  de  cette  im’‘iiie  aire  eltunentaire 
snr  nil  plan  P faisant  des  angles  a,  6,  y avec  les  plans  roor- 
doiiiies,  aura,  comme  on  salt,  pour  valeur: 

cocosa-l-w’coso-l- w”  cosy. 

La  somme  des  projections  des  aires  elementaires  correspoit- 
dant  a tons  les  points  du  systeme,  snr  cememe  plan  P,  sera 
done  egale  a 

S (tocosa-f-  (i)'cosS  + w"cosy  ) , 
on , ce  qni  cst  la  meme  chose , 

cos  a.  Scii-f-  cosS.Sti)^ -h  cosy.  Sw". 

Soit  Q line  aire  plane  dont  les  projections  snr  les  trois  plans 
coordonnes  aient  pour  valenrs  Sw,  loj',  2w".  Si  nous 
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(lesiguoiis  par  A,  B,  C les  angles  que  le  plan  de  celle  airr 
fail  avec  ces  Iruis  plans  coordonnes,  nousaurons 

So)  = Q cos  A,  Sco'  = QcosB,  2o)*‘  = UcosC  , 

el  par  suite  la  suinmc  des  projections  des  aires  elenieniaires 
de  I'cspacc  sur  le  plan  P sera  egale  a 

U (cos  Acosa-hcosBcosS  + cosCcosy). 

La  quantite  enlre  parentheses  n’etant  autre  chose  que  le 
cosinus  de  Tangle  compris  entre  le  plan  P el  le  plan  de  Q, 
il  en  resulte  que  la  soinine  des  projections  des  aires  eh'*- 
inentaires  de  Tespace  sur  le  plan  P est  t‘gale  a la  projection 
d(!  Taii'e  Q elle-ineme  sur  ce  plan  P.  On  voil,  d’apres  cela  , 
comment  varie  la  somine  des  projections  des  aires  elemen- 
laires  decrites  par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  point 
lixe  0 aux  divei’S  points  du  systeme,  suivant  qu’on  projette 
ces  aires  sur  tel  ou  tel  plan  mene  par  le  point  0 : la  somme 
des  aires  projetees  est  un  maximum  lorsqu’on  prend  le 
plan  de  Q pour  plan  de  projection  ; elle  diminue  a niesun* 
que  Tangle  aigu  compris  entre  le  plan  de  projection  et  le 
plan  de  Q va  cn  augmentanl ; et  ellc  est  nulle  lorsque  le  plan 
de  projection  est  perpendiculaire  au  plan  de  12.  Cc  plan  de 
Tairc  12  se  nommc,pour  cetle  raison, du  maximum  de* 
ntre*.  A'ous  aliens  nous  servir  de  la  notion  du  plan  du  maxi- 
mum des  aires  pour  enoncer  autrement  le  resultat  auquel 
nous  sommes  parvenus  au  cominencemenl  de  ce  paragraphe ; 
niais  nous  ne  devroiis  pas  oublier  que  cc  plan  cxiste  inde- 
pendamment  du  theoreme  des  aires ; (|ucl  que  soil  le  systeme 
en  mouvement  que  Ton  considere,  quel  que  soil  le  point  de 
Tespace  d'oii  Ton  mene  des  rayons  vecteurs  aux  dilTerents 
points  de  ce  systeme , et  qiiel  que  soil  Telemenl  de  temps 
pendant  lequel  on  considere  les  aires  decrites  dans  Tespace 
par  ces  rayons  vecteurs,  il  y a toiijonrs  tin  plan  passant  par 
Torigine  des  rayons  vecleiii's  qui  jouit  de  la  propriete  du 
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plan  (111  maxiniiiin  des  aiivs.  II  esl  aisi;  d(!  voir,  d'aillcurs, 
qiic  cc  plan  nVst  autre  diose  que  le  plan  dn  nioineni  resul- 
tant des  quantit('*s  de  nioiiveinent,  par  rapport  an  point  d’oii 
Ton  fait  partir  les  rayons  vecteurs,  les  qiiantites  dc  niouve- 
nient  etant  traitiies  comnie  des  forces  qui  agiraient  siir  uii 
solide  invariable  (§  161). 

Revenons  maintenaiit  a la  question  qui  fait  I'objet  special 
de  cc  paragixiphe.  N'ous  avons  dit  que , dans  le  cas  ou  les 
forces  exlerieures  d’lin  sysleme  mau*riel , composees  entre 
elles  comme  si  elles  pgissaient  sur  un  solide  invariable  , out 
une  r^iiltante  unique  passant  constaninient  par  un  mi^me 
point  0 de  I’espace,  le  tlieoreme  di;s  aires  est  applicable  a la 
projection  du  mouvement  du  systeme  sur  un  plan  quelcon- 
que  mene  par  le  point  0 , en  prenant  ce  point  pour  origine 
des  rayons  vecteurs  aboutissant  aux  projections  des  divers 
points  du  systeme.  II  s'ensuitque,  si  Ton  considere  les  aires 
d^crites  dans  I’espace  et  pendant  un  element  quelconque  dt 
du  temps , par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  Ic  point  0 
aux  divers  points  maliiricls  de  m^me  masse  dont  on  congoil 
que  le  systeme  soil  compose  (§  227),  et  que  Ton  projette  ces 
aires  cdemcntaires  sur  trois  plans  coordonnes  rectaiiguiaires 
mcnes  par  le  point  0,  les  sommes 

Sw,  i'o/,  2w", 

des  projections  ainsi  obtenucs,  surchaciin  de  ces  trois  plans, 
consei’veroul  constamment  les  monies  valeui's  pendant  les 
divers  eliiments  dc  temps  t^gaux  a dt  qui  se  succedent  : 
done  I’aire  plane  Q , dont  les  projections  sur  les  trois  plans 
cooixlonnes  sont  respectivement  egales  a 

Sw,  Sw', 

conservera  aussi  toujours  la  im'nie  valour,  et  les  angles  A, 
B,  C (pie  le  plan  de  11  fait  avee  ces  plans  coordoiim’-s  ii(> 
chang(!ront  pas.  On  pent  done  din*  que,  dans  rhypolli('-se 

2!) 
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<}u«  uous  adQptuQ» , l«  plau  Uu  uiuxiuiulii  dcs  yires  du  !>)!>- 
l4<ne,  relatif  au  poinl  0 , conserve  uue  dti'ecliuii  invariable 
dans  I'espace ; el  que,  en  outre,  la  sonime  des  aii'es  decriles, 
en  projection  sur  ce  plan , par  les  rayons  vecleui's  qui  ema- 
Dent  du  point  O,  est  proportionuelle  au  teuips  employe  a les 
decrire. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  iin  point  particulier  O de 
I'espace , par  lequel  uous  avons  suppose  que  passail  cons- 
tamment  la  resultanle  des  forces  exterieures  coniposees 
comme  si  elles  agissaieul  sur  un  solide  invariable,  pouri-a  se 
dire  pour  nn  poinl quelconqne  de  I’espace,  loisque  ceiten^ 
stiltanle  des  forces  exterieures  sera  nulle,  c’esl-a-dire  lors- 
que  ces  forces  satisferout  aux  six  conditions  d’equilibre  des 
forces  appliquees  u un  solide  invariable  (§  178). 

§ 229.  Uonnons  quelques  exemples  de  rapplication  du 
tbeoreme  des  aires. 

Si  nous  supposons,  cominc  nous  I'avous  deja  fait  (§  223), 
qu’un  ^ire  anime  soil  isole  au  milieu  de  I'espace,  qu’aueiine 
force  exlerieure  ne  lui  soil  appliquee,  etqu'il  soil  primilive- 
inent  immobile,  non-seulement  cet  ^ire  anime  ue  pourra  pas 
deplacer  sou  centre  de  gi  avile,  mais  encore  il  ue  lui  sera 
pas  possible  dc  se  donner  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  point.  En  effet,  dc  quelque  maniere  qu'il  fassc  jouei- 
ses  muscles,  il  ne  peut  developper  que  des  forces  interieu- 
res ; I’absence  de  toute  force  exlerieure  entraine  done  coninte 
consequence  que  la  somme  des  aires  d^riles,  en  projection 
sur  un  plan  quelcooque  piissant  par  son  centre  de  gravite,  par 
les  rayons  vecteurs  emanes  de  ce  point , conserve  constam- 
ment  la  m^me  valeur : done  cette  somme  d’aires  doit  rester 
constaniment  nulle,  puisqu’elle  I’etail  (out  d’abord  en  vertu 
de  I’hypolhese  que  nousfaisons  quel’elre  anime  donl  ils’agit 
etait  primitivemenl  immobile,  .\insi,  lorsqu'il  fait  niouvoir 
certaiues  parties  de  son  corps  de  telle  maniere  que  la  somme 
des  aires  qui  leur  correspondent,  en  projection  sur  un  cer- 
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tain  plan , ait  une  valeiir  positive,  il  y a nc^cessaircment 
(I'autres  parlies  du  corps  qui  se  meuvenl  en  m^me.  temps 
dans  un  autre  sens,  de  maniere  i fournir  une  somme d’aires 
negative  sur  lo  mAme  plan,  afm  que  la  somme  totale  des 
aires  relative  it  toutes  les  parties  du  corps  soil  egale  a zero. 
S'il  s'agit  d'un  homme,  par  exemple,  et  qii’il  tourne  sa  t^te 
it  droite,  le  reste  de  son  corps  tournera  necessairement  vers 
la  gauche ; s'il  porte  une  jambe  en  avnnt,  comme  pour  mar- 
cher, le  reste  de  son  corps  s’inclinera  en  sens  contraire, 
c’cst-a-dire  qiie  la  lite  se  portera  egalement  en  avant  el  le 
milieu  du  corps  en  arriere. 

Lorsqu’un  homme  est  debont  sur  le  sol,  et  que,  primili- 
vement  en  repos  dans  celle  position , il  commence  ii  mar- 
cher devant  lui , il  fait  passer  son  centre  de  gi’avite  de  I’etat 
de  repos  a I’elat  de  niouveinent.  ('herchons  a nous  rcndre 
comple  de  ce  quise  passe  dans  ce  cas,  oil  le  resultat  paralt 
en  contradiction  avec  les  iheoremes  que  nous  avons  etablis. 
Pendant  que  cet  homme  est  en  repos,  il  est  soumis  a des 
forces  exlerieures  qui  sont,  d’une  part , Paction  de  la  pesan- 
teur  sur  les  divei-ses  molecules  de  son  corps,  d’une  autre 
part,  les  pressions  qu’il  eprouvede  la  part  du  sol  aux  diflfe- 
rents points  par  lesquels  il  le  touche:  ces  forces  exlerieures 
se  font  equilibre.  fjorsque  I'homme  vent  commencer  ii  mar- 
cher, el  qu’il  porte  une  jambe  en  avant,  il  ne  developpe  en 
lui  que  des  forces  interieures  qui  nc  peuvent  pas  deplacer 
son  centre  de  gravite.  Mais,  en  vertii  du  Iheoreme  des 
aires,  et  conformement  ii  ce  que  nous  avons  dit  il  n’y  a qii’un 
instant,  en  mi^nic  temps  qu’il  avance  une  Jambe,  le  milieu 
du  corps  tend  ii  reeiiler  avee  I’auti'c  jambe ; cette  autre  jambe 
reculerait  eu  elTet , si  rien  ne  s’y  opposait , el  le  centre  de 
gravite  du  corps  lout  entier  n’avancerait  pas.  La  seconde 
jambe  ne  pouvant  reculer  ainsi  qii’en  glissant  sur  la  surface 
du  sol , celle  tendance  an  glisseinent  developpe  un  frotle- 
ment  qui  s’y  oppose,  on  an  moins  jusqu’a  une  cerlaine  limile; 
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t’esl  oe  fi  oUniK-nl  quo  le  sol  exem-  sous  lu  purlie  iiifiu  ’k*iire 
de  la  secoiido  jambe , qui  dolermiiie  le  inoiivement  du  ceii- 
irc  de  j;i  avil('-du  corps.  Tout  le  nioiide  sail  que,  lorsqu’on  esi 
sur  uii  sol  glissanl,  c’esl-a-dire  sur  un  sol  jiour  lequel  le 
coeflicient  de  frolleinenl  esl  faible,  el  qu'on  porle  line  jambe 
eii  avant  pour  coinineiiccr  a marcher,  I’aulre  jambe  (;nsse 
eii  arriere,  en  sorle  qu’oii  courl  le  risque  de  lumber  si  I’oii 
u'y  preiid  garde.  C’eslce  qu’on  observe  surloul  lorsqu'oii  esl 
sur  la  glace,  el  qu’oii  a les  pieds  munis  de  paliiis.  Cel  elTel 
bieii  coiinu  s’accorde  avec  rexplicalioii  que  nous  venous  de 
dunner  relalivemenl  a ce  qui  se  passe  iors(|u'uu  lioinme 
(Himmencc  a se  mellre  eii  marche. 

De  imbue,  lui’squ'un  danseur,  s'appiiyaul  sur  le  sol  par  la 
poiiite  d’uu  sciil  pied , vciil  se  donncr  un  mouvemcnl  de 
rolalioii  auluur  de  la  verlicale  passanl  par  son  ceiilre  de 
gravile,  il  ne  pcul  ]ias  produire  ce  mouvemenl  par  la  seule 
aclion  de  ses  forces  musculaires;  parceque  ces  forces  ehinl 
inlerieures,  iie  peiiveul  pas  faire  que  la  suinme  des  aires 
dccrilcs  aulour  du  ceiilre  de  gravile,  cu  projeclion  sur  un 
plan  liori/onlal , passe  d’unc  valeur  uulle  a unc  valeui'  dif- 
fi'renle  de  zero.  Mais  si  Ic  danseur  veul  piroiieller  vei-s  la 
gauche,  il  donne  a sou  corps  uii  mouvemenl  de  lorsioii,  eii 
verlu  duquel  la  parlie  supibienre  lourne  vei-s  la  gauche, 
landis  que  la  parlie  inferieure  lend  a lourner  vers  la  di  oile  ; 
ce  derniei-  mouvemenl  iie  pouvanl  se  faire  que  par  uii  glis- 
seiuenl des  diverses  parlies  du  pied  sur  lesul,ilen  n-sulie  le 
•leveloppemenl  d’uue  resisiaiice  au  glissemcnl  eii  chacun  des 
points  de  coutacldu  pied  avec  le  sol,  el  ces  resislaiua^s  soul 
des  forces  extcrieurcs,  pour  lesquelles  la  somme  des  moments 
par  rapport  a la  verlicale  mcncHi  par  le  ceutif  de  gravile  ii’est 
pas  uulle  : de  sorle  que,  par  suile  de  raclion  de  ces  forces 
exierieures,  le  corps  du  danseur  pent  prendre  un  mouve- 
nieiii  de  rolaliou  aulour  de  la  verlicale.  Loi  s(|u’il  a lourne 
un  pmi  do  cello  mauiei  e,  s;uisque  sou  piitl  cesse  de  loucln-r 
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Ic  sol , il  !('  sonleve  I)rusi|iu>mont  pour  fairc*  disparaltrc  la 
loi'sion  (pii  (Ml  (>st  l•^•sult(’•(;  pour  sou  corps ; ct  eu  i‘('p(''laul 
plusicMirs  fois  cle  suite  la  mcnic  inauttiuvre,  il  par>ient  a so 
(loniicr  un  mouvcnxMit  do  rotation  assoz  rapido.  Si  le  dan- 
siMir  clait  sur  un  sol  tros-glissaiit,  oii  bien  s’il  no  s’appiiyait 
sur  Ic  sol  (juo  par  un  soul  point,  il  liii  sorait  impossible  do 
toiii  nor  sur  lui-imMiio,  coinme  nous  vonons  do  lo  diro. 

S 230.  Ou.\TRifeME  TufeoRfejiE  GE\^:R\i.  ,ou  lh^r«me 
dex  forces  vives. — IS’ous  avoiis  vu  dans  Ic  paragraphe  110 
(|uo  raocroisscmonl  do  la  force  vivo  d’un  point  matc^riel,  en 
inouvoniont  sous  I'actiou  d’uno  force  F,  pendant  un  inter- 
vallo  de  temps  (|uclconque,  est  egal  au  double  du  travail  do 
la  force  F pendant  cj;  temps.  Si , au  lieu  d'line  seule  force , 
il  y on  a plusieurs  qui  agissent  surle  point  mobile,  on  pout 
dire  que  raccroissomont  de  la  force  vive  dc  ce  point  est  egal 
au  double  de  la  somme  dos  travaux  de  toutos  Ics  forces  qui 
lui  sont  appliqiKjes;  puisque  la  somme  des  travaux  de  ces 
forces  est  egalc  au  travail  de  leur  r(isultante  (§  118).  (’on- 
eevons  que  Ton  (‘crive  1 e(|iiation  que  fournit  cet  enonce, 
pour  chaciin  des  points  matiM'iels  dont  se  compose  un  sys- 
teme  en  mouvement,  eii  cousid(‘rant  un  nieme  intervalle  de 
temps  pour  tous  ces  points  mobiles;  ot  qu’ensuite  on  ajoute 
membre  a membre  toutos  les  (equations  ainsi  obtenues  : I’t^ 
quation  unique  que  I’on  trouvera  do  cette  maniere  pourra 
s’enoncer  en  disant  que  rai'croissement  total  de  la  somme 
des  forces  vivos  des  divoi’s  points  du  systeme  mat<*riol,  pen- 
dant un  intervalle  do  tomps  qiielconque,  est  (-gal  au  double 
de  la  somme  des  travaux  de  toutos  les  forces  appliquiies  a 
ces  dilToronts  points,  p(Midant  le  meme  temps. 

On  desiguo  simplement  sous  le  nom  de  force  vive  d’lin 
sysUMne  mat(?riol  <mi  mouvomoni,  la  somme  des  forces  vives 
des  divers  points  dont  ce  systeme  est  forme.  D’apres  cela , 
on  pout  (>noncer  de  la  maniere  suivante  le  tliooreme  auquel 
on  vient  do  parvenir  : 
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L’aceroittetnenl  total  dc  la  force  rive  d'an  tytletae 
materiel  en  mou remen t , pendant  un  interval le  de  tempit 
quelconque,  est  e'gal  an  double  de  la  tomnte  den  travaujr 
de  toutes  le*  force*  qui  agistent  *ur  le*  direr*  point*  de 
re  *y*teme,  pendant  le  meme  temp*. 

C’esl  eii  cela  quc  consiste  le  th6>renie  general  des  foi'ces 
vives. 

II  est  tres-impurlaiil  d'observer  id  que,  cuutrairement  a 
ce  qui  a lieu  pour  les  trois  premiers  theoremes  geiieraux , 
les  forces  interieui'es  du  systeme  nu  disparaisseut  |tas  d'elles- 
m^mes  dans  I’enonce  du  ihcoreme  general  des  forces  vives. 
Nous  savons  en  effet  que  la  somnie  des  Iravaux  elenien- 
laires  des  deux  forces  egales  et  contraires  qui  se  develop- 
pent  entre  deux  points  matdiels,  n’est  egale  a zero  qu’au- 
tant  quc  la  distance  de  ces  deux  points  ne  varie  pas  pendant 
I’element  de  temps  auquel  ces  travaux  se  rapporteiu  (§  175) ; 
la  somme  des  travaux  des  diverses  forces  interieures  d’un 
systeme  materiel  en  inouvement,  pendant  un  temps  quel- 
conque , est  done  gcneralement  differente  de  zero , ct  doit 
par  cousdjuent  etre  prise  en  consideration,  toutaussi  bien 
que  la  somme  des  travaux  des  forces  cxtericures , pour  de- 
terminer I’accroisseinent  de  force  vive  du  systeme  pendant 
ce  temps , a I'aide  du  theoreme  general  dont  nous  nous  oc- 
cupous. 

§ 231.  L’equation  fouruic  par  le  theoreme  general  des 
forces  vives  peul  s’ecrire  de  la  manierc  suivante  (§  119), 

1 me’  — ^mvf  = ‘2  i f (\dx  + \dy  -)  'Ldz'), 

en  designunt  par  X,  Y,  Z les  projections  d’une  quelcouque 
des  forces  exterieures  ou  interieures  du  systeme  materiel  sur 
trois  axes  courdounes  rectaugulaires,  par  x,  y,  z les  cour- 
donnes  du  point  d'application  de  cetle  force,  par  m la  masse 
d'un  quelconque  des  points  matf^riels  du  systeme,  et  par  v„  v 
lesvitesses  de  ce  pointau  commencementetala  fin  du  temps 
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aiKnicl  so  rapporic  I'iiilogralc  du  sci'ond  mombro ; quant  aux 
signes  1 , celui  du  second  inombre  indiqtic  une  somme  qni 
sVtend  a toutes  los  forces  e\t^rieures  ou  interieures  qui 
agissent  sur  les  divci’ses  parties  du  svsteme,  et  ceux  du  pre- 
mier membre  indiquent  dcs  sommesqui  s’etendent  ^ tous  les 
points  materiels  dont  le  systeme  est  forme. 

Supposons  quc  les  composantes  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',...  des 
diverses  forces  appliquees  au  systeme,  soieut  des  foiictioiis 
counuesdes  coordouuees  r,y,  z,x'j  y',  z\...  de  leurs  points 
d'applicution,  et  que  la  quantite 

X (\dx-\-~  \ dy Zdz^ 
soil  la  difTerentielle  d’unc  certaine  function 
/(x,  y,  z,  x',  y.  z',...). 

L'equation  des  forces  vives  devieiidra 

— t’u’=2  [/  (x, y, z, x',. .. ) — / (x„,  2„ , x'„, ...)]. 

II  eii  l esulte  que  la  force  vive  X m r’  du  systeme  reprend  la 
nu‘*inc  valeur,  toutes  les  fois  que  la  function 

f(x,  y,  z,  x',  y,  z\...) 

redevient  egale  ii  une  memo  constanle.  Cette  circonslancc 
se  pres(>nte  lorsque  les  points  materiels  du  systeme  sont 
attires  ou  repousses  par  des  points  fixes,  ou  bien  s’attirent 
ou  se  repoussentinutuellement,  chaque  force  d’attraction  ou 
de  repulsion  etant  uiii(|uemeiit  function  de  la  distance  au 
point  fixe  ou  au  point  materiel  mobile  dont  elle  emane.  En 
elTet,  dans  Ic  cas  oil  X,  Y,  Z sont  les  composantes  d’une  force 
K dirigee  vers  un  point  fixe,  el  dependant  uniquemcnt  de  la 
distance  r du  point  materiel  sur  lequci  elle  agit  a ce  point 
fixe,  on  a 

\dx-\-\  d y -^-Zdz^Y  dr , 

et  cette  quantite  Fc/r  est  bien  la  difTerentielle  d'ltne  fonction 
dcs  coordonnees  x,  y,  z du  point  sourois  a faction  de  la 
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forcL*  h CS  120);  ct,  t'li  sevoiiil  lieu,  (Jans  le  eas  on  X,  Y,  Z, 
X',  Y',  11  soul  les  coiiiposaiites  ilc  deu\  forces  F (‘gales  et 
(•onli  aii(‘s,  (|ui  se  developpeni  eiilre  deux  des  points  mate- 
riels  dll  systeine,et  donl  riiitciisite  ne  d(>peud  que  de  la  dis- 
tance r'de  CCS  deux  [loints,  la  sonime 

\tlx  + 'Ydy  + Zdz-i-\'dx'-^-Vdij'  + Z'dz', 
qui  esl  aussi  egale  a F dr  (§  17.v),  est  de  nuane  la  dinereii- 
lielle  d’uiic  fouctiou  de  x,  y,  z,  x , y' , z',  puisque  Foil  a 

r-  =r  (.r  — x')*  -4-  (y  — y’)’  + (s  — i')’ ; 
de  sorle  que,  toiites  les  forces  appliqut-es  aii  systeme  ren- 
traiii  (Ians  Fun  on  dans  Faiitre  de  ces  deux  cas,  la  somine 
i (Xrfx  + Y(/y  + Z</;), 

(pii  seteiid  a lout  Fensembic  de  ces  forces,  esl  aussi  la  dif- 
f('‘rentielle  d’uue  fouctiou  des  coordoniiees  x,  y,  z,  x , y', 
z' de  leiirs  points  d’applicalion.  On  eu  irouve  un  exem- 
ple  dans  notre  systeme  plam'taire,  dont  les  diverses  parties 
ne  sont  souniises  qii'ii  lours  actions  mutuclles. 

g 232.  Ilemarquea  aur  Ich  IhMrcmeM  grn^raiix  qni 
pr^edent.  — Les  qualre  iheon'aues  g('‘neraiix  que  nous 
venous  delablir  ne  soul  jias  de  uH'ine  naluie.  Le  premier, 
an  lieu  de  se  rapporter  eonimc  les  trois  autres  au  mouve- 
menl  de  Fensemble  des  parties  donl  se  compose  le  systeme 
maKiriel  consiib-n’-,  se  rapportc  uniquemeul  au  point  iibial 
auqiiel  nous  attribuons  le  nom  de  centre  d('  graviKi  du  sys- 
teme ; il  a pour  objet  spi'cial  de  nous  donner  une  notion 
nette  el  simple  de  la  manierc  dont  le  systeme  tout  enlier  se 
df’place  dans  l’(!space,  en  nous  meltanl  a nujoie  d’(*tudier  le 
mouveineiit  de  son  centre  de  graviu*,  lout  aussi  facilement 
(pie  s'il  s'agissail  du  mouvemcnl  d'un  point  matf-riel. 

Quant  aux  trois  autres  llK-oremes  geueraux,  leur  objet 
esl  lout  diffiM-cnt  ; ils  soul  destin(?s  a fournir  des  relations 
entre  les  forces  appliquees  au  systeme  uiaKiriel  et  les  effets 
produits  par  cos  forces  sur  les  differentes  parties  dont  le  sys- 
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Icinr  so  composo,  rohilions  <|ui  doiveiit  sorvir  a ilt’-loiiniiioi- 
los  valours  do  (|uol(iuos-uiies  des  (|uaiititi's  (lu'olios  roiifor- 
iiiont,  on  roiietioii  dos  uiilros  quaiililos  supposoos  ouiimios.  Si 
Ton  so  roporte  aiix  onoiicos  do  oos  Irois  Ihooi  omos,  on  veri’a 
quo  lo  dornior  (I’oulre  oux  , lo  llu-oi  oino  goiioral  dos  foroos 
vivos,  110  pout  rouriiii'  qu’uiio  soulo  rolatiuii ; iiiuis  il  n’oii  ost 
pas  do  inoiiio  dos  deux  prooodoiits,  doiit  ohaouii  pout  four- 
nir  lino  iuliiiilo  d’oqiiatioiis  dilTiToiitos,  on  raison  do  oo  (|iio 
I'axc  lixe  sur  loi|uol  uii  projotle  los  qiiaiKiti’-s  do  luomo- 
iiieiit  ot  los  impulsions,  oil  bioii  par  rapport  aiiqiiol  on  proud 
lours  moinoiils,  pout  avoir  iiiic  iiifluito  do  positions  dilTd- 
rentes  dans  I’espaco.  II  ost  aiso  do  voir  ccpoiidant  quo, 
parmi  toiites  oes  oqiialions  qui  rosiiltont  dii  doiixiome  ot  du 
Iroisienio  do  nos  lli('*oi‘onies  gonoraux,  il  iie  pout  y en  avoir 
qiicsix  qni  soioiit  distinolos  los  linos  dos  aiitros. 

En  eflet,  los  dqiiations  fournies  par  lo  douxiomc  lluioroiuo 
gonoral,  lorsqu’on  Tappliqiio  aiix  projootioiis  du  nioiivonionl 
sur  divei’s  axes,  sont  exaotoineiil  los  nu'nios  quo  cellos  qui 
oxprimoraiont  quo  la  somme  dos  projeotions  d'liii  cortaiii 
syslomc  do  forces  sur  chaciin  do  ces  axes  ost  dgalo  ii  zero. 
D’lin  autro  cold , los  dqiialioiis  foiirnios  par  lo  troisieiiio 
thdorcnio  gdiieral  sont  aussi  les  indines  que  cellos  qiie  I'on 
obtiondrait  on  pronaiit  les  moments  do  oos  forces  par  rap- 

g port  a divoiTi  axes , et  ox- 
Iirimaiit  quo,  pour  cliaciin 
dc  cos  axes,  la  somme  des 
momonis  ainsi  obtenus  est 
dgale  il  zero.  (I’oiir  troiivor 

10  systeme  do  forces  dont 

11  est  question  ici , oonsi- 
ddrons  la  trajectoiro  A B , 
fiff.  112,  d’lin  point  do 

masse  m appartonant  au  sysidme  materiel  dont  nous  etiidions 
lo  moiivement.  Soiont  M A'  la  poi  lion  do  colto  Irajoctoiro  quo 


I ig.  112. 
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Ic  point  parcourt  pendant  im  temps  queleonque /,- Ml’  la 
direction  d’nne  lorcc  quelcomiue  F appliqura  a ce  point, 
loi-squ’il  est  en  M;  M'P',  M"!’  ",.--  les  directions  (|ue  prend 
siicccssivement  eettc  force  lorsquc  le  mobile  sc  trouve  cii 
M',  M'',.--,  au  bout  des  temps  dl , "idt ; F',  F",.--  les  'a- 
Icurs  qiie  prend  en  indme  temps  la  force  F j M R la  dire<-  - 
tion  de  la  vilesse  r„  donl  le  mobile  est  aninie  en  M ; el  X S 
une  direction  contraire  a celle  de  la  vilesse  r donl  il  esi 
anime  en  N.  Coneevons  qu’on  applique  au  point  M de  Fes- 
pace  uiu!  force  dirigee  suivaulMK,  au  point  N une 
force  wir  dirigee  suivant  NS,  aux  points  .M,  M',  M",.--  des 
forces  Vdt,  Y'dt,  F"<//,...  dirigees  respeclivement  suivant 
iMP,  M'P',  M"P et  qu’on  fasse  la  meme  chose  pour 
tous  les  points  materiels  du  systemc  que  Foil  eonsiderc, 
ainsi  que  pour  les  divei'ses  forces  telles  que  F,  qui  agissent 
sur  <’cs  diHeivnts  points,  on  aura  ainsi  un  ensemble  de  forces 
qui  est  prt'cisement  celui  dont  on  parle.)  Mais  on  sail  que 
toutes  les  equations  obtenties  de  ces  deux  maiiieres  sont 
prccisement  celles  qui  exprimeraient  Fequilibre  des  forces 
dont  il  s’agit,  en  siipposant  qu’elles  soient  appliquees  ^ un 
solide  invariable  ; on  sail  en  outre  que  ces  equations  d’^pii- 
libre,  en  nombre  infini,  peuvent  toutes  se  deduiro  algebri- 
quement  dc  six  d’entre  dies,  par  excmpic  des  six  equations 
qui  se  i“apporlent  aux  projections  des  diverses  forces  sur 
irois  axes  rectangiilaires,  el  aux  moments  des  forces  par 
rapport  a ces  axes  (§  178)  : done  aussi  toutes  les  equations 
que  foumissenl  le  deuxiemc  ct  le  troisieme  de  nos  Iheoremes 
generaux  peuvent  se  dtduire  de  six  d’entre  dies,  qui  seront 
par  exemple  celles  que  le  deuxiemc  theoreme  general  don- 
nera  pour  les  projections  des  qunntites  de  mouvement  et  des 
impulsions  sur  trois  axes  coordonnes  rectangulaires , et 
celles  que  Ic  troisieme  tlieorenm  general  donnera  pour  les 
moments  des  (|uanlitesde  mouvement  el  d*>s  impidsions  par 
rapport  aux  monies  axes. 
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Oil  voit  p:ir  lit  que  le  deiixieiiif,  Ic  troisiemc  cl  lo  qu:i- 
ti  iinic  d<‘S  theoi  ciiu  s gciu  raiix  que  nous  avoiis  ctablis  pii*- 
cedcminent  lie  peuvenl  pas  ruumir  plus  de  sepl  oqtialiuns 
distineles,  donl  six  pour  le  dcnxieiiie  el  le  iroisieme  pris 
ensemble,  el  une  pour  le  (|ualrienie. 

§ 333.  ExIeNHioM  dc«  lheoreine«i  geHeraMx  »ur  le 
mouvenient  den  xystemes  nialerteU,  an  cas  dee  nau- 
vemenla  relallfs.  — Les  qualre  Iheoremcs  geiieraux  que 
nous  venous  de  demonlrer,  el  loulcs  les  consequences  que 
nous  en  avons  deduiles,  peuvenl  s'appliquer  au  muuvcment 
d’un  syslenic  maleriel  pai'  rappoit  a des  axes  coordonnes 
mobiles,  a la  condilion  de  joindre  aiix  forces  reelles  les 
forces  apparentes  qui  permellcnl  de  li-ailer  le  mouvemcni 
I’elaiif  de  cliacun  des  poinls  du  sysleme  comme  un  mouve- 
meni  absolii  (§  139).  Ces  forces  apparenles  sonl,  comme  on 
sail,  au  nombre  de  deux  pour  chaque  point : I’une  est  la  foi^e 
d'inerlie  correspondant  au  mouvement  d’enlralnemeut,  I’au- 
tre  esl  la  force  centrifuge  composee. 

La  seule  obsenaiion  que  nous  ayons  a fairc  a cetie  occa- 
sion, d’une  maniere  genei’ale,  c’esl  que,  dans  I'application 
du  Ih^oreme  des  foires  vives  au  mouvement  relalif  d’un  sys- 
t^me  materiel,  les  forces  centrifuges  composees  disparais- 
senl  d’elles-mt'mes  : ehacune  d’elles  euint  dirig*‘e  perpendi- 
eulaircment  a la  vitesse  relalive  du  point  apquel  elle  esl 
appliquee,  sun  travail  dans  le  mouvement  rclatifesl  nul. 

Dans  le  cas  uii  les  axes  mobiles,  auxipiels  on  rapporte  le 
mouvement  du  sysleme  malLM-iel,  se  meuvent  parallelemenl 
a eux-m^mes,  les  forces  centrifuges  composees  sent  toutes 
nulles  ; les  forces  apparentes  se  reduisent  done  aux  forces 
d’inertie  correspondant  au  mouvement  d’eiitralnemenl.  Si , 
en  outre,  Ic  mouvement  de  translation  des  axes  est  recti- 
ligne  el  uniforme,  les  forces  d’inerlie  doiit  il  vienl  d’etre 
question  sonl  egalemenl  nulles  ; les  tlieoremes  generaux 
s’appliquenl  done  au  mouvenient  relalif,  dans  ce  cas,  exac- 
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lenient  dc  la  nieiiie  inaiiiere  (|n’ils  s’appliqnent  an  nionve- 
inenl  absolu,  sans  qn'on  ail  besoin  de  joindre  anenne  lorcc 
apparenle  aiix  foires  (|iii  agissenl  r«'‘elleincnt  snr  le  sys- 
teine. 

§ Mouveinenl  d’un  Hysleme  iiiaterivi  par  rap- 
port a dra  axea  de  direction  eonstante  pasaant  par  aon 
centre  de  jeravitt*.  — ConsidiTons  eii  pariienlier  le  cas  oil 
Ton  rappoi  te  les  nionveiiieiils  des  divem’s  parlies  d’lin  sys- 
leine  niateriel  a des  axes  de  direction  eonslaiile  nienes  par 
le  centre  de  graviti;  dc  ce  syslemc ; et  voyons  coinnienl  les 
qtialre  Iheoreines  generanx  s’appliqiienl  ii  ec  mouveinent 
l•elalif.  l’nis(|ne  les  axes  mobiles  ne  soul  animes  qiic  d’nn 
moiivement  dc  iranslaiion,  nous  ii'anroiis  pas  a nonsprene- 
ciiper  des  forces  cenlriliiges  coniposees,  qiii  sont  tonics 
iinlles.  Quant  aiix  forces  d’iiierlie , elles  soul  evideinnient 
lollies  paralleles  el  de  sens  coiilraire  ii  I’acceleralion  totale 
du  centre  de  graviti?  dn  systeine  dans  son  niouvemcnt  absolii ; 
et  la  grandeur  dc  cliaciiiie  d’ellis  s’oblicnt  eii  iniillipliant  la 
masse  du  point  materiel  aiiqiiel  on  la  suppose  appliqiiee, 
par  celte  acceleration  totale  du  centre  de  gravite. 

Le  premier  llieoreme  general  ne  pent  rien  nous  donner 
ici,  puisqne  ce  tlieoreme  a pour  objet  de  faire  connailre  le 
mouvement  du  centre  de  gravite  du  systeme  materiel  que 
Ton  consider!;,  et  que  nous  savons  a priori  quo  Ic  centre  de 
gravite  de  notre  systeme  resle  immobile  a I’origine  des 
coordonnecs,  duns  le  mouvement  relatif  dont  nous  nous 
occupons. 

Pour  appliqner  le  deuxienic  tlieoreme  general,  il  faul  que 
lions  deterniinions  la  valenrde  la  somniedes  impulsions  des 
forces  exlerieures  projeli'i-s  snr  iiii  axe  ipielconqiie,  en  com- 
prenant  les  forces  d’inerlic  iiarnii  ces  forces  exlerieures. 

Soil  i I Ydt  la  somme  des  impnlsions  des  forces  exie- 
Jo 

rieiires  reellement  appliquees  an  systeme,  cii  projection  snr 
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I'axo  iloiil  il  s'ugil.  Si  roll  itosigiie  par  M la  inusAi-  lotaliMlii 
.sysU'iiu',  cl  par  u la  vilosst;  absoltie  do  son  centre  de  gra- 
viti-,  eii  prujeetiun  snr  le  iiu'ine  a\c,  on  aura  r-videininenl 


|>onr  la  soinnio  des  |■orl'e.^  d'inertie  des  divers  points  dn  sys- 
lenn:  jirojelees  snr  cel  a\e;  la  soinme  des  inipnisions  de  ces 
lorces  d’inertie  projeli'cs,  |)endaiil  le  temps  /,  a done  pour 
valeiir 


c’est-a-dire  que  celte  somnic  est  egale  a 
— M«  + Mm„, 


en  desigiiant  par  //»  la  valenr  do  h an  commencement  dn 
temps  /.  Aiiisi,  la  sonimo  des  impulsions  de  loiites  les  forces 
»‘xterieiires  quo  nous  devons  considerer  ici,  en  projeciion 
snr  Taxe  doiil  il  s’agit,  est  (‘gale  a 

/ ‘ Vdl  — Mu  -t  Mm,. 

l'o 


Mais  nous  savons,  d’apri^s  le  premier  llieoivme  gem-ral  ap- 
pliqm-  an  mouvemeut  absolu  dn  systeme,  cpie  le  centri*  de 
graviti-  se  nieut  comme  nn  point  mati-riel  de  masse  .M  sou- 
mis  aiix  actions  de  forces  (‘gules  et  paralleli‘s  anx  forces 
(rxt(‘iienres  du  sysl(‘me;  de  sorte  que,  si  Ton  applique  le 
d(!uxieine  lli(‘oreme  gi'in-ral  an  niouvein(‘nl  de  ce  point  nia- 
teri(‘l  uni(pie,  on  aura,  en  projection  stir  le  ni('‘ine  axe  que 
prec(i(lemuieut , 

,»( 

Mm  — = Vdt. 

t'  ** 

Il  resiille  de  la  que  la  somme  d’impulsious  que  nous  venous 
de  trouv(‘r  est  niille;  et  (|ii(!  par  consiiqiieiit,  dans  b‘  mou- 
v(;menl  r(‘lalif  doiit  nous  nous  occupons,  raccroissenient  to- 
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Ul  de  la  somme  des  quaulites  de  luouvemeiU  projetees  sur 
till  axe  quelcunquo  e8l  cgal  a zero , c'esl-a-dire  que  cette 
soniiue  des  quaulites  de  iiiouveineiu  projelees  consene 
coiistamuicnt  la  nuMiie  valeur.  II  esl  aise  de  verifier  directe- 
ment  cette  consiiqucace  du  deuxienie  tlieoreine  general , eii 
observant  quc,  si  x est  Tune  des  cuordonnecs  d'uu  quelcon- 
qiie  des  points  inateriels  du  sysleme  par  rapport  aux  axes 
mobiles  menes  par  le  centre  de  gravite,  et  si  m est  la  masse 
de  ce  point  materiel,  on  a constamment 
^ mx  = o ; 

d'oii  Ton  di'dnit  immediatement 

dx 

2m  ^ = o. 
dt 

Ainsi,non-seulemenl  la  somme  des  quantiles  de  inouvemcut 
projetees  sur  un  axe  quelconqne  pris  pour  axe  de  x est 
constante,  comme  I'indiqiie  le  deuxieine  tlieoreine  general, 
mais  encore  cette  somme  esl  nulle. 

Le  troisieme  theoreme  general,  applique  au  mouvcineiit 
relatif  qiii  fait  I’objel  de  ce  paragraphe,  ne  domic  lieu  a au- 
cune  remarque  partienliere,  quand  I’axe  par  rapport  auquel 
on  prend  les  moments  des  quantites  de  mouvement  et  des 
impulsions  lie  passe  pas  par  I'origine  des  axes  mobiles,  e'est- 
i-dire  par  le  centre  de  gravite  du  systeme  materiel  considen*. 
Mais  lorsqiie  cel  axe,  auquel  se  rapportent  les  moments, 
passe  par  le  centre*  de  gravite,  rapplicalioii  du  troisieme 
theoreme  g»*neral  se  simplitie.  Ln  effel,  les  forces  d’iiiertie 
des  divers  points  inateriels  qui  composent  le  sysleme,  sont 
paralleles  eiilre  elles  et  proportionncllcs  aux  masses  de  ees 
points;  res  forces  d’inertie,  composers  comme  si  elles  agis- 
saient  sur  un  solide  invariable,  out  done  line  rcsiiltante  qui 
passe  par  le  centre  de  gravite  ; el  par  consequenf  la  somme 
des  moments  des  impulsions  de  res  forces,  par  rapport  a un 
axe  quelconqne  mene  par  le  centre  de  gravite,  est  nulle 
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(I  rUe-Hivine  : duitc  le  iroisieinc  lli«k)reine  general  s’applique 
dans  ce  cas,  sans  qu’un  ail  besoiu  de  joiiidre  ancune  force 
appai-eulc,  au\  forces  qui  agisseut  reellenieiU  sur  ie  systeiuc. 
Uii  en  eonclut  quo,  dans  le  cas  particulicr  oil  les  forces 
exterieures  reelles,  coniposees  coniine  si  elles  agissaieut  sur 
un  solide  invariable,  out  une  resullaiite  nulle  on  passant 
ixiuslaniinent  par  le  centre  de  gravite,  le  llieoreine  des  aires 
(§  228)  a lieu  duns  le  iiiouveineiitrelatif  doutnous  nousoc- 
ciipons,  pour  la  projection  du  mouvenient  sur  tin  plan  quel- 
eoiique,  on  preuant  ce  point  pour  origiuc  des  rayons  vec- 
teiirs  menes  au\  divers  points  inateriels  du  sysleme  : dans 
ce  cas,  le  plan  du  maximum  des  aires  conserve  une  direc- 
tion conslante  dans  I’espace,  el  la  somme  des  aires  projetees 
sur  ce  plan,  a partir  d'une  epoque  fixe  quelconque,  aug- 
mentc  proportionnellemenl  an  temps.  C’l^st  eu  appliquant 
ee  qui  precede  au  mouvemenl  de  notre  sysleme  planelaire, 
que  Laplace  a ete  conduit  a considerer  le  plan  du  maximum 
des  aires  correspondant  au  cenlre  de  gravite,  dans  le  mou- 
veinent  de  ce  systeme  par  rapport  a des  axes  de  direction 
eonstante  menes  par  ce  point,  plan  uuquel  il  a donne  le  nom 
d<‘  plan  invariable  et  qu'ila  propose  de  prendre  pour  plan 
fixe  dans  I’etude  du  mouvement  des  divers  astres. 

Pour  appliquer  le  quatrieme  tliiWeme  general  au  mou- 
vement d’un  systeme  materiel , par  rapport  a des  axes  de 
direction  eonstante,  menes  par  son  centre  de  gravite,  il  faut 
determiner  la  somme  des  travaux  de  touU‘s  les  forces,  lani 
inierienres  qu’exliTienres,  qui  agissent  sur  les  diverses  par- 
ties du  systeme,  y compris  les  forces  d’inertie , qii’on  doit 
joindre  aiix  forces  reelles , pour  que  le  mouvement  relatif 
puissc  etre  traite  comme  un  mouvement  absolu.  Mais  si  Pou 
observe  que  ces  forces  d'inertie  soul  paralleles  entre  elles  et 
proportiomielles  aiix  masses  des  divers  points  auxquels  dies 
correspondent , on  v<?rra  qu'on  pent  etendi  e a res  forces  ce 
qni  a ete  dit  pri'cedemment  (g  173)  pour  le  travail  de  la 


Digitized  by  Googlc 


Ufi'l  I.IVRK  IV. — nYNAMIQUK.  TROISIKVF.  PARTIK. 

pesaiiteur  siir  Ics  diverse!-  parlies  d’uii  sysleine  nialeriel  eii 
iiiouvenieiil ; la  soiiiiiie  des  iravaux  dcs  fui'ei-s  d'iiiertie  duiii 
il  s’agit  pent  doii<-  elre  reiiiplacee  par  le  li-avail  d’liiie  foree 
unique  egale  a Icur  suinnie  appliqiiee  aii  centre  dc  gravile 
du  syslenie;  el,  par  consequent,  cette  sommc  de  travaux  est 
nulle  dans  ie  niouvement  rclatif  qiie  nous  considerons, 
puisque  Ic  deplacement  du  centre  de  gravite  , par  rapport 
aux  axes  mobiles,  est  constamment  nul.  Il  resulte  de  la  que 
le  Iheoreme  general  des  forces  vives  s’appliquc  au  mouve- 
meut  d'lin  systeme  materiel , par  rapport  a dcs  axes  dc  di- 
rection constante  nienes  par  son  cmitre  de  gravite , sails 
qii’oii  ait  besoin  de  joiudre  auciine  force  apparente  aux  for- 
ces qiii  agissent  ixVIlemeut  sur  le  systeme. 

§ 235.  Il  arrive  frequemment  que  Ton  decompose  leniou- 
venient  d’lin  systeme  materiel  en  deux  innuveineiits  compo- 
saiils,  doiit  I’un  est  le  mouvement  du  systeme  par  rapport 
il  des  axes  de  direction  constante  meiies  par  son  centre  de 
graviti* , et  Tautre  est  le  mouvement  de  ces  axes  eux-memes. 
>'ous  allons  voir  comment  on  pent , dans  ce  cas,  i^aliier  la 
somme  des  moments  des  qiiantites  de  mouvement  du  sys- 
teme, par  rapport  a un  axe , ainsi  que  sa  force  vive,  dans  le 
mouvement  absolii. 

Soient  m la  masse  d'liii  point  quelconqiie  du  systeme,  et 
X,  y,  : SI’S  coordoiini’es  rapporlees  ii  irois  axes  rectangu- 
laires  fixes  dans  I’espace.  Les  projemions  de  la  quantile  de 
mouvement  do  ce  point  materiel  sur  les  trois  axes  coordon- 
nes  out  pour  valeui's 

dx  di/  dz 

fn  m V , m 

dt  di  dt 

.Si  Ton  observe  que  les  moments  des  (piantiles  de  moiive- 
nieiil  sVvaliient  de  la  meme  maniere  ipie  les  moments  des 
forces,  on  vena  (§  177)  que  le  inomimt  de  la  <|uantite  de 
mouvement  du  point  doni  il  s’agit,  par  rapport  ii  I’axe  des  r, 
a pour  val(-iir 
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eii  sorle  que  la  soinme  dos  moments  des  quantity  de  mou- 
vemeiit  des  divei-ses  parties  dii  syst^me  materiel , par  rap- 
port it  eet  axe,  est  exprimee  par 

Designons  par  n,  C les  coordonnees  dii  point  quel- 
conqne  que  nous  avons  considere  tout  d'abord,  par  rapport 
a des  axes  menes  par  le  centre  de  gravite  du  syst^me  paral- 
l^lement  aiix  axes  Oxes ; ct  par  x, , y , , z, , les  coordonnees  de 
ce  centre  de  gravite  rapportees  aux  axes  fixes  : nous  aiirons 
x = y = yi-f-Ti,  2 = 2, -1-5. 

En  vertu  de  ces  relations,  I’expressiou  dc  la  somme  des 
moments  des  quantilds  dc  mouvenient  du  systeme,  par 
rapport  a I'axe  fixe  des  2 , pourra  etre  mise  sous  la  forme 

2.  w*  / } • 

I , y <Vl  ‘^1  . V I 

(+«x-”  ) 

.Muis  l«K  quaDliu'-s  X,,  yi , , lie  variant  pas  quaiid 

on  passe d’un  point  auiiautredu  systeme  materiel,  peuvent 
etre  mises  en  dehors  du  signe  Z ; d’ailleurs,  d'apres  les  pro- 
prietes  du  centre  de  gravite  qui  reste  constamment  4 I’ori- 
gine  des  axes  des  rj,  on  a (§  164) 

2ff»5  = o , 2»«y)=o. 

et  par  suite 

„ - dv] 

Zm-P  = o,  2 m— = 0. 

cU  dt 

11  s’ensuit  que , si  Ton  desigiie  par  M la  masse  totale  du 
systeme  materiel , I’expression  preeedente  se  reduit  a 
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, / dy,  dXi\  1 

Oil  voit  par  la  que  la  sonime  des  momenu  des  quantiles  de 
mouvcmeiit  du  sysiemc , par  rapport  u un  axe  live  qucl- 
conque  (qu'on  peut  toujours  prendre  pour  axe  des  2),  se 
compose  de  deux  parties,  doul  Tune  est  ce  que  deviendraii 
cette  soinme  si  loiite  la  masse  du  syst^me  elait  eoncenlree 
en  son  centre  de  gravile,  et  Tautre  est  une  soinme  de  mo- 
ments analogue,  prise  dans  le  mouvement  relalirdu  systeme 
rapport^  ^ des  axes  de  direction  constanlc  menes  par  son 
centre  de  gravile , el  par  rapport  a un  axe  parallele  a I’axe 
fixe  passant  par  cc  point. 

En  adoptant  les  memes  notations,  on  aura,  pour  i-epre- 
senier  la  force  vive  du  systeme  materiel,  I’expressiou 

-[©■-(f)’-rs?)’]- 

En  vertu  des  relations  ecrites  precedemment  enire  les  coor- 
donnees  x,  y,  z d’un  point  quelconque  rapportees  aux  axes 
fixes,  les  coordonnees  r,,t^  du  nn^ine  point  rapportees  aux 
axes  mobiles,  et  les  coordonnees  xi,  y,,  z,  du  cenlix*  de 
gravite , on  pourra  mettre  cette  expression  de  la  force  vive 
du  systeme  sous  la  forme 


m-m-m 


Z in 


-f-2 


dx,  d^  (^'^1 


dt  dt 


dt 


dt  ,U 


(IV 


it 

V* 


Mais  si  Ton  fail  sorlir  les  quanlites  du  signe 

E,  et  si  Ton  tient  compte  de  ce  que  Ton  a 


V 

Im-p 

at 


y dr, 

i».y  = o, 


V ''t 
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(•fill;  viilfur  de  la  force  vivo  du  sysliimc  so  l•edllil•a  a 


M 


[ (w)’ 


dt  I 


On  pent  done  dire  (pif  la  forcp  vive  dn  syslomo , dans  son 
mouvfinfnl  absoln  , pent  se  dinoniposiT  on  deux  parties, 
dont  rune  est  la  force  vive  dont  le  systeme  serail  aninn-  si 
toiile  sa  masse  ('•tail  concenlree  en  son  centre  de  graviti'*,  et 
raulre  est  la  force  vive  qii'il  possede  dans  son  mouvenienl 
par  rapport  aux  axes  de  direction  conslanie  inenes  |)ar  ce 
point. 

§ 2.16.  Applle«lion  des  llieorrmex  generaux  au  cas 
de*  syaiemea  mal^riela  dantt  leM|ueli«  on  Inia^tlne  dea 

llaiHouM.  — Ce  n’est  pas  seulcment  dans  les  ipieslions  d’e- 
(piilibre  ipi'il  est  ntile  sotivenl  de  supposer  que  le  systeme 
niat(-riel  dont  on  s’occiipc  est  assiijeili  a cerlaims  liainoiix 
(S  18(!)i  il  est  aussi  Irc'S- commode,  dans  tin  grand  numbre 
de  cas,  d’avoir  recours  a la  consideration  dcs  liaisons,  pour 
simplilier  I'l^tude  dn  mouvement  d'un  systeme  materiel.  Aous 
allons  voir  comment  les  qualre  ilieoreines  giMieraux  relalifs 
ail  mouvement  d’un  systeme  materiel  (luclconque  peuvenl 
s'appliqiier  ii  tin  systeme  dans  Icqiiel  on  imagine  de  pareilles 
liaisons.  A'oiis  siipposerons  tuiijours  qne  ces  liaisons  soul 
lollies  comprises  dans  les  irois  especes  dislincles  que  nous 
avons  detinies  precedemment  (§  186). 

■Si  Ton  remplace  les  liaisons  par  des  forces  capables  d’en 
leiiir  lien,  ainsi  qne  nousravuns  dtijii  expliqiie  lorsque  nuns 
nous  occiipions  de  reqiiilibre  des  systemes  maleriels  , il  esi 
flair  que  le  systeme  dont  on  s’occiipe  rentre  dans  le  cas  gi*- 
neral  qne  nous  avons  considere  jusqii’a  present;  el  qne,  par 
consi'qiient , les  Ibeori'mes  giMic-raux  peuvenl  liii  elre  appli- 
ques sans  diniculle.  Ueste  ii  voir  quel  est  le  r(‘de  que  jonent 
alors  les  forces  qn’on  a siibstitiiees  aux  liaisons  , ei  ipii  ne 
soul  |ias  coniines  u priori. 

30. 
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Dans  Ics  Irois  preniiei-s  ilu'orenn's  j’eiu-raux,  les  fom*s  in- 
t(>i'i)Miri'S  (111  sysleme  disparnisseiil  d’elles-iiu'inrs,  aiiisi  qiic 
nous  I'avuiis  ohsn  ve  loreqiie  nous  avoiis  **tabli  c«‘S  ihooro- 
iii«‘s ; il  s’ensuit  quo  loutes  les  forces  de  liaisons  qui  sont  des 
forces  interieui'es  disparaissent  egalenient  dans  ces  irois 
llieort-iiies , en  soi  le  que  I'oii  pent  en  faire  absti'action  sans 
qu'il  en  resnite  aueune  erreur.  Ainsi,  toiiles  les  fois  qu'oii 
siippos4‘  que  ceiiains  points  du  systeine  materiel  sont  assu- 
jeitisii  rester  a des  distances  invariables  les  uns  des  autres, 
oil  bien  quo  ceitaiiies  parties  du  systeine,  considerees  conime 
des  solides  invariables,  sont  assujetties  a restei'  en  contact 
les  unes  avec  les  autres,  sans  frottemeut,  on  pout  appliquer 
les  trots  preniiei’s  theoremes  gencraux  sans  se  preoccuper 
en  aueiine  inaniere  des  forces  capables  de  tenir  lieu  de  ces 
liaisons.  Mais  il  n’en  serait  plus  de  meme  si  Ton  supposail 
que  certains  points  du  systeme  sont  obliges  de  rester  siir  des 
courbes  fixes  ou  siir  des  surfaces  fixes  ; les  forces  qui  peii- 
vent  reinplacer  les  courbes  fixes  ou  Ics  surfaces  fixes  doiit 
il  s'agit,  sont  des  forces  exterieures  pour  le  systeme  materiel 
dont  on  s’occiipe,  et  elles  doivent  ^tre  prises  en  considera- 
tion, lout  aussi  bien  que  les  autres  forces  exterieures,  dans 
I’application  des  trois  premiers  theoremes  giuieraiix  a ce 
systeme  materiel. 

(jiiant  a I'application  du  iheorcme  general  des  forces  vives 
il  nil  systeine  materiel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons, 
elle  peut  se  faire  dans  tous  les  cas  sans  qii’on  tienne  compie 
des  forces  capables  de  reinplacer  les  liaisons.  En  effet,  le 
mouvement  dont  le  systeme  est  anime,  pendant  un  clement 
de  temps  quclconqiie , est  necessairement  compatible  avec 
les  liaisons  auxquelles  il  est  assujetti ; les  travaux  developpes 
par  les  forces  de  liaisons  pendant  cet  ideraent  de  temps  dis- 
paraissent done  d’eiix-m^mes  dans  la  somme  des  travaux 
elementaires  de  loutes  les  forces  qui  agissent  siir  le  systeme 
CS  consi'-quenl  le  tlieoreme  des  forces  vives 
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pcul  Pile  appliqiit-  cominc  si  ces  font's  tie  liaisons  n’exis- 
taiciit  pas. 

On  pent  iinaginer  di's  liaisons  tians  an  SAsienie  Inalei  iel 
tlonl  on  eliidie  le  nionvement  relatif,  toiil  anssi  bieii  tpie 
tians  nn  systeine  tlonl  on  t^ndie  le  nionvement  absolu;  el 
lout  cc  qni  vienl  d’t^tredit,  pour  I’application  des  quati’c  tlieu- 
iTines  generaux  an  nionvement  absolu  d'lin  systenie  a liui' 
sons,  est  vrai  poiirle  nionvement  relatif  d’lm  pared  systenie. 
II  est  bon  d’observer  eependant  qiie,si  run  suppose  tpie  cer- 
tains points  tin  systenie  sont  assnjellis  a reslersur  des  cour- 
bes  oil  siir  des  surfaces,  sans  frottemcnl , on  ne  pent  appli- 
(pier  le  tlieorenie  general  des  forces  vives  a u raouvement  dii 
systenie  par  rapport  a des  axes  mobiles  , eii  ne  tenant  pas 
coniple  des  forces  capables  tie  reiiiplacer  ces  liaisons,  qu'an- 
tant  qne  les  courbes  on  surfaces  doni  il  s'agit  sont  fixes  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  c’esl-ii-dire  qn’elles  se  meuveiil 
avec  ces  axes  sans  changer  de  position  par  rapport  a enx  ; 
si  Ton  regardail  certains  points  dn  systenie  comme  assiijettis 
a rester  sur  des  courbes  on  sur  des  surfaces  llxes  d’nne  nia- 
niere  absolue  dans  I’espace,  on  devrait  tenir  compte  dii  tra- 
vail des  forces  capables  tie  remplacer  ces  courbes  el  ces 
surfaces,  dans  reqnation  des  forces  vives  appliquees  an  nioii- 
vement  dii  systenie  par  rapport  ii  des  axes  mobiles. 

§ 237.  Pour  donner  nn  excmple  de  I'applicalion  ties  con- 
siderations tpii  precedent,  nous  allons  clierclier,  ii  I'aide  tin 
ihcoreme  gentTal  des  forces  vives,  ii  nous  rendre  coniple  de 
la  stabilite  de  I’cquilibre  d’un  systenie  pesant  ii  liaisons. 
Nous  avons  vu  (g  189  ) qii'iin  systenie  de  ce  genre  est  cn 
eqnilibre,  lorsque  son  centre  de  gravile  ne  sort  pas  dn  plan 
hori/.ontal  qni  le  conteiiait  tout  d’abord,  tpiid  tpie  soil  le  d<-- 
placemenl  inrniiinenl  petit  et  compatible  avec  les  liaisons, 
que  Ton  altribue  an  systenie.  .\dniettons  maintenant  qne  foil 
donne  an  systenie  un  deplacement  (liii,  niais  tres-petit  el  ton- 
jonrs  compatible  avec  les  liaisons  , et  que  , qnel  tpie  soil  ce 
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(l(•pla(•<■nu■rU  tini,  lc>  cciilic  ile  gravite  clii  syslemc  s'elt;vc  lou- 
joms  au-(l(‘ssus  de  sa  posiiion  dequilibre;  le  llieoreino  ge- 
iK'ial  des  I'orcfs  vivos  va  nous  muntrer  quo,  dans  co  cas,  IV- 
(piilibn*  dll  systeiiic  osl  itahh.  Nous  aliens  voir  on  ollol , a 
I’aido  do  co  llidoreine,  quo  si  Ton  ddrange  ti  os-pou  le  sys- 
tuinc  do  sa  posiiion  dequilibre,  ct  qu’on  rabandonne  ensuito 
a lui-  monio , I’aclion  do  la  pesanleur  lendra  toujours  a I’y 
ramoner. 

Pour  dtablir  cetle  proposition,  nous  remarquerons  d’abord 
(pie  le  syslemc  inaleriel  dont  il  s’agit  ne  peut  pas  resler  ini- 
niobile  dans  la  nonvelle  position  qu'on  lui  a donniie,  poiirvii 
toutefois  quo  le  ddplaceincnl  atti  ibud  a cc  systeme  soil  suf- 
lisaminent  petit.  Car  le  centre  de  gravitii  du  systeme,  (pii 
sVst  cIcaV  par  liypotliese  dans  cc  ddplacemcnt  fini , conti- 
niiorait  encore  ii  sVIever  iniinimont  pen  si  Ton  donnait  an 
systeme  tin  nouveau  deplaccment  iniiiiimcnt  petit  dans  le 
ini^ine  sens  que  le  precVdcnt;  et , par  consequent,  on  voit 
quo  la  condition  d equilibre  n’est  plus  rcmplio  pour  la  posi- 
tion qu’occiipe  le  systeme  apresqu’il  a subi  le  diiplaceinenl 
iini  dont  il  est  question.  Le  systeme  materiel , nc  pouvant 
pas  (Hre  on  (‘qiiilibrc  dans  la  nonvelle  position  qu'on  lui  a 
doniuV,  se  mettra  necessaireineiil  cn  niouveincnt  sous  I'ac- 
tion  de  la  pesantcur,  ct  par  consiiquenl  acquerra  une  cer- 
laiiie  force  vive.  Or  sa  force  vive  ne  peut  s’accroitre  qu'autant 
que  la  sonmu!  des  iravaux  des  forces  qui  lui  sunt  appliqucVs 
est  positive  (§  230);  d'un  autre  c<jt(“  Ics  forces  capables  de 
rempla(;er  les  liaisons  ne  fouriiisseut  aucun  terinc  dans  cette 
soinine  de  travaiix  (§  2,3(i)  : il  eii  resulte  que,  dans  le  mou- 
vement  (|ue  |)rend  le  sysliMiie  materiel  abandonne’’  a lui-iiu'-tne 
a|*res  avoir  ete  di-range  tres-pcu  de  sa  position  d'eipiilibre, 
l(!  travail  du  a la  pesanteur  doit  i^-tre  posilif.  .Mais  nous  sa- 
vons  que  ce  travail  est  le  nuunc  que  si  la  masse  entiere  du 
syst(‘ine  etait  conceniree  en  son  centre  de  gravite;  done, 
dans  le  mouvement  dont  il  s’agit , ce  centre  de  gravite  ne 
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poul  qiu*  descfiidii*,  cVsI-ii-tliie  (|n'il  si;  rapproihe  ndccs- 
saimiieiit  do  la  position  qn’il  occiipait  lorsquc  Ic  systcme 
«nait  on  (‘quilibre. 

Un  raisoiiiKMiioiil  aiialogiio  I'erait  voir  qu’au  oontrairo, 
dans  lo  cas  oil  !c  centre  de  gravite  du  systeme  poiirrail  s’a- 
haissorpar  suite  d’nn  doplaoeinenl  lini,  inais  tros-petil,  attri- 
bue  au  systenio,  I’dqnilibre  sorait  in*tahle;  e'est-a-diro  quo 
le  sysloino,  abaiidonini  a lui-mome  apres  avoir  snbi  tin  |>a 
roil  doplaooincnt,  non-seidonient  ne  reviendrail  pas  vers  la 
position  doqnilibro  qu'il  avait  d’abord  , mais  encore  conti 
nuerait  a s’en  eloigner. 
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^ 2<^8.  ThMrie  d««  ■!*iii«nta  d’lMerlte. — Si  I'on  miil- 
tiplic  la  masse  m d’un  quclcoiique  des  points  materiels  qui 
composent  un  solidc  invariable  par  le  carre  de  la  distance  r 
de  ce  point  a une  droite  quelconqne  I),  et  qu’on  ajoute  tons 
les  produits  ainsi  obtenus  pour  les  divers  points  du  solide, 
on  trouve  une  somine  2 mr*  qui  joue  un  rdle  tres-important 
dans  le  mouvement  d’un  parcil  solide , ainsi  que  nous  le 
ven'ons  bientdt  On  donne  a cette  quantite  le  nom  de  mo- 
ment  d’inertie  du  solide  par  rapport  a la  droite  I). 

Le  moment  d’inertie  2 mr’  d’un  solide  par  rapport  a une 
droite  D dtant  calcule , supposons  que  I’on  determine  une 
ligne  k par  la  condition  que  I’on  ait 
* 2»nr’  = MA’, 

M etant  la  masse  du  solidc  tout  entier  : cette  ligne  k est  ce 
c|ii’on  iiommc  le  rayon  de  giration  du  solide  par  rappoit  a 
la  droite  I).  II  est  aise  de  voir  que  cc  n’est  autre  chose  que 
le  rayon  d’line  surface  cylindriqiie  de  revolution , qui  aurait 
la  droite  D i>our  axe,  ct  sur  laquclle  on  pourrait  reparlii-  la 
masse  tout  enliere  du  solide  sans  que  son  moment  d'inertie 
pur  rapport  a cette  droite  I)  changcat  de  valeur. 

Four  calculer  la  valeur  du  moment  d’inertie  d’un  solide 
invariable  par  rapport  a une  droite  donnee , concevons  que 
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nous  i-appoiiions  li‘  solidcii  iroisaxfs  (‘uoriloiiiirs  I'laiaiigii- 
luiies,  donirun,  I’axe  des  x,  coincide  avcc  la  dioile  doiil  il 
s'agit;  et  qiie  lions  le  decuinposions  eii  elcinciits  reclaiigii- 
laires,  coniinc  nuns  I'avoiis  dcja  fail  ponr  la  ccclierclie  dn 
centre  de  gnivile  ( § 164).  Si  nous  desigiions  par  p la  masse 
s|H‘cilique  dn  sulide  an  point  doiit  Ics  coordoiinees  sunt  x,  y, 
z,  nous  aurons  ^dzedydz  pour  la  masse*  d'nii  element  sitne 
cn  ce  point ; d’nii  autre  cdte , le  carre  de  la  distance  de  ce 
point  a I’axe  des  x esl  egal  a y’  -I-  j de  sorte  que  le 
moment  d'inertie  dn  solide  par  rapport  a cel  axe  a ponr 
valeur 

ffj  {‘{y^-\-z‘)dxdydz, 

I’integrale  triple  s’etendant  ii  tons  les  elements  dont  le  so- 
lidc  sc  compose.  On  pourra  sonvent  simplifler  la  determinn- 
tioii  dc  cette  integrale,  cn  remarquaiit  qn’elle  csl  la  somme 
des  deux  suivantes : 

/’/’/'p  y’  tlx  dy  dz , Jj'f  dx  dy  dz. 

La  masse  totalc  dii  sulide  a dc  ini^me  ponr  valenr 
///  ?dxdydz', 

on  en  conclut  qne  le  rayon  de  giratioii  k sera  doiine  par  la 
formule 

/’//P(y'  + dxdydz 

1 1 !'[■>  dxdydz 

On  pent  observer  (jiie , si  le  solide  est  liomogeiie , p est  line 
constantc  qu’on  pentsnpprimer  comme  factenr  coniniiiii  anx 
deux  termes  dc  la  valenr  de  A-;  ce  ipii  inontre  qne,  dans  ce 
cas,  le  rayon  de  giration  lie  depend  qiic  de  la  forme  qii'af- 
fecte  le  solide,  et  est  entierement  iiKk‘peiidant  de  sa  densite. 

Voici  qnclqiics  resnitats  aiixqiiels  on  parvient  racilemeiil , 
cn  suivant  la  marclic  qni  vient  d’etre  indiqueo.  Ils  se  rap- 
portent  excinsivement  ii  des  solides  homogenes. 
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1"  ('t/liiiclre  droit  a ba*e  eircu/airr.  — l.e  l ayoii  dc  Ri- 
i-ilioii  k d’lin  ryliiidir  droit  a liasc  cimilaiif  dc  rayon  R, 
par  rapport  a I’axr  de  figure  dece  cylindre,est  doiine  par  la 
forimile 

2*  Couche  cylindrique  de  revolution.  — Pour  uno  coii- 
che  ryiindri(|ue  de  revolution  dont  les  rayons  intcrieur  el 
exlerieur  sonl  R el  R’,  on  a pour  determiner  le  rayon  de 
giralion  relatif  a I'axe  de  figure, 

A’ = 1(11’-+- IP). 

Si  foil  nomine  R|  le  rayon  inoyen  de  eeite  eouelie,  el  e son 
(^laisseur,  on  pent  remplaeer  la  formiile  ipii  precede  par 
celle-ci 

A’  = R,>  + -ie’. 

3”  Sphere.  — Le  rayon  de  giralion  d’uiie  sphere  de  rayon 
R,  par  rapport  a uii  de  ses  dianielres  , est  fonriii  par  la  re- 
lation 

A’  = \ R>. 

U"  J*ar<ilk'lipipede  rectangle.  — Dans  le  cas  d’un  pa- 
rallelipipede  rectangle  dont  les  trois  aretes  sont  a , h,c , si 
Poll  determine  le  rayon  de  giralion  par  rapport  a line  paral- 
leleaiix  aretes  o menee  parle  centre  du  solide,  on  irotive 

Apres  avoir  delini  le  moment  d’iiierlie  d’liii  solide  par 
rapport  a line  droite  , ainsi  i(ue  le  rayon  de  giralion  (|ui  en 
depend,  et  avoir  iiidi(|tie  la  marclie  it  suivre  pour  eii  deder- 
miiier  les  valeiirs,  nous  allons  nous  occuper  de  comparer 
eiilrc  eiix  les  moinents  d'ineiiie  d’liii  memo  solide  par  rap- 
port aiix  divei’ses  droiles  cpi'oii  pent  iinagiiier  dans  Pespace. 

5 23‘,».  Prenons  d'abord  deux  droiles  paralleles  A IS,  A'R’, 
fig.  113,  dont  Pune  A' B' passe  par  le  centre  de  gravile  G du 
solide.  Soil  .M  un  point  quelconque  du  solide  , situc  a des 
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dihtaiicTS  M N = r,  cl  M I*  = »•  tli*  ces  dciix  di'oitcs.  Si  nous 

d«-si';iious  par  a la  distance  iV  P 
di-s  deux  droites,  cl  par  r la  dis- 
lancc  PQ  du  point  P an  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissi>e  dn 
point  M sur  PiV,  iions  anrons 
r’  = (i-  -f-  r’’  — 1(12. 

.Mnitiplioiis  tons  les  termes  par 
la  masse  m du  point  M , el 
ajoutons  ensuilc  inembre  a menibre  loutes  les  eqnalions  de 
meme  forme  relatives  aiix  difTerenls  points  materiels  doni 
le  solide  csl  compose  : nous  trouverons  ainsi 

i m /•’  = »«  o’  + i m r ’ — 2 i m a z. 

Mais  a esl  line  coustanlc  qui  pent  etre  mise  en  deboi-s  dn 
sij^ne  ^ ; d'ailleni’s,  2 elant  evidemmenl  la  distance  du  point 
•M  a un  plan  meiu'  par  A'H'  perpendicniairement  an  plan 
A B A'B’,  on  a 

i m 2 = 0, 

pnisque  le  centre  de  {’lavite  (1  eslsitne  dans  le  plan  donl  il 
(S  : done,  si  I’on  di'signe  par  M la  masse  lolale 
III  du  solide,  la  relation  precedentc  se  reduil  a 
2mr’  = M a’  -t-2mr'’. 

Ainsi  le  moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  a la  droite 
A B,  est  egal  au  moment  d’inertie  du  meme  solide  par  rap- 
port a line  parallelc  A AB  menee  par  son  centre  do  gi  avite, 
augmente  du  produil  de  la  masse  du  solide  par  le  carre  de 
la  distance  de  son  centre  de  giavite  a la  droite  AB.  On  voil 
par  lii  que  la  conuaissance  du  moment  d'inertie  du  solide, 
par  rapport  a line  droite  menee  par  son  centre  de  giavite, 
siiBit  pour  qii'oii  piiisse  eii  deduire  immediatemeiil  le  mo- 
ment d’inertie  de  ce  solide  par  rapport  a line  droite  ipiel- 
conque  parallele  a la  premiere. 
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§ 2i!i0.  Comparoiis  iiiuinlenunl  U*s  moments  d’iiiorlii'  ilu 
solide  par  rapport  aux  diverscs  droiles  qni  passeiil  pai-  iin 

meme  point  0 de  I’es- 
pace.  Nous  Terons  passer 
par  ce  point  0,  fig.  114, 
trois  axes  rectangulaires 
()X,OY,OZ.SoitO  .\  la 
droite  par  rapport  a la- 
quelle  nous  alluiis  pren- 
dre  le  moment  dlnertie 
dll  solide;  designons  par 
a,  S , y les  angles  quc 
cette  droite  fait  avcc  les  axes  OX,  OY,  OZ.  Pour  tin  point 
queleoiiqtie  M doiit  les  coordonnes  soiit  x,  y,  z,  et  doiit  la 
projection  sur  la  droite  OA  est  en  P,  on  a 

MP>  = 0M’  — OP’. 

=x’-+-y’  +2*  — (xcosa-f-ycoso  + 2 cosy)’ 

(x’  (1  — cos’a)  -H  y’  ( I — cos’o)  + 2’(1  — cos’y) ) 

I — 2xycos5!COsS  — 2x2COSacosy  — 2y2Cosocosy ) 

Si  Ton  observe  qu’ou  a 

cos’«-l-cos*6-l-cos’y=l , 
on  verni  que  les  trois  quantites 

1 — cos’«,  1 — cos’6,  1 — cos’y, 
peuvent  etre  remplacces  respectivenieiit  par 

cos’o -H  cos’y , cos’ «+ cos*  y , cos’ a f cos’ c. 

En  I'aisant  cett<!  substitution,  et  gronpant  ensuite  les  lernn-s 
convenablement,  on  trouve 

^1  p,  _ j ( y’  4-  *’ ) cos’  a (.r’  4-  2’)  cos’  c I (x’  4-  y’)  cos’  y | 
j — 2 yzcosS  cosy  — 2x2  cos  a cosy  — 2xy  cosa  cos  - ) 

.Multiplions  tous  les  termes  de  cette  equation  par  la  masse 
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m (III  point  M,  puis  ajuiitoiis  iiioinbre  a inombro  loutos  los 
i’‘(pialions  analoj^ues  relatives  au\  dilTerents  points  inatericis 
(1(1  solide  : nous  aurons  ainsi  la  valciir  du  inomcnl  d’inertie 
Inh'  du  solide  par  rapport  a la  droitc  OA,  valeur  qui  pent 
sVerire  de  e(“tle  inanidM'i* 

..  , 1 Acos’a  A- Bcos’o  ^-Gcos’v  j 

2 m»"  = 1 ' . 

( — 2DC08o(»sy — 2EcosaCosy  — 2Fcosxco8o  ) 

en  posaiil 

2m(y’4-2’)  = A,  2m(a-’  + c’)=B,  iin(x’4-y’)=C, 

2«iys=D,  iwTZ  = E,  ^»nxy  = F. 

II  est  ais«»  de  reconnaitre  que  Ics  letlres  A,  B,  C,  d(^signent 
respectivement  les  moments  d’inertie  du  solide  par  rapport 
aiix  axes  OX,  OY,  OZ.  Pour  voir  comment  varie  le  moment 
d’inertie  Xmr*  relatif  a la  droite  OA,  lorsque  eette  droite 
prend  suceessivement  diverses  positions  aiitour  du  point  O, 
|K)rtuns  sur  sa  direction  , et  a -partir  du  point  0,  une  lon- 

gnenr  OB  egale  ; nous  allons  cliercher  le  lieu  gi^o- 

VXmr’ 

m('‘triqiie  du  point  B ainsi  obtenu.  Si  nous  d(>signons  par 
X,  Y,  Z,  les  coordoniK'es  de  i;e  point  B,  nous  aurons 

cosa  = X V cos6=  Yy'^mr’,  cosy  = Z\/^mr''. 

Hn  substitnant  ces  valeurs  de  cosa,  cosS,  cosy,  dansl’ex- 
pression  du  moment  d'inertie,  et  siipprimant  Imr'  qui  est 
facteiir  commun,  il  vient  ; 

1 = AX’+  BY’-HCZ»— 2DYZ— 2EXZ  — 2FXY. 

C'est  1'i‘quation  de  la  surface  qui  renferme  tous  les  points 
tels  que  B.  Cette  surface  est  du  second  ordre,  et  a le  point  0 
pour  centre : d'ailleurs,  le  moment  d’inertie  X»nr’  ne  pouvant 
etre  nul  pour  aticune  droite  meiM'e  par  le  point  O,  le  rayon 
vecleur  OB  ne  peut  pas  devenir  inlini  : done  c’est  nn  ellip- 
soide.  Ce  lesultat  tr^-siinple  nous  donne  line  image  nette 
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ijps  rappoits  do  "niiidi’iii-  qiii  cxisleiit  enlrt*  Ics  niomnils 
d’iiiprlii'  dll  solido  rclatifs  aux  divei-scs  droites  ineiieps  par 
II  n nu'ino  point  do  I'cspacc. 

Lcs  axes  dc  1’i‘Hipsoidp  aiuiiiid  nous  venous  do  panenir 
sontcc  qn’on  iiomnu*  les  aj-tg  prinrtpaux  dii  solide  relali- 
veincnl  an  point  ().  Si  on  les  prend  pour  axes  roordonnes, 
I equation  dc  rellipsoide  se  siinplitie  et  se  rednit  ii 

1=A.V  + BY’-»-CZ’; 

e'est-a-dire  qiie,  pour  cc  sy stenie  particulier  d’axes  coordon- 
in*s,  les  qiiantites  que  nous  avons  designei's  par  les  leitre> 
b,  E,  F,  soiit  nulles.  La  valeurde  relative  a I’axe  UA 
devient  dans  ce  cas 

Tj;jr’=rAcos^a  -i-  B cos’c  + Ccos’-/ ; 

et  les  moments  d'inertie  qiie  repi-esentent  les  leltres  A, 
prennent  le  nom  de  moment*  d’inertie  prineipaux  dii  so- 
lid(‘  relaiifs  an  point  0. 

On  voit  que  les  axes  prineipaux  qne  nuns  venous  de  d*di- 
nir  sunt  earacterises  par  les  iruis  relations 

^myz  — o,  imar3  = o,  Zinxy  = u , 

qni  out  lien  loi-squ'on  prend  ees  trois  axes  pour  axes  eoor- 
donnes.  Si  Ton  considere  senlement  dciix  de  ees  trois  rela- 
tions, les  deux  deriiieres  par  exemple,  elles  exprimeni  qne 
re(|uatiun  de  I'ellipsoide  ne  euntieiit  pas  la  variable  X an 
premier  degre ; il  s’ensiiil  evidemineiit  qne  ees  deux  rela- 
tions prises  ensemble  cunslilnent  les  eonditiuns  iieeessaiivs 
et  sunisanles  pour  qne  I’axe  des  x suit  nn  axe  prineipal  dii 
solide  relatif  au  point  0. 

A chaqne  point  de  I'espaee  eorrespond  un  ellipsoide  tel 
que  ceini  qne  nous  venous  de  ironver,  et  qiii  dunne  la  loi  des 
nioinenis  d'inertie  dn  solide  eonsidere  par  rapport  anx  di- 
vers axes  nieni'-s  par  ee  point.  Leini  de  ees  ellipsoides  qni 
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correspond  au  ccnlic  de  gravilc  du  solide  cst  spcciaicniciil 
desif^iii*  sons  le  noin  {Vf/fipxoVdf/  criifrn/. 

II  pent  arriver  qne  I’ellipsoide  eorrespoiidant  a iin  point 
soil  de  revoliUion ; alors  les  moments  d’inerlie  relalifs  a 
toutes  les  droites  menees  par  son  centre,  perpeiidicnlaire- 
ment  a son  axe  de  revolution  , sont  I'gaiix  entre  eux  : lontes 
ces  droites  sont  des  axes  principaiix  dnsolide.  Si  I’ellipsoide 
devient  une  sphere , une  droite  (jneleonqnc  menee  par  le 
point  atiquel  il  se  rapporte  cst  nn  axe  principal  dti  solide. 

Un  axe  principal  relatif  au  centre  de  graviie  dn  solide 
joiiit  de  la  propriete  d’etre  en  meme  temps  axe  principal  du 
solide  pour  un  (pielconqiie  de  ses  points.  Kn  elTet,  si  Ton 
rapporte  le  solide  ^ trois  axes  coordonnes  rectangulaires 
menes  par  son  centre  de  gravite , en  preuant  la  droite  donl 
il  s’agit  pour  axe  des  a-,  on  aura 

^mxy  — o,  hnxz=-(j, 

pnisqiie  cette  droite  est  par  liypotliese  un  axe  principal  du 
solide  par  rapport  a son  centre  de  gravite.  (^oncevons  main- 
tenant  que  Ton  transporte  les  axes  des  y et  des  z,  parallele- 
ment  a eux-menies , en  un  point  situe  sur  I'axe  des  x a iiiie 
distance  a de  I'origine;  un  passera  des  eourduiim'es  relatives 
aux  axes  priniitirs  a celles  ejui  se  rappurtent  aux  nouveaux 
axes,  en  changeaut  simpleinent  x en  u +x'.  Les  deux  rela- 
tions precedeules  devieudront  done 

^my  {a  + x')  = o , ^rnz  {a-^x')  ~o; 
et  il  est  aise  de  voir  qu’elles  se  reduisenta 
^mx'y  = o,  ^inx'z  = o, 

car,  par  une  propriiUe  cunnu(‘  du  centre  de  gravite,  on  a 
2mi(/  = o,  ^mz~o. 

On  voit  done  que  I’axe  des  x est  un  axe  principal  du  solide, 
par  rapport  a la  nouvelle  origine  des  coordonnees,  quelle  que 
suit  la  distance  u de  cette  nouvelle  origine  a I’am  ienne  ; e’est 
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00  quo  nous  nous  pioposions  do  demontror.  Un  pout  rocon- 
nattro  faoileinentd'aillours,  pardes  considerations  analogues 
uii\  prdcodontes,  qu'il  n’y  a quc  lesaxcs  principau\  relatifs 
ail  centre  de  gravite  du  solidc  qui  Jouisseut  de  la  propriele 
dont  il  s'agit : line  droitc  ne  pout  (Hre  un  axe  principal  du 
solide  relativenienl  a deux  de  cos  points,  qu'autant  quelle 
jtasse  par  le  ceiilre  de  gravite  du  solide. 

Nous  avons  eu  ii  coiisiderer  precedemment  le  nioiiient 
d'iiierlic  d'uiie  surface  plane,  par  rapport  a une  droitc  tra- 
cee  dens  son  plan  (§  197).  Ce  moment  d’inertie  rentre  evi- 
demmeiit  dans  ceux  qiie  nous  venons  d’etudicr  ici ; et  il  est 
ais4‘  de  voir  comment  on  pent  lui  appliquer  les  divers  tlieo- 
remes  qiie  nous  avons  etablis  relativement  aiix  moments 
d’inertie  des  solides. 

2 2^il.  Moavement  d’uii  liivurlable  eall^re- 

ment  libre.  — Pour  Irouver  les  l'■quations  diflerentielles  du 
mouvement  d’uii  solide  invariable  enlierement  libre,  nous 
poiivons  nous  servir  du  theoreme  de  d'Alembert  (§  221). 
Nous  savons  par  ce  theoreme  que  les  equations  dont  il  s’a- 
git  s'obtiendroiil  eu  cxpriinant  que  les  forces  appliqiiees  au 
solidc,  joiiites  aux  forces  d’iiicrtie  de  ses  dilTtu'ents  points, 
satisfont  aux  six  equations  (n)  du  § 177.  Le  solide  elaiit 
rapporte  a Irois  axes  coordonnes  rccUiiigiilaires  fixes,  desi- 
gnons  par  X,  Y,  Z,  les  composantes,  suivant  les  axes,  d’uiie 
qiielcouque  des  forces  qui  lui  sont  appliqiiees.  D’uii  autri* 
c6te,  les  composantes  de  la  force  d’inertie  d’un  point  de 
masse  m dont  les  coordoiinees  sont  a-,  y,  z,  ont  evidemment 
pour  valeui’s 

d?T  d‘u  iPz 

■ — m -fir , — , — tn  -f-L- 

ilt^  dl'  ’ dt^ 

Kn  exprimant  que  toiites  ces  forces  reelles  et  d’inertie  salis- 
font  aux  equations  («),  du  S 177,  on  irouve  facilement  les 
equations  suivanles  : 
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..  d}x 

v,„  = V V 

V V 7 


^in 

/ </’; 

- 

* dt^ } 

1 

Im 

/ iPx 

d}z\ 

II 

u. 

(*  di^ 

dp) 

Im  1 

ix'^ 

(/’X\ 

-y-dp) 

Telles  soiit  les  L^ualioiis  differeiitiElles  du  inouvenient  d'uii 
solide  invariable  eiiliereinent  libre.  Les  signes  ^ des  pre- 
miers ineinbres  indiqueiU  des  sununes  s’eleiidaiil  u lous  les 
points  materiels  donl  le  solidc  est  furme ; qnanl  a ceux  des 
seconds  inembres  , ils  indiqnenl  des  sommes  qui  s’eiendent 
a tontes  les  forces  appliqnees  an  solide. 

\ous  ponvnns  tirer  iniinediaiemeiU  de  ces  equations  one 
conse(|iience  iniportanle.  Nons  avons  vu  qu’un  systeme  de 
forces  appli(|uees  a un  solide  invariable  en  equilibre  pent 
^tre  renqilace  par  nn  autre  systeme  de  forces,  sans  que  I e- 
quilibrc  soit  trouble,  pourvu  que  ce  second  systeme  satis- 
fasse  aux  six  conditions  etablies  dans  le  ^ 180  : dans  ce 
cas  les  deux  systemes  de  forces  sont  dits  equicalentt  I’un  a 
I'autre.  Si  Ton  cousidere  la  forme  des  equations  dilTereu- 
tielles  que  nous  venous  de  trouver,  ainsi  que  celle  des  con- 
ditions d'cquivalence  dont  il  vient  d’cHrc  question,  on  en  con- 
clura  que  b*  systeme  de  forces  appliquees  a un  solide  inva- 
riable en  mouvement  pent  etre  remplace  par  tout  autre 
systeme  de  forces  qui  Ini  soit  equivalent,  sans  que  le  mou- 
venient  du  solidc  soit  change.  Deux  systemes  de  forces,  qui 
penvenl  etre  remplaces  I’un  par  I’autre  pour  agir  sur  un  so- 
il! 
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lide  pn  repos , peuvent  done  aii&si  se  remplaeer  miiluelli>- 
ment  pour  agir  sur  un  solide  eii  mouvemeiU. 

g 362.  Les  six  equations  difTercnticlIes  que  nous  venous 
d'oblenir  sufliscnl  bien  pour  dctcrininer  completemenl  le 
inouvemenl  du  solide ; mais  elles  ne  sont  pas  sous  une  forme 
commode  pour  effeclucr  celle  determination  : elles  renfer- 
ment  comme  iuconnues  les  coordonnees  x,  y,  z,  de  tons  les 
points  du  solide,  coordonnees  qui  sont  g^mu-alenient.  en  tres- 
grand  nombre.  Pour  pouvoir  se  servir  de  ces  equations,  il 
I'audruit  leur  adjoiiidre  celles  qui  expriment  que  les  distan- 
ces mutuelles  des  differents  points  du  solide  sont  constanles 
et  connues;  6 I'aide  de  ces  dernieres  equations,  les  coordon- 
nees  des  divers  points  s’expriineraient  cn  fonction  de  six 
d'eulre  elles,  qui  seraient  alors  les  incouuues  dont  les  six 
equations  differentielles  du  mouvement  devraieiil  fournir  les 
valeurs.  Mais  il  est  plus  simple  d’operer  autrement,  pour 
rameuer  les  equations  differentielles  4 ne  conieuir  que  six 
iuconnues. 

Nous  savons,  par  le  premier  tlieoreme  general  (§  222),que 
le  centre  de  gravity  du  solide  se  meul  comme  si  toute  la 
masse  du  solide  y elail  conceutree,  et  que  toutes  les  forces 
appliquees  au  solide  y fussent  transportees  parallelement  6 
elles'im'mes  : en  (icrivant  les  equations  differentielles  du 
mouvement  du  centre  de  gravity , ainsi  transfoitne  en  un 
point  materiel , nous  aurons  dej6  trois  Equations  coutenani 
irois  iuconnues  qui  serout  les  coordonnees  de  centre  de 
graviui.  11  nous  restera  a determiner  le  mouvemeni  du  so- 
lide autour  de  son  centi'e  de  graviu'*,  au  moyeii  de  trois  au- 
tres  equations  differentielles  ne  contenant  egaleraeol  que 
Irois  iuconnues. 

Pour  trouver  ces  trois  autres  equations  , nous  cousid^re- 
rons  le  mouvement  du  solide  autour  de  sou  centre  de  gra- 
vite , pendant  un  element  de  temps  d! ; nous  supposerous 
que  ••e  mouvement  soit  rappoid*'-  a des  axes  cooixlonm^  de 
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(lirecliuli  coiislaiite  menes  par  le  ceiilre  dt;  gravile,  lellcmeiii 
clioisis  qu’ils  coincident  avec  les  axes  priiicipaux  dii  solide 
relalifs  a ce  point  (§  240)  an  commencement  du  temps  dl ; 
et  nous  appliquerons  le  troisieme  tlieor^me  general  (§  226) 
a CG  inouvement  inflniment  petit  du  solide,  en  prenant  les 
moments  des  quantites  de  mouvementel  des  impulsions  par 
rapport  a chacun  des  trois  axes  coordonnes.  Le  mouvemeni 
dont  il  s’agit  est  necessairement  une  rotation  niiloiir  d'lin 
axe  instantane  passant  par  le  centre  de  gravite  ( § 27).  (’.elie 
rotation  pent  £tru  remplacee  pqr  trois  rotations  simultandes 
aiitoiir  des  trois  axes  coordonnes  ( §§  55  et  45  ).  Designons 
par  0)  la  vitesse  angulaire  dans  la  rotation  du  solide  autoiir 
de  son  axe  instantane,  et  par  p,  q,  r les  vitesses  angulaires 
dans  les  rotations  composantes  autour  des  axes  coordonin'‘s 
OX,  OY,  OZ.  Lorsque  le  solide  tourne  de  I’angle  pdt  autour 
de  I’axe  OX,  les  coordonnees  x,  y,  z d’un  que|conqiic  de 
.ses  points  s’accroissent  respectivement  de 

o,  —pzdt,  +pydt, 

ainsi  qu’il  est  facile  de  le  reconnallre ; lorsqu’il  tourne  de 
qd/  autour  de  OY,  ces  cordoniiees  s’accroissent  de 
+ qzdl,  0,  — qxdt; 

et  lorsqu’il  tourne  de  rdf  autour  de  OZ,  elles  s’accroissent 
de 


— rydt , +rxdt,  o: 

done,  lorsque  le  solide  tourne  de  Tangle  mdt  autour  de  son 
axe  instantane,  les  inemes  coordonnes  s’accroisseqt  de 


(qz-ry)dt,  {rx  — pz)d(,  (py-qx)dt. 


II  s'ensuit  que  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  dont 
il  s’agit , suiEunt  des  paralleles  aux  axes  coordonnes,  oiii 
pour  vuleufs 


dx 

-j, 


at. 


-^-^rx-pz, 


dz 

^ = py-H-- 
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Or  la  huiiiine  ties  inonienU  des  qiiaiititps  dc  inouvemeiit  dcs 


divei-s  points  dii  solide  par  rapport  a I’axo  OX  «*si  expriniro 
177)  par 


si  Ton  reinplaco  dans  i cUp  expression  ^ el  ^ par  lem  s 
valeurs,  elle  devieiil 


pirn  (y'-'  1-;’)  — q^mxy — rXmxr, 
quantile  qni  se  reduit  a Ap,  si  Ton  suppose  quc  les  a\i*s 
OX,  OY,  OZ  coincident  avec  les  axes  priiicipnux  du  solide, 
et  si  Ton  designe  comnie  precedemmeiit  par  A,  B,  C les  mo- 
ments d'inertie  du  solide  par  rapport  a ces  axes.  On  trouve- 
rait  de  inenie  que  les  sommes  des  moments  des  quantiles  de 
inouvement  du  solide  par  rapport  aux  axes  OY’,  OZ,  ont  pour 
valeurs  B^,  Cr. 

Ainsi,  au  commencement  du  temps  dt  pour  lequel  nous 
voulons  appliquer  le  troisicmc  thcoreme  general,  les  sommes 
des  moments  des  quantites  de  mouvemcnt  des  divers  points 
du  solide,  |)ar  rapport  aux  axes  coordonues  OX,  OY,  OZ, 
qui  coincident  a cel  instant  avec  les  axes  principaitx  , sunt 
respectivemenl  egales  a 


Ap,  Cr. 

Clierchons  ce  que  deviennent  ces  sommes  de  moments,  par 
rapport  aux  mi^mes  axes  coordonnes,  a la  tin  du  tmnps  dl. 
A ce  second  instant,  p,  q,  r s'etanl  accrus  des  quantites  dp, 
dq,  dr  pendant  le  temps  dt,  les  sommes  de  juomenis  dont 
il  s'agit  auraient  pour  valeurs 

A(p-l-dp),  n{q-\-dq),  C (r-H</r)  , 

si  les  moments  etaient  encore  pris  par  rapport  aux  axes 
principaux  du  solide;  mais  il  n’en  est  pas  ainsi,  parce  que 
les  axes  principaux,  qui  coincidaient  avec  les  axes  coordoii- 
in-s  au  commenemnent  du  temps  dt,  s'en  sunt  ecartes  pi'ii- 
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dam  cel  element  de  temps  en  vertu  de  la  rotation  wdt  du 
solidc  amour  de  son  axe  instantane,  on  ce  qiii  esi  la  meme 
chose  en  vertu  de  scs  trois  rotations  simultanccs  pdt , qdt , 
rdt  amour  des  trois  axes  coordonnes.  Pour  arriver  au  resul- 
lat  que  nous  cherchuiis,  cunsideroiis  I'axe  du  moincul  resul- 
tant des  quantiles  de  mouvement  des  divers  points  du  solide 
par  rapport  a son  centre  de  gravite  (§  161).  D’apres  ce  que 
nous  venous  de  dire,  les  projections  de  cel  axe,  considere  a 
la  tin  du  temps  dt,  sur  les  positions  qu'occupeiil  les  axes 
priiicipaux  du  solide  a cet  instant,  out  pour  vuleurs 

K{p  + dp),  ft{q+dq),  C{r  + dr); 

poim  avoir  la  projection  du  mt'me  axe  sur  I'axe  coordonne 
OX,  il  I'audra  projeter  chacune  des  trois  projections  prece- 
dentessur  OX,  et  faire  la  somme  des  trois  resultats ainsi  ob- 
Icnus.  Or,  par  suite  des  rotations  pdt,  qdt,  rdt  autour  des 
trois  axes  OX,  OY,  OZ,  les  axes  priiicipaux  du  solide  sc  soul 
ecjirles  intiuiinem  peu  de  ces  axes  coordonnes  OX,  OY,  OZ ; 
et  les  angles  que  ces  trois  axes  principaiix  font  avecOX,  apres 
ces  rotations,  ont  evidemment  pour  valeurs 

, ^ + rdt,  1—qdt; 

si  I’oii  multiplie  les  quantiles  .V  {p  + dp),  iq  + dq), 
(;  (r-4-«/r)  par  les  cosinus  do  ces  trois  angles , el  que  Ton 
ajoiite  les  trois  produits,  eii  negligeant  les  infiniment  petits 
d’un  ordre  superieur  au  premier,  on  trome 

\{p-hdp)-i-{(:  — B)qi  dt  : 

celle  expression , qui  represeiite  la  projeelioii  de  I’axe  du 
moment  resultant  des  quantiles  de  mouvement  sur  OX,  a la 
tin  du  temps  dt,  esl  done  la  valeur  de  la  somme  des  mo- 
ments des  quantiles  de  mouvement  des  divei's  points  du  so- 
iide  par  rapport  a OX,  au  meme  instant. 

Si,  de  cette  somme  de  moments  eorrespondam  a la  fin  du 
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temps  fit,  nous  retruiiclioiis  la  valcur  \p  de  la  somiiie  aiia- 
lugiie  corrcspoiidant  an  commencement  du  temps  dt,  nuns 
irouverous 

Arfp  + (C — B)qrdt, 

(|ui  rcpresentera  I’accroissemeiit  de  la  somme  dcs  moments 
des  quantites  de  mouvcmcnt  dti  solidc  par  rajipotl  a OX, 
pendant  le  temps  dt.  D’apres  le  troisicme  thi'-on'me  general, 
ret  accroisseincnt  doit  I'tre  egal  ^ la  somme  des  moments 
des  impulsions  eleinentaires  des  forces  appliquees  an  solide 
pendant  cc  temps  dt,  par  rapport  an  m^me  axe  OX.  Desi- 
guons  par  L,  M,  N les  summes  dcs  moments  dcs  forces  dont 
il  s’agit,  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnt%  OX,  0 Y,  OZ. 
II  est  cluir  que  la  somme  dcs  moments  des  impulsions  elc- 
mentaires  de  ces  forces  pendant  le  temps  dt,  par  rapport  a 
I’axe  OX,  aura  pour  valeur  Ldt ; done,  d’apres  le  troisieme 
tlieoreme  general,  on  aura 

\dp+  (C  — B)  qrdt  — Ldt. 

Des  eunsiderations  analogues  aux  precedentes , dans  les- 
(pielles  I’axe  OX  serait  remplace  par  les  axes  OY,  OZ,  eon- 
duiraient  de  meme  aux  deux  autres  relations 

Bd(/+  (a — C)rqdt—Mdi , 

C</r+  (B  — \)pqdt  — 7\dt. 

Ces  trois  equations  font  eonnaitre  les  variations  dp,  dq,  dr 
qu’(‘prouvent  les  vitesses  angulain*s  p,  9,  r du  solide  dans 
.ses  rotations  aiitour  des  trois  axes  prineipaux  relatifs  ii  son 
(■entre  de  gravite,  pendant  le  temps  infiniment  petit  dt  qui 
s’eeoule  a partir  de  riiislaiit  on  ces  axes  prineipaux  eoinci- 
daient  avee  les  axes  de  direction  eonstaiite  OX,  OY,  OZ; 
mais,  eomme  on  poiirrait  les  etablir'de  meme  pour  chaeun 
des  idements  de  temps  dt  qui  se  succMent,  en  i'Inployant  it 
eliaqu(‘  Ibis  eomme  auxiliaircs  des  axes  eoordonm*s  de  di- 
rection eonstante  qui  coincidetit  avee  les  axes  prineipaux 
du  solide  au  commencement  de  cel  tdement  de  temps,  il 
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B'eiisilit  qii'oii  pent  los  rcgardcr  coninio  vniies  pour  Ions  los 
olomenLs  doiil  sc  composo  iiii  temps  flni  qiieleonqiie.  Kn  di- 
visant  tons  les  tenues  parrf/,  on  pcut  niettrc  ees  trois  equa- 
tions sous  ia  forine  suivanie 

A J = {B-C)vr-f-L.  \ 

B ^ = (C  — A)rp-t-M,  > (a) 

C (&.  — B)pq+ti.  I 

Ce  sont  les  trois  aiitrcs  t?qiialiolis  differentielles  dii  nioiive- 
meiil  du  solidc  qiic  nous  nous  proposlons  de  irouver.  Klles 
pernietleiil  de  detcrmiiior  p,  q,  r on  fonctioii  de  t ; la  coii- 
naissanci;  de  ees  trois  quantiles  eondiiira  ii  celle  du  ediio  lieu 
geomelrique  des  positions  successives  de  I’axc  Instatilanc  de 
roiation  a I’interieiir  dn  solidc  mobile  ( § 35  ),  cl  si  I'oii  v 
joint  la  valeur  de  la  vilessc  aiigiilaire  w aiiloiir  de  eet  ase 
iiistaiitaiie,  valeur  qiii  sera  egaleinenl  eonnue,  on  aura  tout 
ee  qu'il  faiidra  pour  determiner  le  cdne  lieu  geomelriqiie  des 
positions  suceessives  de  I’axe  instantane  par  rapport  a des 
axes  de  direction  constante  meiies  par  le  centre  de  gravity 
dll  solidc  ; d^s  lors  le  inoiivement  du  soHde  autoiir  de  cc 
point  sera  eomplelement  conmij  puisqtie  ce  moiivemeiil  con- 
sistc  dans  le  roulemenl  du  premier  cdrte  sur  le  second , ec 
roiilemcnt  s’efleeliianl  a chaquc  instant  avec  la  vitesse  aii- 
giilaire  eonnue  ci>. 

g 243.  Le  eas  le  plus  simple  qui  se  presente,  duns  retiide 
du  mouvement  d'un  solide  invariable  libre,  e’est  eelui  oii  le 
sulide  ii'esl  soumis  ii  raclion  d’aileunc  force,  el  no  se  depluee 
iiu'eii  verlii  du  mouvement  qii'oii  lui  a imprime  lout  d'abord. 
Nous  alloiis  voir  qiie,  dans  ce  cas,  on  pcut  se  fuiix;  line  idee 
ires-iielie  des  diverses  cireonslaiices  que  presente  le  mouve- 
meiil  du  solide. 

Nous  savoiis  d’abord  (g  223)  que  Ic  centre  de  gravile  du 
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solide  se  meul  unirurmrineiit  c<t  (*n  ligiic  droile,  on  bion  qu'il 
resle  immobile.  II  iie  nous  reste  done  (jua  voir  comment  le 
solide  se  meul  autour  dc  son  centre  de  gravile.  Pour  y par  - 
venir,  nous  pourrions  nous  servir  des  equations  differen- 
lielles  (rt)  qui  viennent  d'etre  ('•lablies  (§  262)  ; mais  il  sera 
plus  simple  d'operer  aulreinent,  en  n’employanl  que  des  con- 
siderations geonudriqiies. 

Observons  d'abord  que  le  tlieoreme  des  aires  est  appliai- 
ble  it  ce  mouvemenl  dii  solide  autour  de  son  centre  de  gra- 
vile  (5§  236  et  228),  puisqu’il  n'y  a pas  de  forces  exlerien- 
res ; si  Ton  considere  les  aires  decriles  par  les  rayons  vecleui-s 
menes  dii  centre  de  gravite  aux  divers  points  dii  solide,  dans 
lenr  mouvemenl  par  rapport  a des  axes  de  direction  cons- 
lante  passant  par  ce  point,  le  plan  du  maximum  des  aires 
doit  conserver  constaniment  la  mi'me  direction,  et  la  somnie 
des  aires  projetees  sur  ce  plan  doit  avoir  constaniment  la 
nu'mc  valeur.  Voyons  done  comment  on  pent  trouver  le  plan 
du  maximum  des  aires  dont  il  s’agit , a chaque  instant. 

O plan  du  maximum  des  aires  n’est  autre  chose  que  le 
plan  du  moment  resultant  des  quantites  de  mouvement  des 
dilTerents  points  du  solide  par  rapport  it  son  centre  de  gra- 
vite (S  228).  Or  nous  avons  vu  ( § 262)  que  les  projections 
de  I’axe  de  ce  moment  resultant,  sur  les  axes  principaux  du 
solide  relatifs  it  sou  centre  de  gravite,  onl  pour  valeiirs 

kp,  hq,  Cr, 

A,  B , C,  /),(/,  r ayant  les  im'mes  significations  que  precc- 
demment.  On  en  conclnt  de  suite  que , si  Ton  prend  ces  axes 
principaux  pour  axes  coordonnes,  le  plan  du  maxininm  des 
aires  fait  avec  les  Irois  plans  coordonnes  des  angles  dont  les 
cosinus  sont 

Cr 

v'AV-»-B'7^C’r’’  v'AV+BY-t-CV>’  VAy-t-U-^’-hC^r^ 


Digitized  by  Google 


MOi:VE«E?(T  It’ I N SIIUItE  INVARIABLE. 

L'ellipsoide  cfntnil  (§  2^i0),  lapporlt-  mix  nH’‘iiics  axes,  a 
poiii'  I'quation 

AxM-Hy-  1. 

r,onsi(U*rons  le  point  de  cet  (‘llipsoido  qiii  ol  sitiid  sur  I'axo 
iiiNlar.tane  do  rotation  dii  solido,  ct  ddsignons  par  -r',  y',  z'  son 
roordoniUM-s,  cl  jtar  I la  longueur  du  rayon  qui  Ic  joint  au 
centre  de  rdlipsoide;  on  aura  evideinment 

_ iP  y ’ _ 1 - 

/ W ’ I 0)  ’ I 0)' 

ti)  etant  la  vilesse  angulairc  dont  p,  q,  r sout  les  trois  eom- 
posaiites.  Le  plan  tangent  a I’ellipsoide  au  point  x , y',  z',  a 
poiii'  ('-ipiatioii 

A y.r'  4-  Byy’  -I- 1;  rz'  = 1 . 

La  proportionnalite  des  eoordonnees  x,  y\  z'  aux  quantiles 
/>,  q,  r,  inontre  <|ue  le  plan  du  inaxiniuin  des  aires  est  pa- 
rallele  a ee  plan  tangent.  Or,  on  salt  que  , dans  I’ellipsoide, 
leplan  diametral  eonjugue  d’lin  diametre  queleonque  est  pa- 
rallele  au  plan  tangmit  mem'!  a I’extremite  de  ee  diametre  ; 
done  on  pent  dire  que , dans  la  rotation  du  solide  autoiir 
d'uii  axe  inslantane  (luelconquc  passant  par  son  centre  de 
gravite,  le  plan  du  maximum  des  aires  relatif  a ee  point 
ii’est  autre  chose  que  le  plan  diametral  de  I'ellipsoide  central 
qui  est  eonjugue  du  dianuHre  dirige  suivanl  I'axe  instaiitane 
de  rotation. 

Aiiisi,  dans  le  moiivemenl  ipie  nous  <‘tudions,  It!  solide 
doit  tourner,  a un  instant  (|ueleonqne,  aulour  du  diametre  de 
sou  ellipsoid!*  central  (|ui  est  eonjiigni'*  du  plan  du  maximum 
d*!8  tiires  eonsidere  comme  plan  diameti  al  ile  cet  ellipsoide.  Si 
cel  axe  di*  l otalion  n’esl  pas  un  des  axes  de  I’ellipsoide,  son 
plan  diametral,  eiitraine  par  le  moiivemenl  du  solide,  change 
de  direction  dans  I’espace ; done  le  plan  du  maximum  des 
aires,  qui  doit  conserver  tonjours  la  memc  diri'ction,  cesse  de 
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coiiu-ider  avcc  oe  plan  diaimdral,  ct  par  ruiisl^qiieilt  aiissi 
I'axi*  de  rotation  so  displace  a I’intorioiir  du  solido. 

Lo  thooreino  dos  forces  vives,  applique  au  mouvcmcnt  qui 
nous  o(;cupe,  inontre  quc  la  force  vivc  dn  solide  conserve 
constaimnent  la  nieme  valour,  pnisipi'il  n’est  sounds  a I’ac- 
tion  d’aucunc  force.  Or  la  vitesse  d’un  point  situe  ii  la  dis- 
tance R de  I’axe  instantane  de  rotation  est  egale  ii  wR;  la 
force  vive  de  ce  point  est  done  egale  a mw’R^,  en  designant 
sa  masse  par  m,  et  par  consequent  la  force  vive  du  solide 
tout  entier  a pour  valeur 


Mais,  si  Ton  se  reportc  it  la  derinition  de  rdllpsoide  central 
(S  2'i0))  vena  qne  le  moment  d’inertie  imR^  (|iii  enlle 
. .-  . 1 

dans  cettc  expression  est  egal  a p , en  sorte  ipie  la  force 
vivc  du  solide  pent  se  mettre  sous  la  forme 

T' 


Le  llieorcmc  des  forties  vives  montre  done,  qiie 


CiJ 

T 


est  cons- 


tant; oil  en  d'autres  termes,  ii  mesure  ([ue  I’axe  de  rotation 
dll  solide  se  deplace  ii  sou  interieur,  sa  vitesse  angiiiaire  w 
varie  proportionnellcment  ii  la  longueur  I de  la  portion  de 
cet  axe  qui  est  comprise  entre  le  centre  de  gravile  et  la  sur- 
face de  I’ellipsoide  central. 

Rcvenoiis  maintenaiit  au  theorenic  des  aires.  D'apres  cc 
tlieoreme,  le  moment  resultant  des  quantiles  de  moiivement 
du  solide  par  rapport  ii  son  centre  de  gravite  est  constant. 
Or  ce  inoment  resultant  a pour  valeur 


piiisque  \p,  Rf/,  Cr  sont  les  jirojectioits  de  son  axe  suf  lei 
axes  coordotincs  ; et  si  Ton  y remplacc  p,  q,  r par  les  t|tlaii' 
tites  equivulentes 
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il  preiid  la  rorhiC  simple 


T’ 


(J) 


mz' 

~T' 


eii  designant  par  d la  distance  du  ceiilre  de  gnivile  dii  solid«* 
au  plan  tangent  de  I’ellipsoide  central  mene  pur  Ic  point 


b) 


x',  y',  z'.  Cette  qiiantite  ^-^devant  consener  conslaiiiniciit 

« 

lqnienievaleiir,et  - etant  d’ailleurs  constant,  coininc  nous 


venous  de  le  voir,  il  s’ensidl  que  5 esi  constant. 

D’apres  ee  (pii  precede,  si  Ton  considel’e  le  plan  tangent 
a I’ellipsoide  central  au  point  ou  il  est  peree  par  I’axe  ins- 
(anlane  de  rotation  du  solide,  ce  plan  tangent  doit  conserver 
line  position  ihiariablc  par  rapport  ailx  axes  de  direction 
constante  nieiuis  par  le  centre  de  gravitr* ; pUisqiie  * d’uiie 
part,  il  reste  toujoiirs  parallele  5 liii-th('me,  fct  qtiej  d’unc 
autre  part,  il  est  loujoiirs&la  ineine  distance  du  centre  de  gCU- 
vite.  Le  solide  se  meut  dotic  de  telle  nianiere,  que  son  ellip- 
soide  central  touche  constaimnent  ce  plan  , determine  Uiie 
fois  pour  toiitcs  comme  nous  venOhS  de  le  dli’b ; et  edmilie 
son  axe  de  rotation  passe  a cliaque  instant  par  le  point  de 
contact  de  rellipsoidc  ct  du  plan  ^ il  s’eusuit  que  cct  ellip- 
soide  rouh  sur  le  plan  doiil  il  s’agit.  De  plus,  la  viteisse 
angulaire  avec  laqiiclle  S’clTectue  ce  roiiletticnt  varic  d’un 
instant  a un  autre,  de  nianiere  a rester  proportioiinelle  a la 
longueur  du  rayon  de  i'ellipsolde  qui  passe  par  son  point  de 
contact  avec  le  plan.  Cette  image  rciliarf|liable  dU  mouve- 
ineiit  d’un  solide  invariable  aiitour  de  son  centre  de  gravlte, 
dans  le  cas  ou  Ic  solide  n’est  soumis  a aiicunc  force,  est  due 
h M.  Poinsot. 

11  est  aise  de  Voir  que,  dans  le  cas  particulieC  oil  le  Solide, 
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.n  iin  instant  quelconqiie,  toiirnerait  autour  d’nn  dns  axns 
principaux  rclatifs  a son  ('(•ntro  de  graviie,  il  devrait  conii- 
nncr  indolinimenl  ii  lourncr  antour  dii  nn'me  axe;  c’est  cc 
(|iii  fait  qu’on  donne  soiiveni  anx  axes  principaux  le  noin 
dVircit  fierinanentx  de  rotation.  Lorsque  le  sulide  toiirne 
ainsi  autmir  d’nn  de  ses  axes  principaux,  sa  vitesse  angulaii  e 
l esle  conslanU*. 

La  connaissance  qiie  nous  venous  d’acquerir,des  circons- 
lances  *|ue  prescnle  le  mouveinenl  d’un  solide  invariable 
abandonne  a lui-nienie  sans  qn’ancnnc  force  le  sollicile, 
vienl  completer  la  notion  qne  nous  avions  tout  d’abord  re- 
lativenient  a I’inertie  de  la  matiere.  Xous  avons  admis  en 
principe  (§  83)  qn’un  point  materiel  qui  n’est  soumis  a 
aucune  furce  se  meiit  unirormement  et  en  ligne  droitc ; nous 
savons  maintenant  comment  Ics  clioses  sc  passcnt,  lorsqu'au  ' 
lieu  d’un  point  materiel  on  considere  un  solide  invariable 
qqi  se  trouve  dans  le  meme  cas,  c’est-a-dire  qui  n’est  soumis 
a Taction  d’auciine  force  ; son  centre  de  gravite  sc  meut 
iiniformement  et  en  ligne  droitc,  et  en  meme  temps  le  solide 
tourne  autour  de  son  centre  de  gravit<‘,  conformement  aiix 
lois  simples  qui  vicnnent  d’etre  indiqurVs  d’apres  M.  PoinsoL 

§ 246.  Supposons  qii’un  solide  invariable  soit  soumis  aux 
actions  dc  diverses  forces , et  que  ccs  forces  aient  line  ixi- 
sultante  passant  constamment  par  son  centre  de  gravite,  le 
monvement  du  solide  dans  Tespace  se  determinera  encore 
iW's-facilement.  D’abord  nous  savons  que  le  centre  de  gra- 
vite du  sulide  sc  ineiil  comme  si  toule  la  masse  dii  solide  y 
etait  concentree,  et  (pie  b.’s  forces  qui  agissent  stir  le  sulide 
y fussent  transiiortces  parallelement  a elles-memes  (§  222); 
en  sorle  <jue  le  monvement  du  centre  de  gravite  se  dider- 
mine  comme  celui  d’un  simple  point  inut*'-riel.  Ensuite  nous 
observerons  que,  la  resnlUnite  des  forces  appliquees  aii  so- 
lide passant  constamment  par  son  centre  de  gravite,  le  nioii- 
vemeiit  du  solide  par  rapport  a des  axes  de  direction  cons- 
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lame  menes  par  ce  point  s’ellecluera  absolimient  tie  la 
interne  inaniere  quc  si  le  solide  Detail  souinis  a I'actioii 
d’ancune  force ; les  Iheoremes  dcs  aires  et  des  farces  vives, 
que  nous  pourroiis  appliquer  dans  ce  cas,  comme  nous  I’a- 
vons  fait  dans  le  paragraplie  precedent , nous  condniront  a 
des  resultats  qui  seronl  identiquenienl  les  nienies  : le  solide 
se  iiieul  done  de  telle  inaniere  que  son  ellipsoide  central 
ronle  sur  un  plan  lie  invariablenienl  aux  a\i!s  de  direction 
constanie  inenes  par  son  centre  de  gravili*,  el  la  vilesse  aii- 
gnlaire  dans  ce  roulenient  esl  a chaque  instant  proportioii- 
nelle  a la  longueur  du  dianietre  de  I’ellipsoide  central  aulour 
duquel  s’elTectue  la  rotation  instanianee  du  solide. 

Nous  pouvons  doniier  conunc  exemple  le  mouvement  d’un 
corps  solide  sonmis  a la  seule  action  de  la  pesanteur,  et  lance 
lout  d’abord  d’une  inaniere  qnelconque  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  terre  , en  supposant  toulefois  que  ce  corps  puisse 
eliT  assimile  a un  solide  invariable.  Son  centre  de  gravite  se 
inouvra  suivant  une  parabole  (§  122),  et  en  m^iiie  temps  il 
tonrnera  autonr  de  ce' point  conformement  a ce  qui  vient 
d'etre  dit.  S'il  s’agit  d’un  boulet  spheri(|ue  lioiuogene  , pour 
lequel  I'eHipsoidc  central  se  reduitevideniment  a nne  sphere, 
011  voit  que  I’axe  de  rotation  tin  boulet  autour  de  son  centre 
de  gravite  restera  tonjoui’s  parallele  ii  une  iiieine  diriM-iion, 
et  qne  la  vilesse  avcc  laquelle  il  tournera  anloiir  de  cel  axe 
lie  variera  pas.  S’il  s’agit  d’une  tige  rigide  qne  Ton  puisse 
assimiler  ii  une  ligne  droile  pesante,  cetle  tige  tournera  au- 
tour  de  son  centre  de  gravite,  en  restant  dans  un  plan  de  di- 
rection constante  mene  par  ce  point. 

§ ilxo.  Supposons  qu’un  solide  invariable  coinpletemeiit 
libre  soil  en  repos,  et  qu’on  vienne  lui  appliqner  nne  percut- 
tion;  nous  alloiis  nous  proposer  de  determiner  le  mouve- 
ment qui  en  resultera  pour  le  solide.  Nous  entendons  par 
percussion,  un  choc  brusque,  tel  qn’un  coup  de  marleau.  Ce 
choc  s’eQ'eclue  dans  un  intervalle  de  temps  extrememeni 
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(tourt ; mais  la  force  qui  a^it  snc  Ic  coips  pendant  ce  temps 
est  babiluellemeut  lre»-|frande,  de  sorte  que,  nialgrc  le  pen 
de  duree  de  son  action  , eile  determine  un  niouvement  qui 
pent  dtre  tr^-mpide.  Quelle  que  soil  la  vitesse  quc  prenne 
un  potBl  quelconque  da  solide  a la  suite  de  la  percussion,  le 
deplacement  que  ce  point  a dejd  eprouve,  a I'iuslant  ou  la 
percussion  cesse,  est  loujoiirs  tr^  petit ; on  voit  en  effet  que, 
lors  Illume  que  le  point  doot  il  s’agit  aiirpil,  pendant  toiitc  la 
dur^e  6 de  la  percussion  la  vitesse  qu’il  poss^e  a la  fin,  son 
deplatuiineiit  total  pendant  ce  temps  9 n’en  serait  pas  moins 
tres-petit,  puisque  u-  di'placement  serait  egal  au  produit  de 
la  vitesse  du  point  par  8,  et  que  8 est  toujours  extr^memeiu 
petit : il  eii  est  encore  ainsi,  a plus  forte  raison  dans  la  rea- 
liui , oil  le  point  n’autuiert  que  progress! veinent  la  vitesse 
dont  il  est  anim^  a la  fin  de  la  percussion.  Nous  pourrons 
done  supposer,  sans  commettre  d’erreur  appreciable,  que  le 
solide  conserve  la  m6me  position  dans  I’espace  pendant  toule 
la  duret;  de  la  percussion  ; en  faisaiit  cette  hypotbitse , nous 
serons  d’autaiit  plus  pres  de  la  rdalitc  que  la  duree  8 de  la 
percussion  sera  plus  courte,  el  nous  serious  exacU>ment  dans 
le  vrai , si  la  percussion  etait  instantan^e.  Nous  admettrons 
(HI  outre  que  la  force  P,  qui  agit  sur  le  solide  en  vertu  de  la 
percussion,  conserve  constamment  la  miune  direction  pen- 
dant lout  le  temps  8. 

(^la  pose,  il  va  nous  £tre  facile  de  determiner  le  mouvt^ 
inent  que  pi’ciid  le  solide  sous  I’uction  de  la  force  P.  D’abord, 
si  nous  appliquous  au  mouvement  de  son  centre  de  gravin'* 
le  tlieoreine  d(*s  quantity  de  mouvement  et  des  impulsions 
projeti^es  sur  un  axe , nous  auroiis  (^videmmeiit 

Mr  = / Pdi. 

en  desiguant  par  r la  vitesse  du  centre  de  gravite , et  par 
M la  massi*  totaledu  solide.  Pour  Irouverle  niouvement  que 
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prenil  le  sulide  par  rappurl  u des  axes  d)‘  direeliun  euiis- 
laiile  nieiies  par  son  centre  de  gravile  , appliquons  le  iroi- 
sieine  tlieoreine  general  (g  226  ) a ce  inouvement  relalif  : 
nous  ell  concluruns  racileiucnt  que  le  nioinenl  resultant  des 
quantites  do  mouvement  des  divei's  points  du  solide,  par  rap- 
port a son  centre  de  gravite,  a la  lin  dii  temps  0,  est  egal  au 

/•« 

moment  de  rimpiilsion  tolale par  rapport  a ec  point,  et 

que  les  plans  de  ces  deux  moments  coincident.  II  s’ensuit  que 
le  plan  du  maxiniMtn  des  aires  par  rapport  au  centre  dp 
gravite,  dans  le  mouvement  du  soUde  antour  de  ce  point,  et 
a la  lin  du  temps  9,  est  precisiinient  le  plan  qui  passe  par  ee 
centre  de  gravite  et  par  la  direction  de  la  force  P.  Si  Ton  s<‘ 
leporte  mainteiiaiit  a ce  qni  a ete  demontre  preciidemment 
CS  -^3),  on  vena  que,  a I’instant  oil  la  percussion  cessc,  le 
solide  doit  touriier  autour  du  dianietre  de  sun  ellipsuide  cen- 
tral qui  est  coiijugue  du  plan  diametral  mene  par  la  direc- 
tion de  la  force  P. Quant  a la  vitesse  augulaire  u avec  laquelle 
s’eUecUie  cette  rotation,  on  I’obtiendra  en  exprimaiit  que  le 

moment  de  rinipiilsiun  totale  / P</fi  pnr  ra|)port  an  centre  de 


Cll 


gravite  du  solide,  est  <5gal  a 77,  / et  iJ  ayaiit  la  mi'-me  signi- 

•0 


lication  que  precedemmeut;  ou  bien  encore,  ce  qui  revient 
au  Illume,  en  expriuiant  que  le  moment  de  cette  impulsion 
totale,  par  rapport  ii  I’axe  de  rotation,  est  egal  a la  sumiiie 
des  mouieiils  des  quantites  de  inouvement  des  divers  puinis 
du  solide  par  rapport  au  meme  axe,  souime  qui  a pour  va- 
leiir  , Imr^  litaiit  le  moment  d’inertie  du  solide  par 

rapport  u cet  axe. 

Si  le  sobde,  apres  avoir  ete  souqiis  a la  percussion  dont  ii 
s’agit , est  eiisuile  abandonne  a lui-nieme,  sans  qu'aucune 
force  lui  soit  appliquee,  ii  se  meat  confuroiement  a ce  qui  a 
ete  dit  dans  le  ^ 'ihZ  -,  et  les  circonstances  initiales  de  ce 
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niouvi'ineiil  soul  pi  crist'-iiR'iil  celles  que  nous  venous  de  d»'- 
terminer  coniine  resullant  imniediutement  de  l:i  iiercussion . 

Dans  le  cas  oil  I’on  appliquerait  a un  solide  invariable  en 
repos  deiix  percussions  egalcs  , agissant  suivanl  des  direc- 
lioris  paralleles,  et  en  sens  conlraire  I’line  de  I’autre,  il 
esl  aise  de  voir  quel  niouvement  ce  couple  de  percuxxiotm 
lui  coniniiiniquerail.  D’liiie  pari,  il  esl  clair  ipie  le  cenirede 
gravite  dii  solide  resli'cait  iininobile,  piiisque  les  forces  ap- 
pliqiiees  ail  solide,  etanl  transportees  pai'allelenient  a elles- 
nieinesen  ce  point,  s’y  delruiraient  conslaniment.  D’une  aiilre 
pari,  le  couple  de  percussions  pouvant  etre  transporte  paral- 
l«*lement  a lui-mi'nie,  sans  que  son  elTet  soil  change  (§§  2/il 
el  181),  si  on  le  li'anspoi  le  ainsi  de  inaniere  que  I’uiie  des 
deux  percussions  agisse  sur  le  ceiilre  de  gravile  nieine,  I'aii- 
ire  percussion  produira  seiile  le  inoiiveineiit  du  solide  aulour 
de  ce  poinl ; done  le  plan  du  niaxiinuni  des  axes , par  rap- 
porl  au  centre  de  gravile,  dans  le  niouvement  que  le  couple 
de  percussions  communique  au  solide  , esl  parall^le  au  plan 
de  ce  couple.  On  voit  done  que,  par  suite  de  I’action  du  cou- 
ple de  percussions , le  solide  commence  ii  tourner  autour  du 
diametre  de  son  ellipsoide  central  qui  esl  conjugue  du  plan 
diametral  parallele  au  plan  du  couple.  Cel  axe,  autoiir  dii- 
qiiel  le  solide  (^ominence  a tourner,  n'est  perpeiidiculaire  au 
plan  du  couple  de  percussions,  qu'aiitanlquc  ce  plan  du  cou- 
ple esl  parallele  ii  I'un  des  plans  principaux  de  I'ellipsoide 
central  du  solide. 

^ 2/!i6.  Mouvenienl  d'an  Kolide  invariable  asiiajelli 
a tourner  autour  d’uii  point  fixe.  — Lorsqu'iiu  solide 
invariable  esl  assujelti  ii  tourner  autour  d’un  point  fixe,  on 
pent  trpuver  les  equations  difrerenlielles  de  sou  niouvement 
rapporte  ii  trois  axes  fixes  menes  par  ce  poinl,  en  prenant 
la  soinme  des  moments  des  forces  qui  agisseni  sur  lui,  el  des 
forces  d’inertie  de  ses  dilferents  points,  par  rapport  ii  chaciin 
de  ces  trois  axes,  el  exprimant  ipie  chaciine  des  trois  soimnes 
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ubteiuies  ust  nulle  (§  221).  Mais  on  pent  aiu^si  eUiblir 
CCS  equations  dilb'i'eiUielles,  on  raisonnanl  poni'  le  mouve- 
inent  absoln  dunl  il  s'agil,  cumine  nous  avoiis  laisonne  pn'-- 
ledeintnont  ( S 242  ) pour  le  monveinenl  d’nn  solide  libre 
aulonr  de  son  oenlro  do  gravild.  .Si  I’on  reprend  lout  ee  qui 
a etc*  dit  il  relit*  orrasion  , on  vena  quo  los  oi|uatiuns  difle 
leiiliolles  («),  anM|iii‘llos  nous  soininos  parvenus , eonvion- 
nent  dgaleineni,  sans  aneune  niodilieation,  pour  ddtorininer 
le  mouvenienl  d'lin  solide  invariable  assnjeiii  a toiirner  aii- 
tour  d’un  poini  li\o.  Sonl(*inent  los  monienis  d'inei  tie  .V,  II, 
les  vitessos  uiignlaii  os  eoniposanles  p,  7,  »*,  el  los  sonimesdo 
inoinenls  L,  .M,  X,  an  lieu  d<*  so  rappoi  lor  au\  avos  prinei- 
pnux  du  solidt*  eorrespondant  a son  eentre  de  gravin'* , se 
rapporloni  a sos  axes  prineipunx  eorrespondant  an  point 
tixe  autour  dnquel  s’elVeelno  le  inotiM‘inenl. 

Si  I'oii  supposi*  qiK*  le  solid**  no  soil  souinisu  I'aelion  d'au- 
cuno  force,  et  qn’il  no  so  deplaeo  qu’(*n  voiiii  dn  inonveinent 
qu'on  lui  a impriine  tout  d'abord , il  ost  aise  do  voir  qu'on 
poiirra  eneoro  lui  appliqner  tout  ee  qui  a cdedil  .'j)  243)  re- 
laliveniont  au  inuuvemi‘iil  d'un  solide  libre  autour  de  sou 
centre  de  gravild,  dans  le  eas  oil  aneune  force  n’agil  sue  ce 
solide.  .\insi  Ton  pout  diie  quo,  si  I’on  eonsidcre  rollipsoidc 
qui  fail  connaitre  la  loi  des  niomonts  d'inorlie  du  solide  par 
rapport  auxdivoi*sosdroiles  meiides  par  le  point  fixe,  cel  ellijc- 
soide,  entraind  par  le  solide  dans  sun  inouvenu>nt  autour  de 
ce  point,  no  fait  quo  roiiler  sur  un  plan  fixe,  elcelaavecunc 
vilcsse  angulaire  qui  varie  proportionnellemenl  ii  la  lon- 
gueur du  rayon  de  rellipsoide  passant  par  son  point  do  con- 
tact avec  ee  plan  lixe. 

Knfin  oil  cerra  encore  facilemeiil  quo,  si  un  solide,  assu- 
jetli  a toiirner  autour  d’un  point  lixe  el  priiiiitiveineiK  n 
repos,  vieiil  il  etre  soiiinis  ii  une  percussion,  il  coiiniieiicera 
il  toiirner  autour  d'une  droilc  ipii  , dans  rellipsoide  doiit  il 
vieiil  d'etre  qiiesliuii,  sera  le  dianieire  eonjiigin*  tin  plan  tlia- 
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melral  passant  par  la  direction  de  la  percussion.  La  vitesso 
Cl),  dont  il  sera  anini(5  dans  eelte  rotation,  s'obtiendra  de  memo 

Ci) 

en  egalaut  ^ au  mouieut  de  rinipulsion  totale  due  a la 

percussion  par  rapport  au  point  fixe,  I et  o ayaiit  la  signiii- 
cation  qui  a dt-jii  ete  indiquee ; ou  bien  cncoi'o  en  egalant 
coimr*  au  moment  de  cette  impulsion  tolalo  pai-  rapport  a 
I’axe  de  rotation,  ctant  le  moment  d'inertie  du  so- 

lide  par  rapport  a cet  axe. 

§ 247.  .Houveinenl  d'un  solide  Invariable  aKsuJeltl 
a tonrner  autonr  d'un  axe  lixe.  — Lorsqu'un  solide  in- 
variable ne  pent  que  tourner  autonr  d’un  axe  fixe,  unc  seule 
equation  dilTerentiellc  sulTit  pour  determiner  son  mouvemenl. 
Cette  equation  pent  s'oblenir,  a I’aide  du  tlieoreme  de  d'.Vlem- 
bert  (§  221),  en  exprimant  que  la  sominc  des  moments  des 
forces  reelles  et  des  forces  d'inei  tie  par  rapport  a I’axe  lixe 
est  egale  a /.(■ro.  Concevons  que  la  force  d’inertie  de  cliaquc 
point  soit  decomposee  en  deux  forces,  dirigi'es,  fune  suivant 
la  taiigenie  au  cercle  que  le  point  deceit , et  I’antre  suivant 
le  prolongernent  du  rayon  de  ce  cercle  (§  138);  le  moment 
de  cette  force  d’inertie  par  rapport  a I’axe  sera  egal 
au  moment  de  sa  coinposante  tangentielle  par  rapport  au 
mdme  axe,  puiscpie  le  moment  de  sa  coinposante  centrifuge 
par  rapiiorl  a cet  axe  est  nul.  Ce  moment  de  la  force  d'inertie 

aura  done  pour  expression  mr  ^.r,  en  designant  par  m la 

at 


masse  du  point  considere,  par  r sa  distance  a I’axe , et  par  ca 
la  vitesse  angnlaire  du  solide.  11  s'ensuit  que  la  somme  des 
moments  des  forces  d’iiierlie  des  divers  points  dn  solide  par 
rapport  a I’axe  a pour  valeur 


rfci)  V , 
_ lmr\ 
tit 


D’apres  cela,si  Ton  represente  par  1’  la  projection  d’nne 
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quek'unquo  des  I'urces  uppliquck's  au  sulidc  sur  tin  plan  per- 
peiidiculaire  a I’axe  fixe,  et  par  p la  plus  coiirte  distance  do 
la  ilireetion  de  cetle  force  el  de  I’axe  , el  si  I’oii'  regarde 
cuiume  posilifs  U*s  inunienis  des  forces  (|iii  tendent  a fain* 
tuiirner  le  soiide  dans  le  sens  do  la  vitesse  angulaire  o>  snp- 
posee  positive,  on  aura 


IVp  — 


tlfj) 

dt 


Imr- 


pour  la  soinine  des  nioinents  des  foi(;es  reellesel  des  forces 
d'iuertie  par  rapport  a I'uxe  lixe.  Lit  legalant  a zcko,  on  en 
tire 

</'i) l’/> 

dt  ' 


*quiesi  requalion  differenlielle  du  nioiivein*‘iit  de  rotation  do 
solide  aiitour  de  I’axe.  L’integration  de  cette  equation  dilfe- 
rentielle  fera  (aninaltrc  w eii  fonclioii  de  t-,  el  si  I’on  observe 
(|ue,  9 etaiil  I’anglc  donl  le  solide  a lourne  a parlir  dc  sa  po- 
sition iiiilialc,  on  a 


on  voii  qu'iiue  nouvelle  iuti-gration  fournira  la  valeur  de  eet 
angle  0 en  function  de  /.  Les  (anisianles  iiitroihiites  par  ces 
deux  integrations  se  delermincront  d’apres  les  valours  de  w 
el  6 correspondanl  a / = o. 

Si  I’on  compare  ri'*qualion  diflereiiliellc  tpii  vient  d’etre 
ctahlie  avec  celle  (|ui  di'ieruiiiu*  le  inouveiiicut  recliligiie 
(run  point  materiel  sous  I'actioii  d’line  force  donnec  1H5), 
on  voil  (pie  ces  ('•(pialioiis  out  des  foi  ines  aualognes.  On  en 
concliit  de  suite  quo  le  moment  d’inertie  2lmic-  du  solide  par 
rapport  ii  I'axe  fixe  joue,  dans  le  moiivement  de  rotation  du 
solide  aiitoiir  de  cel  axe , le  ineme  riile  qiie  la  masse  d’lin 
point  materiel  dans  le  inoiiveincnl  rectiligne  de  ce  point  : 
H. 
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toutes  fhoses  cgales  d’aiUeurs,  Vacceleration  angulairr 
est  daulanl  plus  pelile  que  le  moment  d’iiieilie  esl 

dl 

plus  grand. 

r,  2iS.  Loi-squeles  forces  appliqiieesausolidesonl  teller 

nu^  la  soinine  de  leurs  moments  par  rapport  a I’axe  fixe  est 
iiiille,  w esl  constant,  cl  le  moiivement  dc  rotation  du  solide 
esl  u’niforme.  C'esi  ce  qui  a lieu  en  particulicr  lorsque  le 
solide  n’csl  soumis  a Taction  d’aucunc  force. 

Considcrons  spe.ialemenl  ce  cas  particulicr  d un  solide 
qui  tourne  autour  d’uii  axe  en  vertu  d’uiie  vilcsse  luilialc, 
sans  qiTaucune  force  lui  soil  appliqurV,  et  chcrclioiis  a nous 
rendre  compte  dcs  pressions  que  Taxe  doit  avoir  a supporter 
de  la  part  du  solide.  Si  nous  imagiiions  un  systeme  daxcs 
coordonnes  lies  invariablemeut  an  solide  , el  cntraiiies  par 
lui  dans  sa  rotation  autour  de  Taxe  fixe  , nous  pouvons  re- 
garder  Ic  solide  comme  elant  en  cquilibre  par  rapport  a ce«. 
axes  coordonnes  mobiles ; les  pressions  qiTil  exerce  sur  I axe 
fixe  peuvent  dour  clre  considerees  comme  dues  aux  forces, 
lanl  apparenlesque  reelles  (§  18S),  q«i  soul  appliquces  a ses 
differcnls  points,  dans  ccl  cquilibre  rclatif.  Mais  nous  admcl- 
lons  qu’il  n’y  a pas  de  forces  reelles  ; el  d im  autre  cole,  le 
inouvement  de  rotation  du  solide  elaiil  uuiforme,  la  lorce 
d’inerlic  de  cliacun  de  ses  points  se  rcduila  la  force  centri- 
fuge : ce  sonl  done  les  forces  centrifuges  des  dilTerents  points 
^ du  solide  qui  determinenl  seiiles  les  pressions  que  le  s.dide 
exerce  sur  Taxe.  Nous  allons  voir  comment  ces  foi-ces  cen- 
irifiiges  peuvent  se  composer  eiilre  elles,de  maniere  a sim- 
plifier la  recherclie  des  pressions  donl  il  s’agit,  dans  chaque 

cas  parlicuTier.  ... 

La  force  centrifuge  d’uu  point  de  masse  m,  silue  a uiie 

distance  r de  Taxe  de  rotation,  a pour  expression 

moj’r; 
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Oil  pout  la  siipposer  ajipliquee  au  point  on  sa  direction  ren- 
contre I’axe  lixe.  Si  les  axes  coordonnes,  que  nous  imaginons 
lies  au  solide,  soul  elxiisisde  maniere  que  I’axe  des  x coin- 
cide avec  I’axe  fixe,et  si  x,  y,  z desiguent  lescoordonnees  dii 
point  que  nous  considerons,  il  est  aise  de  voir  que  la  force 
centrifuge  do  cc  point,  aprds  avoir  ete  transportee  sur  I’axe 
des  ar  comnu‘ nous  venons  de  le  dire,  pent  s’y  decomposer 
en  deux  forces  dirigees  parallelement  anx  axes  des  y el  des  r, 
et  ayanl  respcclivement  pour  valenrs 

inoi’y , 

(Ida  pose,  concevons (|ue  nous  considerions  tous  les  points 
inateriels  qui  font  parlie  d'une  tranche  du  solide  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  a I’axe  des  x et  distants 
run  dc  I’autre  d'une  quantile  infiniinent  petite.  Si  nous  rem- 
placons  la  force  centrifuge  de  chacun  de  ces  points  par  deux 
forces  puralleles  aux  axes  des  y el  des  z appliquees  au  point 
de  la  tranche  (|ui  est  sur  I’axe  des  x,  nous  anrons  en  ce  der- 
nier point  line  serie  de  forces  paralleles  ii  I’axe  des  y qui 
pourront  litre  remplacees  par  uue  force  unique  egale  ii  leur 
somme  ^mcd’y,  et  aussi  line  autre  serie  do  forces  paralleles 
a I'axe  des  z qui  pourront  litre  remplacees  par  nne  force  uni- 
que egale  ii  Iniat^z  : la  resullante  des  deux  forces  ainsi  ob- 
tenues  sera  la  resullante  des  forces  centrifuges  de  tous  les 
points  qui  coniposent  la  tranche  consideree.  Mais  si  M est  la 
masse  de  cette  tranche,  el  si  y, , r, , sonl  les  distances  de  son 
centre  de  gravile  aux  plans  des  xz  et  des  xy,  on  a 

2Lini,ry  = Mfg’yi , , 

pnisque  oi  est  le  inenie  pour  tous  les  points  de  la  ti’anelie; 
d'ailleurs  .Moj’yi,  Mw’si,  peiivenl  litre  regardes  comme  les 
coinposanles  ile  la  force  centrifuge  d’un  point  materiel  de 
masse  M qui  sei  ait  place  au  centre  de  gravile  de  la  tranche  : 
done  on  pent  dire  que  les  forces  centrifuges  des  differents 
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points  de  In  irniidio  inUniment  mince  donl  il  s'ngit,  se  coni- 
poscnt  en  line  senie  foice,  (pii  esl  pii-cisi'micnt  In  foicc  ccn- 
lrilu}{(r  unique  qiii  se  (U^eloppernit,  si  loute  In  inusse  de  In 
tranche  »!lnil  tH)iiceiiliee  en  son  centre  (h;  grnvite. 

Si  luiites  les  Irnnclies  inliniment  minces , dnns  lesquelles 
le  solide  lout  enlier  pout  I'lre  divise  par  des  plans  perpen- 
diculnires  il  I’nve  Uxe,  onl  leurs  centres  de  gravile  situes  sur 
line  droite  parnllele  iicet  axe,  les  forces  centrifuges  resullan- 
tes  ipii  corresjioudeni  ii  ces  diverses  tranches,  conformement 
il  ce  qiii  precede,  soiit  touK;s  paralleles  entre  elles  ; d’aillcurs 
dies  sont  proportionndles  aux  masses  de  ces  tranches,  el 
soul  appliquees  ii  leurs  centres  de  gravile  ; done  elles  out 
line  lesiiltante  qui  esl  egale  ii  leiir  somme,  et  qiii  est  appli- 
quee  au  cenlie  de  gravite  du  solide  tout  eiilier.  Ainsi,  dans 
<'c  cas,  toutes  les  forces  centrifuges  correspondanl  aux  dif- 
ferents  points  du  solide  out  pour  resultaiite  uui(|ue  la  force 
centrifuge  qui  se  di^clopperait  si  la  masse  lolale  du  solide 
l•lait  eonceiitree  en  son  centre  de  gravite. 

Lorsque  les  centres  de  gravile  des  diverses  tranches  inli- 
nimenl  minces,  dans  lescpielles  le  solide  pent  iHre  decom- 
pose par  des  plans  perpendiculain‘s  ii  I’axe  lixe,  nc  soul  pas 
tons  situes  sur  line  droite  parallele  ii  cet  axe,  il  n'arrive  plus 
en  general  que  les  forces  centrifuges  des  dilTereuts  points  du 
solide  ai(‘iit  line  resultaiite  unique.  Si  nous  n‘preuoiis  la 
force  centrifuge  de  diaqiie  point  en  particiilier,  et  que  nous 
la  remplacions  par  deux  forces  woj’r,  dirigi'-es  paral- 

lelemenl  aux  a\i‘s  des  y et  des  r,  et  appliqiii'cs  en  iiii  point 
de  I'axc  des  x,  reusemhle  de  loiites  les  forces  analogues 
nous  donnera  iin  sysleme  de  forces  paralleles  ii  I’axe  des  y 
dirigees  dans  le  plan  des  jry,  et  iin  autre  systeme  de  forces 
paralleles  il  I’axe  des  z dirigees  dans  le  plan  des  xz.  Chacuii 
de  ces  deux  sysleiues  de  forces  donnera  lieu,  soil  ii  uiie  re- 
Millanle  unique,  soil  ii  iiii  couple  resiillaiit ; la  coiiiiaissanci! 
de  la  resultaiite  on  du  couple  resultant  correspundaiit  ii 
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tinu-iiii  tics  phiiis  tics  xij  cl  tics  xz,  poiirru  dcs  Ibrs  scrvir  a 
lu  iii‘l(‘nniiialion  tics  prcssioiiscxcrcccs  par  Ic  solidc  siir  son 
axe. 

Siipposoiis  qiic  Ton  veiiille  trouver  Ics  conditions  qiii  doi- 
veni  ctre  rcniplies  pour  quo  I’axe  n’ait  a supporter  aticuiie 
pression ; les  composaiitcs  dcs  forces  centrifuges  qui  sont 
dirigees  dans  le  plan  dcs  x\j  devronl  sc  faire  ('quilibre  niu- 
lucllcment,  el  il  devra  cn  ctre  de  nicinc  dcs  cuniposantcs 
dirigees  dans  le  plan  dcs  xz.  II  faudra  done  d’abord  que  la 
soinine  dcs  composanles  parallelcs  a I’axe  des  y soil  iiulle, 
ce  qui  foiirnit  la  condition 

2iiiy  = 0 , 

ct  que  la  soinme  dcs  inonients  de  ccs  forces  par  rapport  a 
I’origfne  des  coordoniiees  soil  nulle,  ce  qui  fouriiil  la  con- 
dition 

^mxy  = o ; 

et  cnsiiitc  ([ii’il  cn  soil  de  int'mc  pour  Ics  composaiitcs  pa- 
rallclcs  il  I’axc  dcs  z,  ce  qui  doiine  lieu  aiix  deux  aiitres 
conditions  analogues 

=T  0 , Zl>l~TZ  = 0. 

Ccs  qiialrc  conditions  expriment  : 1°  que  le  centre  de  gra- 
vilii  dll  solidc  doit  ctre  sitne  sur  I’axe  fixc;  2“  qne  cel  axe 
doit  ctre  nn  dcs  axes  principaux  du  solidc  correspondant  a 
son  centre  dc  gravite. 

Tout  ce  que  nous  venons  dc  dire,  sur  la  composition  des 
forces  centrifuges  des  divers  points  d’nn  solidc  qui  toiirne 
uniformemcnl  antotir  d’nn  axe  lixe,  peul  evidemment  s'appli- 
qncr  ii  la  composition  des  forces  centrifuges  de  ccs  points, 
dans  le  cas  oil  le  inouvement  de  rotation  du  solidc  cst  varii*, 
puisque  rexpression  de  ces  forces  cst  la  inenie  dans  les  deux 
cas.  Seulenient , dans  le  cas  general , les  forces  centrifuges 
nc  doivenl  plus  elre  considerees  senles , pour  arriver  ii  1a 
determination  des  pressions  du  solidc  sur  I’axe  : on  doit 
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teiiir  comple,  eii  iiu'-inc  temps,  des  loives  reelles  ipii  agissent 
siir  le  solide,  et  des  I'ortes  d’inerlie  tnngeiiticlles  de  ses  dif- 
fei'cnts  points. 

§ 269.  Penilulc  eompoM^.  — Un  solide  pesani,  assit- 
jelti  u tonnier  autour  d'lin  axe  liorinontal  qiii  nc  passe 
pas  par  son  centre  de  gravile,  prcnd  sous  la  scule  action  dc 
la  pesantcnr  une  position  d’equilibre  dans  laqnelle  son  cen- 
tre dc  gravile  se  tronve  dans  le  plan  vertical  mene  par 
I’axe.  Si  on  le  derange  de  celle  position  d’eqnilibre,  el 
qn'ensuite  on  I’abandonne  a lui-imMiie,  il  tend  a y revenir 
en  elTectnant  une  serie  d'oscillalions.  Un  solide  pesant,  qui 
se  tronve  dans  ces  conditions,  constitue  ce  (|u'on  nomine 
un  pendule  compote.  Par  opposition,  on  designe  sous  le 
num  de  pendule  timple  le  pendule  donl  nous  avons  deja 
etudie  le  inouvemenl  (§  132),  ct  qui  cst  forme  d’un  seul 
point  materiel  pesant  attache  a Tune  des  extremites  d’nn 
fil  inextensible  el  sans  masse  donl  rauire  extreinite  est  fixe. 
Nous  allons  voir  comment  on  pent  irouver  les  diverses 
circonstanccs  du  monvement  du  pendule  compose*. 

Designons  par  M la  masse  totale  du  solide,  par  a la  dis- 
tance de  sou  centre  de  gravite  a I’axe  fixe,  par  k son  rayon 
de  giration  (§  238)  par  rapport  a une  parallele  a cet  axe 
menee  par  son  centre  dc  gravite,  par  6 I’angle  qiie  le  plan 
mene  par  le  centre  de  gravite  et  I’axe  fixe  fait  avee  le  plan 
vei'lical,  dans  line  position  quelconqiie  du  pendule , el  par 
w la  vilesse  aiignlaire  dont  le  pendule  est  aniine  dans  celte 
position.  Le  iiioineiil  d’inertiedu  solid**,  par  rap|iort  a I’axe 
fix**,  a pour  valciir  '239; 

.M  (o’ -I- A'O  ; 

la  sotnnie  des  iiioni**nls  des  poids  d«*s  diflerents  points  uia- 
K-riels  de  ce  solide  par  rapport  a Tax**  fixe,  dans  la  posi- 
tion quelconqiie  que  I'oii  consi*l**re,  **si  d'aillenrs  «'gale  an 
moinenl  *ln  |»oids  total  du  solid**  appliqm*  a son  centn*  de 
gin* it**,  et  a par  consfiiinent  pour  valeiir 
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.'tlyasind: 

done  I equation  iliflerentielle  du  niuuveineiit  de  rotalioii  do 
ee  solide  auteur  dc  I’axe  fixe  est 

dm  ^asind 

Le  pendule  simple  n’ost  qu’un  ens  particulicr  du  pendiilo 
compose;  cetie  equation  dilTercuticlIe  pourra  done  s’appli- 
quer  au  niouveiiient  d'nn  |>endulc  simple  de  longueur  I,  et 
pour  cela  il  suflira  d’y  supposcr  que  k est  nul  et  d’y  rem- 
placer  « par  / : ainsi  I'eqiintion  difTereritielle  du  mouvement 
de  ce  pendule  simple  est 

dm  $rsiii9 

dt  ~ ~T~  ■ 

C.es  deux  eipiations,  donl  I’nne  se  rapporte  au  mouvement 
du  pendule  compose , et  Tautre  au  mouvement  du  pendule 
simple,  deviennent  identiques  si  Ton  suppose 


done  , si  la  longueur  / du  pendule  simple  satisfait  a cette 
condition,  les  moiivements  des  deux  pendules  s’eHectueront 
exactenient  de  la  memc  manierc,  pourvii  toutefois  que  les 
circonstauces  initiales  du  mouvement  soient  les  memes  de 
part  el  d'antre.  Ainsi  les  lois  du  mouvement  d'nn  pendule 
conipost*  soul  les  memes  que  celles  (|tie  nous  avons  irou- 
vees  (§  132)  dans  Ic  cas  du  pendule  simple. 

Le  pendule  simple,  donl  les  oscillations  s’elTeinuent  de  la 
nn'mie  matiiere  que  celles  d’un  |iendule  composii , est  dit 
f'fluirafcH/  a ce  dei’iiier  pendule. 

Si  I'ou  mene  une  di  oiie  parnlleh-  a I'axe  de  suspension  du 

k^ 

pendule  compose,  ii  une  distance  de  cet  axe  egale  a a ~ 
et  dans  le  plan  qiii  passe  pai'  cet  axe  et  par  Ic  centre  de 
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j;ravilc  du  pcndiile,  lous  les  points  dii  solido  (pii  so  trou- 
veiil  sur  ceUo  droilo  so  meiivoiil  absoliimoiil  di*  la  iiiomo 
maniore  «iue  si  I'hacun  d’eux  oiait  isole  el  qu’il  fiU  lie  di- 
roclomont  ii  I’axe  do  suspension  par  un  fil  inextonsiblo  i-t 
sans  masse  diri;;*'  snivaiil  la  {HTpendiculairo  ipii  inesuro  sa 
distance  a I’axo  ; ci-tle  droite  so  nomme  Yaxe  d'otcillation 
du  peudule,  el  Ton  dunne  le  nom  de  centre  d’oscillation 
au  point  oil  ellc  pcrce  ie  plan  perpendiculaire  a I'axe  de 
suspension  niene  par  Ic  centre  de  gravite  du  solidc.  II  est 
aisci  de  voir  quo.  les  axes  de  suspension  et  d’uscillalion  soul 
reciproques  I’un  de  I'autre ; c’est-u-dire  quo,  si  Ton  prend 
I’axe  d'oscillation  pour  en  faire  uu  axe  de  suspension  du 
solide,  I’axe  de  suspension  primitif  deviendra  I’axe  d’oscilla- 
lion  :en  elTet,  la  distance  a du  centre  de  gravite  du  solide 

fit 

ii  son  nouvel  axe  de  suspension  etant  egale  i*  — i la  dis- 

f,t 

tance  a'  + de  ce  nouvel  axe  de  suspension  it  I’axe  d’os- 

cillation  correspondant  sera  egale  a—  + « , ce  qui  demontre 
la  proposition  enoncee. 

Si  Ton  clierche , parmi  tons  les  axes  de  suspension  d’un 
solide  pesant , qui  sont  parallcles  it  une  ineinc  droite  menee 
par  son  centre  de  gravite  , quels  sont  ceux  pour  lesqucls  la 
duree  des  pelites  oscillations  du  pendule  forme  par  ce  solide 
a une  mcme  valeur , on  iroiivera  evideniment  que  ces  axes 
sont  les  generatrices  de  deux  surfaces  cylindriqiies  de  revo- 
lution ayant  la  droite  donnee  pour  axe  commun  de  figure , 
el  que  les  rayons  a,  a dc  ces  deux  surfaces  cylindriqiies  sa- 
tisfont  ii  la  condition 

aa'  = A’, 

k etant  le  rayon  de  giratiou  du  solide  par  rapport  ii  la  droite 
donl  il  s’agilj  pour  lontes  les  giMieratrices  de  ces  deux  sur- 
faces, prises  comme  axes  de  suspension,  la  duree  des  petites 
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OM  illaliiiiti  (III  pciitliilc  sera  ('{^ale  a celle  dcs  pHiles  oscil- 

A* 

lalioiis  <riiii  iieiidiili*  simpli;  ayaiit  pour  loiigiioiir  n | — . 

I’ariiii  lulls  ies  axes  de  suspension  purulleles  a la  druite 
donni'e,  ceiix  qui  ruui'nirunt  la  plus  courte  duree  pour  Ies 
(letiles  oscillaliuiis  dii  peiidule,  seruiit  Ies  gi'iiiMatriees  d’lin 
eyliiidre  de  revolution  auloiir  de  celle  droile  ayaiil  k pour 

A’ 

rayon  : ear,  pour  qiu;  rexpression  « + — , dans  laqiielle  n 

est  variable,  devimine  iiii  iiiininiuni , il  faiit  qiie  Ton  ail 
a — k. 

250.  Ceoire  dc  perennsioii.  — Lorsqu’iin  solide,  as- 
siijetti  it  luiiriier  aiiluiir  d'uii  axe  lixe  , el  d'aburd  eii  repos  , 
vieiil  il  (Hre  souiiiis  ii  une  percussion  brusipie  doiit  la  direc- 
liun  lie  rencontre  pas  I'axe  lixe,  il  se  inel  iinniedialeineiil  en 
iiioiivenieiit.  l.a  vilesse  angiilaire  doiit  il  est  aiiiiiie,  ii  I’iiis- 
tant  oil  la  percussion  cesse,  se  delerniiiie  racilenieiil  par  ce 
qui  prec(!de  : car  on  a 

(/m Vp 

l»ir^  ’ 

P elaiil  la  projection  de  la  I'urcc  dc  percussion  ii  un  instant 
qiielcunqiic  siir  un  plan  perpendiculaire  ii  I’axe , et  p la 
dislaiici*  de  la  direction  de  celte  force  ii  I’axe , distance  qiic 
nous  regarderoiis  coniine  coiislanie  pendant  loule  la  duree  9 
de  la  percussion  ; et  si  I’oii  niiiltiplie  par  dt,  pour  inlegrer 
eiisiiite  entre  Ies  liniites  u et  9 de  la  variable  t,  on  troiive 
pour  la  vitess4‘  angulaire  u dii  solide  it  la  iiii  dc  la  per- 
cussion 


(iette  e(|iiatiuii  aurait  pu  (railleiirs  ('tre  obtenin;  iininediale- 
iiieiit,  en  appliquant  le  Iruisienie  Ihr-ureine  gtineral  (§  226) 
au  niouvenient  doni  il  s’agit,  el  prciiant  Ies  moments  des 
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i|u:inti(<‘s  de  inouvenieiil  «-l  drs  inipiilsiuiis  |iiii-  nipporl  a 
I’axe  lixe  ; il  csi  aisir  dc  voii'  cii  fnel  qiie  ce  llu-on'int;  pent 
etre  applique  i>aiis  qu'uii  ticiiiie  eoinpte  des  reaelioiis  de 
I'axe  fixe  sur  le  solide  (§  puisqiie  les  moments  de  ces 
reaelioiis  par  rapport  a I’axe  sont  mils. 

Pendant  que  le  solide  est  sounds  ii  la  percussion  qiii  le 
met  aiiisi  brusqiiement  cn  inoiivement,  I’axe  supporte  liabi- 
tiiellenient  des  pressions  considiM’ables.  On  pent  se  denian- 
der  de  quelle  manierc  la  percussion  doit  etre  applii|Uec  an 
solide,  pour  que  ees  pressions  sur  I'axe  soient  iiulles.  Pour 
eela,  it  faiit  (‘videmment  que  I'axe  autour  du(|uel  le  solide 
commeneerait  ii  tourner,  s’il  etait  entieremcnt  libre  et  qu’il 
fnt  sounds  il  la  mi'me  percussion,  soit  precisement  I’axe  aii- 
toiir  diiquel  nous  le  supposons  assiijetti  ii  tourner.  .S'il  en  est 
ainsi,  la  lixiti'  de  I'axe  ne  gene  en  auciinc  nianiere  le  iiioii- 
vemeiil  que  la  percussion  tend  ii  I'aire  prendre  au  solide , et 
par  consequent  le  solide  lie  doit  exereer  aucunc  pression 
siir  cet  axe  ; tandis  que , si  I’axe  fixe  ii’est  pas  celui  autour 
diiqiicl  la  percussion  i'ei'ait  tourner  le  solide,  dans  le  cas  oil 
il  serait  eiitierement  libre  , I’exislenee  de  cet  axe  lixe  oblige 
le  solide  ii  prendre  nn  inoiivement  difl'erent  de  celui  qu’il 
prendrait  sans  cela , et  il  en  iTsulte  n('■cessairement  line 
reaction  du  solide  sur  I’axe  qid  le  gene  dans  son  monvc- 
inent. 


rig.  US. 


Si  le  solide  etait  libre,  la  per- 
cussion qni  lid  est  appliquee 
delerndnerait  il  la  fois  iiii  inoir 
B'  vement  do  son  centre  de  gra- 
vite , et  nil  mouveinent  de  ro- 
tation dn  solide  autour  d’liiie 
droite  passant  par  cc  point 
Pour  que  ces  deux 
mouvemeiils  se  composent  en 


line  seule  rotation  autour  de  I’axe  fixe  All,  fig.  115,  il  fant 
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qu<‘  I'axe  do  la  rotation  composante  soit  une  parallole  A’  B' 
a I’axo  A B,  menoe  parle  centre  de  gravite  G ; il  fant  do  plus 
que  la  direction  du  nionvenient  dii  centre  de  gravite,  c’est-:\- 
dire  la  direction  de  la  percussion,  soil  p<‘rpendiculaire  au  plan 
AB  A'B'  5.1).  .Maispourqiie  la  rotation  du  solide  s'efleciue 
d'abord  aiiluur  de  I’axe  .V'B',  il  faul  que  le  plan  mene  par  la 
direction  de  la  percussion  et  par  le  point  Gsoit  le  plan  diam*'*- 
iral  de  I'ellipsoide  central  qui  est  conjugiie  du  diametre  dirige 
suivaiil  la  droilc  A'B';  done  ce  plan  diann’‘tral  conjuguedii 
diametre  A'B'  doit  elrc  perpendiculaire  au  plan  AB.V  B',et 
en  outre  le  point  ('  oil  la  direction  de  la  percussion  rencontre 
le  plan  ABA'  B'  doit  elre  sur  la  ligne  d’intei'section  du  plan 
ABA'B'  avec  le  plan  diameti-al  donlil  s’agil.  Enfin  la  vitesse 
r ducenlre  de  gravite  doit  elre  egaleii  la  vitesse  angulaire  w 
amour  de  I'axe  X'  B'  multipliee  par  la  distance  a dn  centre 
de  giavile  G a I’axe  AB  (§  55).  Or,  il  resiille  de  ee  qni  a ele 
dit  dans  le  § 245,  qne  I’on  a 


.M 


en  designant  par  .M  la  masse  dn  solide  lout  enlier,  par  k le 
rayon  de  giration  de  ci;  solide  par  rapport  a la  droile  X'  B', 
el  par  r la  distance  du  point  C a cette  di-oite  : il  s’eusuil 
qu’on  doit  avoir 

a' 

e’est-a-dire  que  la  distance  CO  du  point  C a I’axe  AB  doit 
^tre  egale  a la  longueur  du  pendule  simple  equivalent  au 
pendtile  compose  que  formiM  ail  le  solide  en  oscillanl  amour 
de  I’axe  .\B  suppose  liorizonial. 

Ainsi,  en  lesnmant,  pour  que  I’axe  fixe  AB  n'eprouve  pas 
de  pression  pendant  que  la  percussion  est  appliipuH*  an  so- 
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tide , il  faut  1*  que  le  plau  diametnil  de  I’ellipsolde  cenlral 
du  solide,  qui  est  conjugiie  du  diametre  paralielc  a AB,  soit 
perpendiculairc  au  plan  raene  par  AB  et  par  le  centre  dc 
gravite  G;  2°  que  lu  direction  de  la  percussion  soitperpen- 
diculaire  a cc  plan  nieue  par  le  point  G el  la  ligne  .\B ; 
2"  cnfin  que  le  point  oil  cetle  direction  pcrcc  le  plan  G.\B  soil 
a la  rencontre  du  plan  diametral,  donl  il  vient  d'etre  ques- 
tion, avecruxed’oscillalion  correspondant  a la  ligne  ABcon- 
sidei-ee  coniine  axe  de  suspension  (§  249). 

La  premiere  de  ces  conditions,  ii  laquelle  le  solide  doit 
satisfaire , cst  necessaire  et  suflisante  pour  qu'il  soil  possible 
de  trouver  line  direction  suivant  laquelle  on  puisse  appli- 
quer  une  percussion  an  solide,  sans  que  I’axe  AB  eproiive  de 
pressions  pendant  la  diiree  de  cette  percussion.  Lorsque 
celte  premiere  condition  esl  remplie , le  point  C determine 
par  la  Iroisieme  condition  se  nomme  le  centre  de  per- 
citetion. 

Si  Toil  siipposait  qiie  le  point  0,  pied  de  la  perpendiculairc 
abaissee  du  point  Csur  I’axc  .\B,  futseiil  fixe  dans  le  solide, 
la  percussion  devrail  encore  faire  tourner  ce  solide  aiitonr 
de  I’axe  .\B  : done  AB  doit  elre  un  des  axes  principaux  du 
solide,  relativeinent  au  point  0 (§  246).  Si  a cette  condition 
on  en  ajoiile  deux  aiilres,  savoir  1°  que  la  percussion  doit 
elre  dirigi'c  perpendiculairement  au  plan  G.\B ; 2"  que  la 
distance  CU  doit  etre  egale  ii  la  longueur  du  pendule  simple* 
equivalent  au  pendule  compose  que  lormerail  le  solide  eii 
oscillant  aulour  de  I’axe  .\B  suppose  liori/.onlal,  on  aura  un 
systeme  de  irois  conditions  equivalent  ii  cclui  aiiqiiel  on 
elail  d'abord  parvenu.  On  sail  d’ailleui-s  qii’une  droite  AB, 
qui  lie  passe  pas  par  le  centre  de  gravite  (i  du  solide  ne 
peut  c'lre  iiii  axe  principal  de  ce  solide  que  pour  un  seul  de 
scs  points. 

Si  le  solide  esl  symelriqiie  par  rapport  a un  plan  perpen- 
diciilaire  a I’axe  fixe  .\B,  son  ellipsoide  central  esl  egali*- 
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ment  symt-trique  par  rapport  a cc  plan  ; alors  la  condition 
iiecessaii'c  et  sufllsante  pour  qu'on  puisse  appliquer  une  per- 
cussion an  solidc , sans  qn'il  en  resultc  de  pressions  sur 
I’axe , se  trouve  reinplie , et  la  percussion  doit  ^tre  dirigt'e 
dans  le  plan  dc  symetric. 
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§ 251.  Lui'S(|u'uii  soliili*  iiatuivl  so  iikmu  sans  eprouver 
de  changenient  do  ruriiie  appiociablo  pendant  son  niouvo- 
mont,  on  pen)  lui  appliqner  luni  ('o  qni  a olo  dil  rolalivi*- 
inent  an  monvoinonl  d'nnsolido  invariable  ; I'erreur  quo  Ton 
cutnniel  ainsi , on  no  tenant  pas  ooniple  do  la  dofurntation 
du  solide  , ost  goniM'aloinont  iros-potite , ol  pent  eiro  ne- 
gligtk*.  Dos  onnsidin'nlions  analognos  a oollos  qni  out  (d«‘ 
presentoos  a I’oeoasion  do  l'o(|uilibre  dos  solidos  (gj  18.1  et 
19S' , nionli'ont  nioino  qu'on  ne  ooniinot  absuininonl  anonm* 
errour  on  trailant  iin  solide  natiirol  on  inouvoinont  cuinino 
un  solide  invariable,  s’il  conserve  rigourenseinent  la  inonie 
furnio  pendant  tonte  la  dnrt'C  de  sun  inonveineni,  punrvn 
luuterois  que  Ton  attribue  a (‘o  solide  piwisinnent  la  forme 
qu’il  posst*de  dans  cel  etat  de  nionvenient , et  non  telb>  on 
telle  autre  forme  pen  differente  de  eolle-la  qn'il  aurait  dans 
d’autres  cii  constances , par  exemple , s’il  tdail  en  repos. 
Generaleincnt  les  cboses  ne  so  j)assenl  pas  comme  nous  vo- 
nonsde  le  supposoren  dernioi'  lieu.  Cliaqne  inoldeule  dn  so- 
lidc  se  mouvant  autroinent  quo  si  elle  i-tait  isob'o,  tout  on 
^tant  soumise  anx  memos  forces  oxt(‘rionres , il  faut  mros- 
sairement  qu'elle  epronve  do  la  part  dos  moliM'ides  voisinos 
d(‘s  actions  qni  prodnisont  oo  oliangomonl  de  moiivemeiit , 
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Dflions  qui  iie  pcuvciit  developpor  (|u'aiituiit  qnc  sa  dis- 
tancp  a diaciim'  tie  ces  molecules  voisiiies  varie  d’lme  cer- 
taiiie  quantile;  el  coinmc  ces  actions  inoleciilaires  doivent 
en  general  clianger  d'iiitensit<‘,  a inesiire  qiie  la  molecule  u 
laqiielle  elles  sont  appliqiiees  se  Irouve  en  tel  on  tel  point 
de  su  Irajecloire  , il  s'tmsnit  qiie  li‘S  distances  de  celle  moli-- 
cnle  a celles  qni  renvironnent  doivent  anssi  clianger  d’nn 
instant  ii  nn  autre  ; en  sorte  tpie  ce  ii'i'st  qm*  dans  des  cas 
cxceplionnels  qn’un  solide  natnrel  en  monvement  (‘onserve 
invariablemeiit  la  meme  rorme , pendant  nn  temps  pins  on 
nioiiis  lung.  Mais,  la  ])luparl  dn  temps,  le  cliangement  con- 
tiniiel  de  forme  (pr<'‘pruuve  iin  solide  natnrel  en  inonvemnit 
est  Icllemtml  faiblc,  qu’on  ne  pent  pas  s’en  apercevoir;  et, 
ainsi  qne  nous  venous  de  Ic  dire , on  m;  commet  qii’iine 
errenr  insensible  en  le  traitani  cumme  nn  solide  invariable. 

I.,orsqirnn  t.orps  solide  se  ment  dans  I’espace,  et  t*prouve 
en  mi'me  ttnnps  nn  cliangement  de  forme  asse/  grand  pour 
qu’on  ne  puisse  pas  se  dispenser  d’en  tenir  comple,  la  de- 
termination ties  di verses  circonslances  de  son  monvement 
est  bi^aucunp  pins  comple\e ; cette  determination  ne  pent 
s’elTectner  (]n'antant  tpie  I’on  cunnait  les  lois  suivant  les- 
qnellt's  varient  les  actions  qne  les  diverses  parties  du  corps 
exercenl  les  lines  snr  les  antres,  a mesnre  qne  leiirs  posi- 
tions respeclives  vieimenl  a clianger.  Alois  la  (piesiion 
rentre  dans  le  cas  gt'-neral  dt‘  la  reclierclic  du  munvemenl 
d'nn  sysleme  tie  points  matei  iels  soumis  a la  Ibis  ;i  leni-s 
actions  muliielles  I'l  ii  des  forces  exlerieiires. 

Apres  avoir  dit  qne  le  monvement  d'nn  solide  natnrel , 
doiit  la  deformation  est  toiijonrs  ires-pclile , pent  elie  di'-- 
terniine  i^onime  si  le  solide  elait  de  forme  invariable , nuns 
n’aurioiis  pins  rieii  a ajonler,  si  Ton  n'avail  jamais  a eonsi- 
diVer  qne  le  nionvemeiil  de  solides  isoles.  .Mais  tres-son- 
venl,  t‘t  siii'tont  ilaiis  les  applications  de  la  mecani(|iie  anx 
uiacliines,  on  a ;i  cunsidi'-rer  des  solides  qni  st;  menvent  en 
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toucbanl  daulri'S  sulidcs  mobiles  ou  iminobiles ; il  est  ne- 
cessaire  de  cliercber  a se  fain*  uiie  idw  netle  des  elTets  dus 
a cc  coiilact,  aiiii  de  pouroir  eii  tenir  coinpie  dans  IVtude  du 
mouvcment  des  corps  doiil  il  s'a^it. 

Le  conlacl  de  dcu\  solides  eii  mouvenieiit,  ou  bico  d'liii 
solide  eu  niouvement  avec  un  solide  eii  repos , peul  avoir 
lieu  de  deux  iiiaiiieres  Ires-dilTerenles.  Ce  conlacl  pent 
n’exisler  que  pendant  un  inlervalle  de  temps  tres-court, 
pendant  leqiiel  les  moiivemenls  des  deux  solides  sent  modi- 
lies  d’unc  maniere  notable  : e'est  cc  qui  a lieu  lors(|u'il  sc 
produil  un  choc  cnlre  les  deux  solides.  Le  contact  pent,  an 
conlraire,  etre  continu,  de  telle  maniere  que  les  deux  solides 
glifteiit  ou  roulent  I'lin  snr  raiitre  pendant  toutc  la  duree 
du  mouvcment  que  Ton  considere,  ou  au  moins  pendant  unc 
portion  notable  de  cette  duree.  Nous  allons  voir  quelles 
sont  les  circonstances  qui  si*  prcseulent  dans  chaenu  de  ces 
cas. 

§ 252.  t'hoc  dr  deax  Kolldeii  Rphrriques.  — Pour  nous 
rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  lorsque  deux  corps  so- 
lides  vienneut  a sc  clioquer,  nous  cousidi*!  ei  oiis  un  cas  tres- 
simple;  nous  etudierons  le  choc  de  deux  solides  spheriqnes 
bomoi^enes , qui  sont  aiiimes  cliaeuu  d'liii  mouvcment  de 
translation  recliligno  et  nniformi*,  ct  dont  les  centres  se 
meiivent  sur  uue  mi'iiie  ligne  droite. 

Soicnl  M,  .M'  les  deux  corps  dont  il  s’agii,  m , in'  leurs 
masses , el  r,  r'  lenrs  vilesses,  que  nous  supposerous  diri- 
gees  dans  le  mi^mc  sens.  Si  le  corps  M est  en  arriere  du 
corps  M',  ct  que  v soit  plus  grand  que  v',  il  est  clair  que  la 
distance  des  deux  corps  va  en  diniiuuaiil  progressivemeut , 
et  que  bientdt  il  doit  sc  produire  un  choc.  Lii  raison  de  la 
symetric  complete  du  systeme , par  rapport  a la  droite  sui- 
vant  laquellc  les  centres  des  deux  solides  se  mouvaient  lout 
d’abord,  il  est  clair  que  ces  di*ux  centres  resteront  sur  la 
m^mc  droite  pendant  et  apres  le  choc,  el  que  le  mouvcment 
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de  chacun  des  deux  sotides  ne  cessera  pas  d’etre  uii  mon- 
vement  de  translation  : le  choc  n’aura  done  pour  eflet  que 
de  niodiiier  la  vitesse  doiit  les  deux  solides  sont  animes. 

Aussitdt  que  les  deux  corps  sont  arrives  an  contact,  il  sc 
devcioppe,  entre  celles  de  leurs  molecules  qui  sont  voisiucs 
du  point  de  contact , des  forces  qui  tciident  a diminuer  la 
vitesse  du  corps  M,  et  a auginentcr  celle  dii  corps  M';  il 
s'ensuit  qu’au  bout  d’un  certain  temps , (|ui  cst  toujours 
tres-court,  les  deux  corps  sont  anim(>s  d’nne  meme  vitesse  m. 
Pour  determiner  cettc  vitesse  commune,  nous  poiivons  nons 
servir  du  second  tlieoreme  general  stir  le  inonvement  des 
systemes  maleriels,  c’esl-ii-dire  du  tlieoreme  des  quanlitm 
dc  mouvement  projetees  sur  tin  axe  (§  226  ).  Si  nous  pro- 
jetons  le  mouvement  du  systeme  des  deux  corps  .M,  .\I',  sur 
la  droite  suivant  laquelle  so  meuvent  leurs  centres,  el  si 
nous  observons  qii’il  n’y  a pas  de  forces  exUb’ieures  appli- 
quees  ii  cc  systeme  , puisque  les  forces  devcioppecs  par  le 
choc  entre  les  deux  corps  soot  des  forces  interienres,  nous 
verrons  que  la  somme  des  quantiles  de  mouvement  des  deux 
solid(‘S  conserve  constamment  la  inemc  valciir.  En  ('-galaiit 
cette  somme  de  quantites  dc  mouvement,  prise  avant  le  choc, 
a ce  qu’elle  devient  a riiislant  oil  les  deux  solides  out  unc 
meme  vitesse,  on  obtieiil  la  relation 

mr  4-  m’  v'  = ( m + wi' ) 1/ , 

d'oii  Ton  deduit 

mr  4-  m'  v' 

m 4-  »* 

A partir  dc  I'instant  oil  les  deux  solides  out  ae(|uis  la  vi- 
tesse coniimine  1/,  les  clioses  se  passent  de  diverses  nia- 
nieres,  suivant  la  nature  des  solides.  Les  forces  doni  nons 
venous  de  parler,  qui  out  agi  entre  eux  di;  maniere  ii  leiidre 
leurs  vitesses  egales,  n’oiit  pii  se  di'velopper  (|iraulant  que 
les  solides  out  eprouve  une  cei  laine  didbrmalioii  duns  Ic 
33. 
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vuisinage  de  leur  point  de  contact  cos  solides  sc  sont  aplatis 
vers  ce  point,  el  leur  aplatissemenl  a uiiginente  n^'•(•cssail■e- 
meiil  taut  que  la  vilesso  d<!  .M  etait  encore  supei  ieure  a celle 
de  M',  puisque,  dans  ce  cas,  le  centre  de  gravile  de  .M  se 
rapprochail  tonjours  du  centre  de  gravile  de  M'.  Loi’sqiie 
les  deux  solides  out  subi  cetle  deformalion,  ils  peiivent  ten- 
die  plus  ou  inoins  energiqueinent  a reprendre  leiii-s  formes 
primitives,  en  verlii  de  leur  elaslicite.  Dans  le  cas  oil  ces 
corps  soul  run  el  I’aulre  completement  diipourvus  delasli- 
cile,  ils  lie  tendenl  en  ancune  nianiere  a revenir  aiix  formes 
qu'ils  avaienl  d’abord ; ils  cessenl  done  de  reagir  run  snr 
I’autre  a partir  de  rinslant  oil  leiirs  vitesses  soul  devennes 
' egales,  et  par  consequent  ils  contiiiucnt  ii  se  monvoir  avec 
la  Vitesse  commune  u et  resteut  indcfiniment  en  contact 
I’un  avec  I’aulre.  An  contraire,  lorsque  les  eorps  soul  elas- 
liqiies,  I’aplalissement  qu’ils  out  eproiive  momentaiiemeni 
tend  ii  dispuraitre,  et  ils  continuent  a reagir  I’un  siir  ranire 
en  vertu  de  celte  tendance  apres  qne  leiirs  vitesses  sont 
devenues  egales  j la  vitesse  de  M est  done  encore  dimi- 
niiee,  et  celle  d(*  M'  augments,  en  sorte  que,  an  bout 
d’un  temps  tres-court , les  deux  eorps  se  s»*parent  I’lin  de 
I’aiilre  avec  des  vitesses  dilTiMentes.  Si  l<>s  reactions  ipii  se 
developpenl  pendant  cette  seconde  partie  du  cboc  out  les 
mi'mes  valeiirs  que  celles  qiii  s’etaient  dt^eloppees  dans  la 
premiere  partie,  e’est-a-dire  si  le  ehoc  presente  une  syme- 
trie  complete  de  part  el  d'autre  de  rinslant  qiii  correspond 
a la  plus  grande  deformation  des  deux  corps,  on  dit  que  ces 
corps  sonlparfaitement  e7a»tiqne».  Dans  ce  cas,  la  vitesse 
du  corps  M,  qiii  a dejii  diminue  de  v — u pendant  la  pre- 
miere panic  du  cboc  , diminue  encore  de  la  iiunne  qnantiti- 
pendant  la  seconde  partie ; el  de  nn5me  la  vitesse  dn  corps 
.\1',  qui  s’esl  accrue  de  u —v’  pendant  la  ineiniere  panic, 
s’accioit  encore  d'autanl  pendant  la  seconde  partie  : on  a 
done 
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u — w — v — w , n-'  — II  = u — r' , 

oil  d<‘^iglUlnl  par  ic  cl  ir'  les  vilcsscs  des  dcii\  corps  ]\I,  M'  a 
riiistaiil  oil  ils  sc  scpareiit  I’un  do  rautrc  aprcs  Ic  choc.  A 
I’aidc  do  cos  deux  relations,  cl  dc  la  valour  obtemic  proco- 
dciumcnl  pour  ii,  on  iroiive 

(»i  — m’ ) r -f- 2 m’v’  , (in'  — ni)  v'  -I- 2 inn 

IV  — ■-  f I w — , 

in  -1  in  in  f m 

O-s  deux  cas  (|iic  nous  venous  dc  coiisiderer,  cl  qui  sc  rap- 
portenl,  I’uii  ii  des  corps  cnliercmciil  depoiirvus  d elastieiti^ 
cl  I’autre  ii  des  corps  paiTaitcmciit  clastiques,  doivent  ^tre 
rc"ardes  comme  des  liinitcs  extremes  enire  lesquclles  lous 
les  cas  de  la  nature  se  trouvenl  coinpris. 

Si  Ton  suppose  que  le  corps  .M'  ail  un  rayon  cl  nnc  masse 
infiuis,  el  qne  sa  vilessc  r'soit  nullc,  on  se  trouvera  dans  le 
cas  oil  un  plan  fixe  vient  ii  I'lre  cluaiiie  par  un  corps  sphe- 
ricpic  qui  se  mcul  perpendiculaiiemenl  ii  sa  dirccliou  : les 
lormulcs  prenVleiilcs  monlrciit  que  Ton  a aloi-s 

II  — O , IV ——  V, 

Lc  corps  qui  renconlre  le  plan  restera  done  immobile  sur 
cc  plan,  s'ils  soul  I'un  el  rautrc  depourvus  d'elasticile  ; tau- 
dis  qu'il  lc  quiltera  avee  line  vilesse  egale  cl  coutraire  ii  celle 
(|u'il  avail  d'abord,  s'ils  soul  parfaitement  clasliqiies.  L'nc 
bille  d'ivoire,  qui  vieiit  tomber  normalemeiit  sur  un  plan  dc 
inarbre,  realise  ii  ires  pen  pres  ce  dernier  cas. 

Si  ron  suppose  que  les  masses  m,  m'  soul  egalcs,  el  que 
la  vilesse  r'  esl  iiiille,  oil  irouvcra 

H—\v,  tv  — 0 , ic'  = l>. 
l,es  deux  corps  se  incuveni  done  eusemble  avec  line  vilesse 
couiinune  ('■gale  ii  la  moilii*  de  la  vilesse  primitive  dii  corps 
.M  , s'ils  soul  lous  deux  depourvus  d'elasticiti* ; s'ils  soul 
pai  railement  clasliqiies,  le  corps  s'arri'tc  ii  la  fin  du  choc, 
el  le  corps  M'  prmid  precisemeiit  la  vilessc  dont  le  corps  M 
(•tail  primilivemenl  anime.  Ce  dernier  cas  sc  realise  presque 
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compleu-ineiii  lors(|ue  Jes  deux  corps  spheriques  de  m^me 
uinssc  sont  des  billes  d'ivoirc. 

2 353.  I*erte  de  feree  live  d«nti  le  ehee  de«  Milide« 

MlarelM.  — Considerons  toujours  le  cas  simple  de  deux 
corps  splKM’i(|ucs  liomogenes  qui  viennenl  ii  se  cbuquer  di- 
recleinenl,  el  cuinpuroiis  les  vulenrs  de  la  force  vive  dii  sys- 
leme  de  ces  deux  corps  avaiil  el  apres  le  choc.  Pourpouvoir 
faire  plus  facilcmeiil  celle  comparaison,  nous  deconipose- 
rotis  la  force  vive  du  sysleme,  a un  instanl  quelcoiique,  en 
deux  parties  doiil  I’line  esl  la  force  vive  doiit  le  sysleme  se- 
rait  aniuie  s’il  tHail  coiicenlre  en  son  centre  de  gravile,  el 
I’aulre  esi  la  force  vive  de  ce  sysleme  dans  son  inouvement 
par  rapport  a des  axes  de  direction  conslaiile  menes  par  son 
centre  de  gravile  (§  23.i).  Or  il  esl  aise  de  voir  que  le  cen- 
tre de  gravitt!  du  sysleme  enlier  se  ineul  iiuiformement  aver 
line  vilesse  qui  est  lonjours  la  meme,  avan't,  pendant  el 
apres  le  choc  (§  222),  vilesse  qui  esl  par  consequenl  egale 
a la  vilesse  cominnue  m des  deux  coi  ps  a rinstani  de  leiir 
plus  grande  defornialion  : la  premiere  des  deux  parties  dans 
lesquelles  nous  decomposons  la  force  vivo  du  sysleme  a 
done  loujours  la  meme  valeiir,  en  sorle  que  nous  pouvons 
en  faire  absiraclion,  dans  la  recherche  de  raugmentation  oti 
de  la  diminution  que  la  force  vive  totale  a pii  eprouver  d'liii 
instanl  a nn  aulre. 

Avanl  que  le  choc  commence,  la  force  vive  du  sysleme, 
dans  son  moiivement  rapporte  a des  axes  de  direction  cons- 
tanlc  menes  pai*  sun  centre  de  gravite,  a pour  valeur 

m{v  — uY  -b  in'  (u — v'Y  ; 

a rinstani  oil  les  deux  corps  se  nieiivcut  avee  la  vilesse 
commune  n,  celle  force  vive  est  i’;videmment  iiiille;  enliii , 
si  les  corps  soul  parfaitement  elastiques,  la  force  vive  du 
i^’steme,  par  rapport  aux  mi^nies  axes  mobiles,  a pour  va- 
leur 
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m (m  — wy-j-m'(w'  — m)’  , 
quantile-  qni  csl  ('-gale*  a 

7/t  (v  — m)*  -I-  m'  (m  — v'y  , 

d'api'c&  les  rclutious  qui  lieiil  ic  el  w'  it  u,  v,  v'.  Ainsi  Ton 
voit  que,  duns  le  cas  des  corps  parfaiu.-menl  clasliques,  la 
force  vivo  du  systenie  est  c>actenienl  la  m^menpres  le  choc 
qii'avant ; taiidis  que,  dans  le  cas  dcs  corps  dt‘puur%us  d'e- 
laslicite,la  force  vive  a diininue,  par  I’elTet  du  choc,  de  loutc 
la  quantile 

m (c  — m)’  + m'  (u  — e')’ , 

e’est-a-diro  de  la  force  vive  correspondant  aux  vitesses  per- 
due el  gagnee  » — ii , ii  — r'. 

II  esi  aise  de  se  rendre  comple  du  rcsullal  auqnel  nous 
venous  de  parvenir,  en  se  reportanl  an  tiu-oreme  general 
des  forces  vives  (§  2.‘!0).  Ce  Iheoreme  indiqiie,  en  effet,  que 
raccroisseinenl  de  la  force  vive  dn  sysleine , pendanl  tin 
lenips  quelcoiuiiie,  est  egal  au  double  de  la  somme  des  Ira- 
vaiix  des  foires,  lanl  inlerieiires  qn'exlerieures,  qni  agissent 
snr  le  sysleme  pendanl  ce  lenips.  Or,  pendanl  loul  le  lemps 
qne  la  vilesse  dn  corps  clioquanl  .M  esl  plus  grande  qnecelle 
du  corps  choqne  M' , ccs  corp.?  s’aplatissenl  de  plus  en  plus 
dans  le  voisinage  de  leiir  point  de  contact ; les  molecules 
des  deux  corps  qni  sont  prtis  de  ce  point  do  contact  se  rap- 
prochent  done  les  lines  dcs  anires,  tout  en  tendant  ii  se  re- 
poiisser  mutiiellement ; il  en  resiille  quo  la  somme  des  tra- 
vanx  des  forces  qui  se  developpenl  ainsi  entre  les  molecules 
des  deux  corps  est  negative  (§  175),  el  par  suite  que  la 
force  vive  dn  systeme  doit  diminuer  jusqua  I'instant  oil  les 
deux  solides  out  alteint  la  vilesse  commune  m.  l.a  perle  de 
force  vive,  dans  le  choc  des  deux  corps  supposi'-s  depourvus 
d'elaslicite,  est  done  une  consequence  necessaire  du  travail 
negalif  developp^  par  les  forces  moleculaires  de  ces  deux 
corps,  pendant  qu’ils  so  deforment  par  I’effet  du  choc.  Lors- 
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quc  les  deux  roi  ps  soul  piirfaiteiiRMil  vlasliqiu's,  les  forces 
inoleculaircs  di^cloppent  iin  travail  positif  pendant  (out  Ic 
temps  qne  ces  corps  eniploient  a revenir  de  leur  plus  grande 
deformation  a lenr  forme  primitive;  d’ailleurs,  d’apres  la 
definition  qne  nous  avons  donnee  des  corps  parfaitement 
elastiques  (§  253),  la  somme  des  travaiix  positifs  piodiiits 
pendant  la  seconde  partie  du  choc  doit  avoir  la  mi'me  valeur 
absolue  que  la  somme  des  travaux  negatifs  correspondant  a 
la  premiere  partie  ; done  la  force  vive  du  systeme  doit  s’ac-^ 
croltre,  pendant  celtc  scconde  panic  du  choc,  de  toiilc  la 
quantile  dont  elle  avail  dimiuue  d’abord,  et  par  consequent, 
a la  fin  du  choc,  elle  doit  avoir  precisement  la  meme  valeur 
qu’au  commencement. 

Tons  les  solides  naturels  elant  compris  entre  les  deux  li- 
niites  extremes  d’uue  elasticile  parfaile  et  d’un  defaiil  coiii- 
plcl  delasticile,  il  s’eiisiiil  (|ue  le  choc  de  ces  solides  doit 
presenter  des  circonstances  inlcrmediaires  entre  celles  qui 
se  rapportent  :i  ces  deux  limiles.  .\insi , on  pent  dire  que, 
dans  Ic  choc  direct  de  deux  solides  naturels  spheriques  el 
homogenes,  il  y a toujours  une  perte  de  force  vive  due  a ce 
qne  le  travail  positif  dt^eloppe  par  les  forces  molecniaires, 
pendant  la  scconde  partie  du  choc,  est  inferieur  a la  valeur 
absolue  du  travail  negatif  que  ces  forces  inoleculaircs  devc- 
loppent  pendant  la  premiere  partie.  Cette  perte  de  force 
vive  est  plus  ou  moins  petite,  suivant  que  les  deux  solides 
se  rapprochenl  plus  ou  moins  de  remplir  les  conditions  de 
I elasticile  parfaite,  telle  (|ue  nous  lavons  definie;  elle  est 
egalc  a la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vilesses  perdue 
el  gagnee  par  les  deux  corps,  loules  les  fois  (jue  ces  deux 
corps  resleiil  en  contact  I’un  avec  raiilre  apres  que  le  choc 
est  termine. 

La  dilTerencc  enlrc!  les  valeurs  absolues  des  sommes  de 
travaux  diis  aux  forces  moleculaires , (leudaut  les  deux 
parties  du  choc,  ticut  a deux  causes  quc  nous  devons  in- 
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di(|iier  : 1“  les  iiiuIltuIos  dos  deux  corps  , irarlees  de  Icurs 
positions  primitives  pendant  la  premiere  partie  du  choe , 
peuvent  ne  pas  reprendre  compicteinent  ces  positions  loi-s- 
que  le  choc  est  termine,  en  sorte  quo  les  corps  conservent 
line  portion  de  la  deformation  totale  quo  le  choc  lenr  avait 
fait  eprouver;  2’  les  molecules  peuvent  n’etre  pas  revenues 
completemeiit  a leiii-s  positions  definitives,  a I'instant  oh  les 
deux  coips  se  separent,  de  sorte  qne  ces  molecules,  en  con- 
tinuant a se  monvoii*  apres  cette  separation,  en  vertn  de  la 
Vitesse  qu'elles  poss«;dent  encore,  preiinent  un  mouvement 
vibratoire  qni  se  traiismet  a tonics  les  molecules  voisines 
sans  avoir  aiiciinc  influence  snr  le  mouvement  d’ensembic 
de  chaciin  des  deux  solides  dans  I’espace.  La  difference  en- 
tre  la  force  vive  dn  sysleme  avant  le  choc,  cl  la  force  vive 
du  meme  sytleme  apres  le  choc  (cette  derniere  force  vive 
etaiit  evaliiee  abstniction  faite  dn  mouvement  vibratoire  des 
moli'cules  des  deux  solides),  pent  done  I'lre  regai  dee  coinme 
line  perle  de  force  vive  qui  est  due  a la  fois  aux  deplacc- 
menU  moleculaires  persistants  et  aux  vibrations  occasion- 
ncM!S  par  le  choc.  Une  portion  de  cette  difference  des  forces 
vives  du  sysleme,  prises  avant  et  apres  le  choc,  est  bieii  ab- 
sorlH'e  par  le  travail  resistant  qni  correspond  anx  deplace- 
mciits  pi‘rsislants  des  molecules.  L’antre  portion,  an  con- 
Iraire , ii’est  pas  reellement  perdue  par  I’effet  du  choc , 
puis(|u'elle  se  retrouve  dans  le  moiiveiiieiil  vibratoire  des 
molecules,  inoiivement  doiil  nous  iic  leiioiis  pas  compte  en 
evaluanl  la  force  vive  finale  du  systenie  ; inais,  an  point  de 
vne  de  rapplicalioii  de  la  mccanii|ue  aux  machines,  on  pent 
regardcr  cette  seconde  portion  conime  tout  anssi  bien  per- 
due qne  la  premiere,  aiiisi  qne  nous  le  verrons  plus  tard. 

II  est  aisi-  de  compreiidre  qne  les  coiiseqiieiicesauxqnelles 
nous  venous  do  parvenir,  dans  le  cas  simple  du  choc  direct 
de  deux  corps  spheriques  homogenes,  peuvent  6tre  imme- 
diatemeiit  gcnthalisees.  On  pent  dire  ipic,  lonles  les  fois 
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qu’il  se  produil  un  choc  ciiire  deux  solides  natiircls,  ce  choc 
est  acconipaga<>  d’une  perle  de  force  vive  plus  on  moitis 
grande,  qut  est  due  aux  deplacemcnts  persistants  et  mix 
vibrations  des  molecules  des  deux  solides. 

§ 25/i.  CBliHseniMil  de  deax  Holideti  aalurelti  I'aa  tiar 
I’aatre.  — Loi'sque  deux  solides  naturels  glissent  I'un  sur 
I'autre,  soit  (pie  I’liii  de  ces  deux  solides  reste  immobile , 
ou  bieo  qu’ils  soieiit  tous  deux  en  niouvemeiit,  il  sc  pn^ 
sente,  dans  le  voisinage  de  leurs  points  de  contact,  des  cir- 
constancc.'s  analogues  a cclles  quc  nous  venous  d'indiquer 
dans  le  choc,  ('.hacun  des  deux  solides  tend  a retenir  vers 
lui  les  molecules  de  I’autre  solidc  qui  sont  tres-rapprochees 
de  sa  surface.  Ces  inol(>cules,  ainsi  derangtH^s  de  leal's  posi- 
tions natiirelles  dans  le  corps  aiupiel  dies  appartieniient , 
puis  abanduniK'es  a elles-im'ines  par  suite  de  1a  continua- 
tion dll  glissement  des  deux  corps,  revieniieiit  plus  ou  moins 
exactemeiit  dans  ces  positions ; si  dies  y I'evicnncnl,  dies  les 
depassciiten  vertu  de  leur  vitesscacqiiise,  et  prennent  ainsi 
un  mouvement  vibratoire  i|ui  se  transmet  dans  toutc  I’eten- 
duc  du  corps.  Le  glissement  dont  il  s’agit  doit  done  etre  ae- 
compagiK*  d'line  perle  de  force  vive  due  anx  displacements 
molecidaires  persistants  et  anx  vibrations  des  denx  coiqis. 

On  (;uni;oit  qne,  pour  chacun  des  points  de  contact  des 
deux  solides,  on  puissc  substituer  aux  phenomiMies  com- 
plexes quo  nous  venous  d'indiquer,  des  forces  ri^sistantes 
dont  le  travail  corresponde  a la  perte  de  force  vive  qu’ils 
uccasioiinent ; on  pent , par  exemple , regarder  les  deux 
solides  comme  etant  dans  les  memes  conditions  que  s'ils 
etaient  de  forme  invariable , et  qu’iin  rcssort  en  lu'liee  fiit 
interpose  enire  eux  de  telle  manierc  que,  s’attaehant  a I’un 
d’eiix  par  une  de  ses  exlreinites,  et  a I’autre  par  son  aiiliT 
exireinitii,  il  tendit  ii  s’opposer  a la  continuatioii  du  glisse- 
ment du  premier  solide  sur  le  second.  Cette  force  resistante, 
que  nous  supposons  appliquee  a chacun  des  deux  solides, 
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et  dont  on  sc  fail  tine  idee  assiv  iictle  eii  rassimilaut  a I'ac- 
lion  ilu  icssoi  l (lout  nous  venous  do  parler,  se  nomnie  re- 
niglaiice  an  gli»»ement,  ou  simplemenl  frotiement.  Nous 
avons  deja  employe  ccs  expressions  pour  designer  la  force 
qni  agit  d'nnc  maniere  analogue,  dans  Ic  cas  oil  Ton  clierclie 
a diderminer  le  glissenient  de  deux  solides  I’un  sur  I’antro 
202)  ; mais  il  ne  peiil  en  resniler  auenn  inconvenient 
dans  les  applications,  piiisqu’on  saura  loujuurs  si  dies  doi- 
venl  avoir  la  signification  que  nous  leur  attribuons  acluelle- 
leinent,  on  bien  cellc  quo  nous  leur  avioiis  donnee  prtd'e- 
deninient , suivant  qu'il  y aura  reelleincnt  iin  glissenient 
entre  les  deux  corps  consideres,  ou  bien  seulement  une 
tendance  au  glissement.  D’ailleurs,  pour  eviter  tonte  am- 
biguite,  il  ari  ive  sonvent  qu’on  distingue  les  deux  especes 
dc  resistance  au  glissi'inent  dont  il  s’agit,  en  donnant  a 
Tune  le  noin  di;  froltemenl  pendant  le  monrenient , et  il 
I'autrc  celui  de  frotiement  an  depart. 

Ainsi,  d’apri'S  les  (ixplicalions  dans  lesipielles  nous  ve- 
nous d’entrer,  ou  pent  ne  pas  se  pr»'*occnper  des  inouve- 
inenls  inoldodaiies  developpes  par  le  glissenient  de  deux 
solides  ualurels  I'un  sur  rauire,  lorsqne  ces  deux  solides  ne  se 
touclient  que  par  un  point,  pourvii  que  foil  regardc  les  deux 
solides  comme  sounds  i liacun  a I'aetion  d'un  frottemenl  dii 
a la  presence  de  faulrc  solide.  Les  deux  forces  de  fidlte- 
inciit,  ap|)liquees  ainsi  aux  points  des  deux  solides  par  Ics- 
qucls  ils  se  touclient , sont  (‘gales  et  directenient  opposees; 
leur  direction  est  la  iiu>nie  (|ue  celle  du  glissenient  idenien- 
tairc  qui  a lieu  ii  partir  dc  I’inslant  cousidere,  el  par  consc- 
(|uent  sc  troiive  dans  le  plan  tangent  coniinuii  aux  deux 
solides,  inene  par  leur  point  de  eonuicl  (§  65).  Le  travail 
('•l('■lneutai|•e  de  cliacune  de  ces  forces  de  frottement  s’obtient 
en  la  inultiplianl  par  la  projection  dn  deplacenient  edemen- 
taire  absolii  de  son  point  d'upplicalion  sur  sa  direction ; el  la 
somme  des  iravaux  analogues,  pour  les  deux  forces  de  frol- 
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IniM-iil,  cst  rgalf  uii  produit  (ic  riiileiisilr  (i<‘  (’hnriiiu*  iridlrs 
[>ar  U*  glisM-nieiit  (‘lt'•llK•lUail•l■  di‘s  deux  solides  (§  I75\ 

Loi’sqiie  deux  Mjlides  naturels  glisseiil  I’lin  sur  I’aiitru  cn 
8C  touehaiit  par  pliisieiirs  puints  isol(h> , et  meine  par  un 
tres-graiid  nunibre  de  points  r(‘parlis  (e  long  d'une  ligne  ou 
dans  tonic  retenduc  d'une  cerUiine  siirrarc,  on  pent  dire 
pour  i-liaeuii  de  leurs  points  de  eonlaet  ec  quc  nous  venous 
de  dire  pour  leur  point  de  eontaet  unique,  dans  le  eas  on  il 
n’y  en  a qn'iin.  On  pent  eoiisidercr,  a eliaeun  tie  res  points 
de  eontaet,  deux  forces  de  frottcment  egales  et  de  sens  eon- 
traiif,  appliqnees  i’nne  a un  des  denx  solides  et  ranire  a 
I'aiilre  solide , et  ayant  mt^mc  direelion  tpie  le  glissement 
idenienlaire  des  deux  solides  an  point  dont  il  s’agil. 

Dans  le  eas  partienlier  oil  les  deux  solides  qui  glissont 
I’nn  snr  I'anlre  sc  toiiehent  par  line  face  plane,  et  oil  leur 
muiiveminit  pendant  un  eleminit  dt;  ti'inps  est  nii  inoiiveinent 
de  Iranslalion  , dont  la  direelion  est  neeessairenient  paral- 
lele  il  la  fat  e plane  tie  eonlaet,  il  est  aise  de  voir  qne  tonles 
les  forees  de  frottement  appli(|uees  ii  I’lin  de  ees  solides  sont 
paralleles  enire  elles  et  dirigees  dans  le  nitbiie  stnis;  ces 
forees  penvent  done  elre  reinplaews  par  nne  force  unique 
egale  il  leur  soinme,  et  dirigee  eonimt*  elles  snivant  la  diive- 
tion  du  glissement  ^'•lelnenlaire  des  denx  solides.  Dans  ee 
eas,  on  |>ent  regarder  les  denx  solides  eomme  etant  sonmis 
eliaenn  ii  nne  senie  force  de  frolienient,  dont  I inlensiie 
eonslilnera  le  frottement  total  des  denx  solides  run  snr 
I'anlre.  Ces  deux  forees  dc  frottement  sont  d’ailleiirs  dans  le 
menie  eas  ipie  eelles  qni  correspondent  ii  eliaqne  point  de 
eonlaet  pris  s<‘parement ; leurs  travanx  pendant  nn  element 
de  temps  qneleonques’evaliieni  I'onforniniient  iiee  qne  nous 
avons  dit  il  n'y  a qu'iin  instant. 

Des  experiences,  faites  dans  le  eas  partienlier  dont  nous 
venons  dc  paiier,  ont  fait  coniiailre  les  lois  dn  frottement 
pendant  le  mouvemenl.  En  faisant  variei-  I'tdendne  de  la 
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face  plane  par  laquelle  les  deu\  solidesse  luiielienl,  la  pres- 
sion  loiale  qiie  chaeun  de  res  deiiv  sulides  exeiresni-  I'autre 
siiivant  la  perpendieulain*  a eelU*  fata*  de  <'uiilart , e(  la 
vi'esse  dii  glisseinenl , on  a irouve  cpie  : 1“  le  rrottenient 
est  in  opoiiionnel  a la  pressiun  ; 2°  il  est  independani  de 
lelendiie  des  sni  laces  rroUantes;  S"  il  <-sl  anssi  independant 
de  la  vilesse  de  glissenient  des  deux  solides.  L(*s  deux  pre- 
mieres de  CCS  Irois  lois  soul  exaclemenl  les  nn^ines  qne 
celles  (pii  se  rappurtent  an  frotlement  an  depart  (§  302). 

II  est  natnrel  de  regarder  ie  rrutlement  qni  se  dt^eloppe 
en  chaqne  point  de  contact  de  deux  solides  (pii  glissent  I’lin 
snr  I'antre  coinme  stitisfaisaiit  aux  lois  cpii  viennent  dVtre 
enonciVs,  a I'cxception  toutefois  de  la  seconde,  qiii  n’a  plus 
de  sens  quand  il  ne  s’agit  que  d’un  seui  point  d<*  contact. 

Nous  designerons  tonjotirs  le  rapport  dii  frottement  a la 
pression  sous  le  noni  de  coefficient  de  frottement.  (!e  rap- 
port de|>end  uniqueinent  de  la  nature  des  surfaces  des  corps 
qni  glissent  I'nn  sur  I'autre.  1/experience  inontre  que,  pour 
les  inemes  corps,  la  valeur  de  ce  rapport  qui  corres|>ond  au 
frotlement  pendant  le  mouvement  est  generalement  plus 
petite  ipie  celle  qui  correspond  au  frottement  an  depart. 

.\otis  donnerons  egalemeni  le  nom  A'angle  de  frottement 
a I'angU-  dont  la  tangenie  est  egale  au  coellicient  de  frotte- 
ment. .Si  I'on  considere,  en  cliaqne  point  de  conta<'t  de  deux 
solides  qni  glissent  I'un  snr  ranlre , la  resiiltante  de  la 
pression  el  dii  frottement  applitpies  a I’un  des  deux  sulides, 
c'est-ii-dire  I'action  tolale  que  ce  solide  eprouve  de  la  part 
de  I’autre  en  ce  point,  il  est  aise  de  voir  qu’elle  fait  avec  la 
normale  commune  un  angle  egal  a Tangle  de  frottement 
correspondant ; celte  action  lotale  est  d’ailleurs  dirigee  dans 
le  plan  mene  par  la  normal(‘  commune  et  par  la  direction  du 
glissenient  t’deinentaire  qui  a lieu  en  I'e  point  de  contact. 

9 ih'y.  ICoulement  die  deux  nolldeH  naturelM  i’ua 
uur  raulre.  — Lursque  deux  solides  nainrels  arrrundii! 
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ruiilent  I'uu  sur  I’aiili'e,  ii  se  prodoit  des  pheuoiaenes  ana- 
logues u ceux.  que  nous  venons  de  faire  counaitre  dans  le 
cas  du  glissemeut.  Les  pressions  egales  et  runti’aires , que 
ces  deux  solides  exercent  Tun  sur  rauire,  detorniineiit  pour 
chacun  d’ciix  une  deformation  dans  Ic  voisinage  de  Icurs 
points  de  contact.  Les  points  de  contact  se  deplacaut  sur 
les  deux  solides  par  suite  de  la  conUouatiou  du  roulement, 
la  deformation  dont  il  s'agit  tend  a disparaitre;  mais,  ou 
bicn  les  molecules  ne  revienuent  pas  exacteinent  a leors  po- 
sitions primitives  , ou  bien  elles  y reviennent  cn  prenant  nn 
mouvemeiit  vibraioirc  ; on  pent  done  dire  encore  que  le 
roulement  de  deux  solides  naturels  I'un  sur  I’autre  est  ac- 
compagne  d’une  perle  de  force  vive  due  aiix  deplacements 
moleculaires  persistants  et  aux  vibrations  des  deux  solides. 

On  com;oit  encoie  que  I’on  puisse  substituer  a ces  pli<‘- 
nomenes,  qiii  sc  passent  dans  le  roulement  de  deux  corps 
I’un  sur  I’antre,  I'action  de  certaines  forces  resistantes  ca- 
pables  d'occasioiiner  la  memo  peitc  de  force  vive.  Mais, 
pour  nous  rendre  uii  compte  exact  de  la  inaiiiere  dont  cette 
substitution  peut  se  faire,  il  est  necessaii-e  de  se  reporter  aux 
experiences  faites  par  Coulomb  pour  arriver  a la  connais- 
sance  des  lois  de  la  rethtance  au  roulement. 

Un  corps  cylindrique  M , fig. 
116,  etant  pose  sur  une  surface 
plane  et  liorizontale  HII,  Cou- 
rr,  H lomb  a I'lierclie  quelle  elait  la 
force  de  traction  qu’il  fallait  Ini 
lig.  110.  appliqner  horizontalement  en  B, 

suivant  une  direction  BB'perpendiculaire  a ses  generatrices, 
pour  determiner  son  roulement.  II  a irouve  que  cette  force 
variait  proportioiinellement  au  poids  P du  cylindre , et  en 
raison  invei-se  de  son  diametre  I) ; en  sorte  qu’il  a pu  la  re- 
presenter par 
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It  einnt  un  L-uefllicit'iit  (|ui  lie  depend  qiie  de  la  natnre  des 
surfaces  eii  contact,  line  force  de  ti'action  coiivenable,  ap- 
pliquee  an  cyliiidre  M suivant  la  verlicale  (IC,  pent  egale- 
ment  determiner  son  roiileinent  dans  le  ineine  sens.  Cou- 
lomb a Iroiive  que  celle  force  varie  aussi  proportioiinelle- 
ment  au  poids  dii  cyliiidre  el  eii  raison  inverse  de  son  dia- 
metre  ; mais  que,  dans  cliaqiie  cas,  elle  est  double  de  celle 
qui  doit  etre  appliquee  siiivaiil  lilV  pour  prodiiire  le  ineme 
elTel.  Ce  resullat  s’explique  facilenieut , si  I'on  obsei've  que 
le  mouveuient  qu’on  clierclie  a faire  preudre  au  cyliiidre,  cn 
le  tirant  suivant  lil!'  ou  CC',  est  line  rotation  iiistanlaiiee 
autour  d un  axe  qui  coincide  avec  son  arete  inferieure  A, 
et  qu'eii  consi’qiieiice  les  clioses  se  passent  au  commence- 
ment du  roulemeiit  coniine  si  le  cylindre  elait  assiijetti  it 
toiirner  autour  de  cel  axe;  de  quelque  nianierc  qiie  la  force 
de  traction  lui  soil  appliquee,  pour  vaiiicre  la  r(’‘sislaiice  qui 
s'oppose  au  mouvemenl  dont  il  s’a}>il,  il  faiit  que  le  niument 
de  cettif  force  jiar  rapport  ii  I'arete  A ail  line  meme  valeur  : 
done , lorsqiK!  celle  force  agit  suivant  CC,  elle  doit  etre 
double dece  qu’elle  est  lorsqii’elle  agil  suivant  lilt',  pnisque 
la  distance  de  sa  direction  ii  I’arele  est  deux  foispliis  pe- 
tite que  dans  ce  dernier  cas. 

Si  I’on  examine  de  pres  ce  qui  se  passe  dans  rexperience 
qui  vient  d’f'tris  indiquee , on  verra  que  ce  n’esl  pas  seiile- 
menl  line  force  , iiiais  bien  un  couple,  que  Ton  applique  an 
cylindre  pour  vaincre  la  resistance  au  roulement.  Conside- 
rons,  par  (“xeinple,  le  cas  oil  I'on  exerce  une  force  de  trac- 
tion F suivant  CC.  Taut  que  celle  force  F n’est  pas  siilli- 
samment  grande,  Ic  cylindre  resti;  immobile;  mais  il  est 
clair  que  la  pression  tolalc  qii’il  exeire  snr  le  plan  IIII  est 
egale  ii  son  poids  P augmenle  de  F,  el  (|iie  par  consequent 
il  eproiive  de  la  part  du  plan  IIII  une  reaidion  egale  ii 


Digitized  by  Google 


528  LIVRF.  IV.  — nYNAIilgi  F..  TROISlfcMF  PARTIE. 

P 4-  F dirigp  vpi  ticalemeiil  el  ile  b:is  en  haul , taiidis  que 
i;^tte  reaction  etait  siiiipleineiit  egalc  a P,  qiiaiid  la  force  F 
ii’agissait  pas.  L’applicalioii  di*  la  forci*  F au  point  C,  siii- 
vanl  la  direction  ('.(7,  (lelerinine  done  en  meme  temps  Fac- 
lion  d'une  autre  force  egale  a F agissant  en  A verlicalement 
et  de  bas  en  haul  ; e’est-a-dire  que,  en  exorcant  la  force  de 
traction  F sur  Ic  point  on  applique  reelleinent  au  cvlin- 
dre  un  couple  ayanl  pour  force  F el  pour  bras  de  levier  le 
rayon  du  cylindre.  On  arrive  facilenient  a tine  consecpienee 
analogue,  en  considrn’ani  le  cas  oil  Foil  chercbe  a ineltre  le 
cylindre  en  inouvement  au  moyen  d’nne  force  appliqiiiV  sni- 
vant  HIV.  Ainsi  e’est  au  moyen  d’lin  couple  qu’on  parvient  a 
vaincre  la  resistance  an  ronlenmit , et  par  consequent  un 
pent  regarder  cetle  resistance  coinine  elant  elle-meme  nn 
couple  qiii  agit  dans  nn  plan  perpendicniaire  a FariMe  A,  en 
sens  cbntraire  du  roiileinent  qii’oti  tend  a prodtiire. 

La  force  de  traction  qn’il  fant  appliqiier  en  B , pour  de- 
terminer le  rouleinent  dn  cylindre,  ••lant  egale  a 


cumine  nous  Favons  dit,  et  par  const'-qiKnil  cidle  qn  on  doit 
appliquer  en  C pour  pruduire  le  ineiiie  elTei  ayanl  punr 
valeur 


le  moment  du  couple  a Faide  diiquel  nn  parvient  a vaincre 
la  resistance  au  rouleinent  est  expriine  par 


/.r. 


On  pent  done  dire  que  la  resistance  an  rouleinent  est  nn 
couple  dont  le  inoineni  a pour  valiMir  AP;  c’est-ii-dire  que 
cette  resistance  est  proportionnelle  an  jioids  P du  cy  lindre 
el  independante  de  son  diameire  I). 
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Les  experiences  que  nuns  venous  de  rappeler  et  d’ana- 
lyser,  ne  fonl  connaili-e  qne  la  resistance  qiii  se  developpe 
lursqiie  I’on  cherchc  a faire  rouler  un  cylindre  pesant  siir 
nil  plan  siir  lequel  il  repose;  elles  ne  se  rapportent  en  au- 
cnne  maniere  a la  resistance  analogue  (pii  se  di^oloppe 
loi-sqne  le  cylindre  est  dejii  en  nioiivement  depuis  iin  cer- 
tain temps , et  qu’il  continue  ii  rouler  : mais  on  peut  ad- 
meiire  que,  dans  ce  second  cas,  la  resistance  an  roulement 
suit  les  menies  luis  que  dans  le  premier  cas.  .Seulement  le 
coefficient  k qui  entre  dans  Texpression  dn  moment  de  cette 
resistance  an  ruulement  devra  ilre  regarde  comme  n’ayant 
generalement  pas  la  mt;me  valeur,  pour  les  m^mes  corps, 
sui\ant  qu  il  se  rapporte  a la  resistance  qui  se  ddveloppe 
an  commencement  du  roulement  ou  bien  a celle  qui  se  deve- 
loppe pendant  le  roulement. 

D apres  cela,  lorsque  deux  solides  naturels  rouleront  I’un 
sur  I’autre,  nous  pourrons  regarder  chacun  des  deux  solides 
comme  soumis  a I’action  d’un  couple  resistant , dont  le  mo- 
ment , proportionnel  a la  pression  nonnale  N qu’ils  exer- 
eent  run  sur  I’aiitre,  et  independant  de  la  courbui-e  de  leui-s 
surfaces,  sera  expriine  par 

AN, 

k etant  iiii  coefficient  qui  depend  uniquement  do  la  nature 
des  surfaces  des  deux  solides  dans  le  voisiuage  de  leure  points 
de  contact.  Cc  couple  resistant  sera  dirige  dans  un  plan  per- 
pendiciilaire  ii  I’axe  instantauc  antour  duqiiel  s’elTectuera  le 
roulement  elementaire  absolii  ou  relatif  d’un  des  solides  sur 
I autre,  et  dans  un  sens  tel  qu'il  tende  a s'opposer  a la  con- 
tinuation du  roulement.  Le  couple  r('•sistant  applique  a I'uii 
des  deux  solides  sera  d’ailleursegal  et  directement  contraire 
ail  couple  n-sistant  applique  a I'autre  solide.  Si  I’un  des  deux 
solides  reste  immobile,  et  si  la  vitesse  angiilaire  de  I’autre 
solide  dans  son  roulement  instantane  sur  le  premier  est  oi, 
ilesi  ais«'*  de  voir  que  la  somme  des  travaiix  d<^elopp<•s  pen- 

.11 
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dant  le  temps  <f/,par  lesdeux  forces  du  couple  resisiaiil  ap- 
plique a ce  second  solide,  a pour  Vclleur 

— A'  N w (ft. 

Dans  le  cas  oil  les  deux  solidcs  sont  I'un  ct  I’aulre  en  moii- 
vement , cette  expression  represcnte  encore  la  soinme  des 
travaux  dus  aux  forces  dcs  deux  couples  resistants  egaux  el 
contraires  que  nous  regardons  coniine  appliques  aux  deux 
solides,  u eiant  la  vilesse  angulaire  dans  le  roulenieut  re- 
latif  de  I'un  des  deux  solides  sur  I’autre ; car  on  sail  que  la 
somme  des  travaux  dus  a des  forces  qui  sont  deux  a deux 
egales  et  directemenl  opposecs  ne  depend  que  du  moiivement 
relatif  des  points  d’applicalion  de  ces  forces  (§  175),  el  par 
consequent , dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  somme  des  tra- 
vaux dus  aux  forces  des  deux  couples  resistants  est  la  m^me 
que  si  le  roulement  relatif  d’uii  dcs  deux  solidcs  sur  I'auire 
etait  un  roulement  absolu. 

§ 256.  ExempleK  dw  mouveueBt  des  solides  nata- 

rcls.  — Gli**emeHt  d'un  corpt  petant  tur  un  plan  incline. 
— Si  un  corps  solide,  pose  sur  un  plan  incline,  et  sounds  a la 
seule  action  de  la  posanleur,  cede  a cellc  action  el  se  met 
a glisser  parallelement  a la  ligiie  de  plus  grande  pcnte  du 
plan,  il  eprouve  de  la  part  du  plan  un  frotlement  qui  agit  en 
sens  contraii  e de  sun  mouvemenl.  .Suit  m la  masse  du  corps, 
et  f Tangle  que  le  plan  incline  fait  avec  Thorizon.  Si  Tun 
decompose  Ic  puids  niff  du  corps  en  deux  compo.sanles,  dont 
Tune  mffcosif  agissc  perpendiculaircment  au  pian  , et  Tau- 
tre  m^sintp  agissc  parallelement  a cc  plan,  7/19 cos 5 sera 
la  pression  exercee  par  Ic  corps  sur  le  jilan  pendant  son 
mouvemenl  (§  131);  <a  par  suite  le  fruttement  qiTil  eprouve 
de  la  part  du  plan  aura  pour  expression 

fmij  cm ^ , 

f etaiil  le  coeflicinil  ile  frouement.  C.e  IVullemenl  agit  en 
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sons  conti'airo  dii  moiivemoiil , ol  par  (^oiisoquonl  on  sens 
l onlrairo  de  la  composanlo  m^sinip  dn  poids  dii  corps  ; 
done  on  pout  dire  quo  le  corps  so  incut  on  li}?ne  droitesoiis 
I'action  d’une  forco  egale  a 

mg  sill  (f  — fing  cos  o . 

('ette  force  etant  constante,  Ic  mouvcnient  du  corps  est  uni- 
formoment  vario,  ot  I’accidoratioii  do  co  mouveineiit  est 
egalc  a 

g (silly —/cos (j.). 

Si  nous  remplaQons  / par  tangx,  cetto  exprossion  devion- 
dra 

sini'o — «) 

9 : 

cos  a 

done  lo  inouvoinont  du  corps  sora  accol^n^  ou  rotardo,  sui- 
vanl  quo  I’anglo  y sora  plus  grand  uii  plus  petit  qiie  rangle 
do  rruitoinoiit  x. 

Siipposons  que  I’oii 
fassc  remonler  le 
corps  pesant  Ic  long 
dc  la  ligne  de  plus 
grande  ponlo  dii 
plan , on  Ini  appli- 
qnant  une  force  cons- 
tanle  F dont  la  di 
roclioii  fasse  iin  an- 
gle |5  avoccottoligiio 
do  plus  grande  pon- 
}ng  ol  do  la  force  F 
siir  la  porpondiciilairo  an  plan  aiironl  pour  valours 

mjfcosy,  KsiiijS  ; 

et  lour  dilToroiico 
U 
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mgcotf  — Fsin 

qiii  M*ra  nwessairement  positive  si  le  corps  reste  en  contact 
avec  le  plan,  sera  la  pression  normale  du  corps  sur  le  plan  ; 
le  frotlement  aura  done  pour  valeur 

/ {mg  cos-^  — K sin  S ). 

La  projection  de  la  force  F siiivant  la  diivction  du  muuve- 
ment  sera  e^ale  a 

Fcos  S ; 

si  Ton  eii  retninclie  la  projection 

m^sins 

ilu  poidsdii  corps  sur  la  mt^nic  direction,  ainsi  que  le  frolte- 
ment  dontou  vieiit  detroiiver  I'expressiou,  on  aunt 

F cos  ^ — mg  sin  ^ — /{  mg  cos(j  — F sin  (5 ) 

pour  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  suivant  la  direction  de 
son  mouvement  rectiligne,  et  qui  tend  constammeut  a nio- 
ditier  sa  vitesse.  Cette  force  etant  constante,  il  s’ensuit  que 
le  mouvement  du  corps  est  uniforniiunent  varie.  Sou  mou- 
vement sera  uniforme,  si  Ton  a 

FcosS  — wiysin^  — /(my cos®  — FsinS)  = o , 
d'oii  I'nn  tire 

sin®-|-/coss  sin  (*-+-«) 

F = my  — = mg , 

rosji -+-/siii  S cos(  S — a) 

at  etant  Tangle  de  frottement.  Uii  voit,  par  ce  dernier  resiil- 
tat,  que  la  force  F , capable  de  fairc  remonter  uniformement 
le  corps  sur  le  plan,  varie  de  grandeur  avec  Tangle  <|ue 
sa  direction  fait  avec  le  plan  ; cette  force  F est  tin  minimum 
lorsqiie  S — «.  C/est  cc  qit’on  pent  reconuaitre  facilement 
par  lies  considerations  geometriques,  si  Ton  remarque  (|iie 
la  reaction  totalc  du  plan  sui  lc  corps  (resultanle  de  la  pres- 
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sioii  ct  (Ju  rrutlemeiil'  csl  dirigee  stiivuiit  iiii«;  ligiM-  \IK’ 
I'uisuiil  I'aiigli'  at  avec  la  iiormalo  MiV  (§  256),  cl  t|nVii 
cuiise(|uencc,  pour  quc  la  vitcsse  dii  corps  ne  change  pas, 
il  faut  quc  la  rcsultantc  des  forces  F el  mg  soil  egale  el  di- 
reclemcnl  opposee  a celle  reaclioii  lolale;  en  sorte  que,  si 
I’on  ui^iie  par  I'exlremile  P de  la  droile  qui  represenlc  la 
force  mg  une  ligne  PS  parall^ie  a la  direclion  de  F,  jiisqu’a 
la  reiicoiilre  de  Mil  prolongemeiil  de  MH',  la  longueur  PS 
fera  couiiailre  la  grandeur  de  la  force  F ; done,  pour  que  F 
soil  un  inininiuni,  il  faut  que  la  parallele  a sa  direction 
iiienee  du  point  P a la  ligne  MR  soil  la  perpendiculaire  PU 
abaissce  de  P sur  MU  , el  par  suite  il  faut  que  celle  direction 
de  F,  perpendiculaire  a MR , fasse  avec  le  plan  uu  angle  (i 
egal  a «. 

§ 257.  Moiirt^ment  d’une  bille  de  hil/ard.  — Cher- 
chous  a nous  rendre  compte  des  circonstances  que  presente 
le  inouveiuent  d'uuc  bille  sur  un  billard,  eii  supposanl  que 
celle  bille  ait  ete  aninx^e  tout  d’abord  d’un  inouveiuent  de 
translation  et  d'un  niouvenienl  de  rotation  autour  de  tun 
centre,  et  que  I’axe  de  la  rotation  initiale  soil  dirige  per- 
pendiculairenienl  au  plan  vertical  mene  par  la  direction 
de  la  vitcsse  initiale  de  son  centre.  II  esl.  aise  de  voir 
d’abord  que,  en  raison  de  la  symelrie,  le  centre  de  la  bille 
ne  sortira  pas  du  plan  vertical  dont  on  vient  de  parler, 
et  que  par  consequent  ce  point  se  inouvra  en  ligne  droite, 
suivant  la  direction  de  la  vitessc  qu’il  avail  au  commence- 
ment du  mouvemenl;  de  plus,  par  la  m^me  raison,  I’axe  de 
rotation  de  la  bille,  dans  son  mouvement  autour  de  son 

centre,  restera  tonjoure  parallele 
a sa  direclion  primitive.  Si  les 
sens  de  la  translation  et  de  la  ro- 
tation iniliales  de  la  bille  sont  ceux 
ttS'  qu'indiquent  les  fleches  ci-contre, 

fig.  lib,  il  esl  aise  de  voir  qu’il  se  developpe  au  point  \ un 
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IVutUMiieiit  dirigi!  cii  m‘iis  coiitruirc  du  inuiivemenl  de  irans- 
lalioii.  Ce  rroUcineiit , <-gal  a /Mff,  si  M esl  la  masse  de  lu 
Lille,  lend  a ralentir  a la  fuis  le  inouveiueiil  du  ceiilre  C , et 
le  inouveuieiit  de  rolaliun  autour  de  ce  point ; en  sorte  que,  si 
I'uii  desigiie  par  p la  vitesse  du  point  C,  et  par  o»  la  vitesse 
augulaire  de  la  bille  dans  sa  rotation  autour  de  ce  point , 
on  aura 

Uv  du  /MyR 

dt  ~ ’ ~di~~  ’ 

H tdant  le  rayon  de  la  bille,  el  son  moment  d’inertie 

pris  par  rapport  a un  de  ses  diametres.  Or,  on  sail  (§  3.^8) 
que  Ton  a dans  ce  cas 

2mr>==M.  J R‘: 

la  valeur  de  ^ se  reduil  done  ii 
dt 

dt  ’ u • 

£n  integrant,  on  truuve 

V — Vo  — fgt,  w = f . 

r.  et  Cl).  (Ham  les  valours  initiales  de  v et  u.  La  vitesse  c 
du  centre  de  la  bille,  cl  sa  vitesse  angulaire  ct>  autour  de  cc 
point,  vonl  continiielleineut  en  diminuant.  Bieutdt  une  de 
ces  deux  quantiles  devient  egale  a zero;  comme  le  glisse- 
ment  de  la  bille  snr  le  billard  ne  cesse  pas  encore  d’exister 
a cel  instant,  cette  qiianlite  qui  s'esl  annulee  la  premiere 
devient  negative,  et  auginente  dcs  loi's  de  plus  en  plus  en 
valeur  absolue,  pendant  que  I’autre  quantile  continue  a de- 
croitre : il  arrive  done , au  bout  de  quelqiie  temps , que 
Ton  a 

» d-  ll  Cl)  = o. 

rinslaul  oil  cette  condition  est  remplie,  le  point  le  plus 
bus  de  la  bille  est  aiiinie  a la  fois  de  deux  vitesses  egales  el 
contraires ; ce  |>oint  a done  une  vitesse  absolue  nulle,  et  par 
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ronsoqiipiit,  il  cfsso  d’y  avoir  Rliss«*infiit  de  la  bille  sur  l« 
billard;  dcs  lors  Ir  (roUcmrni  n’agit  plus,  la  bille  roule  sur 
le  billard,  et  re  ruiileiiieiil  s'efl'ectue  uiiirormemeiil , si  tou- 
telois  on  neglige  la  resislanee  au  roulement  donl  I’effet  con- 
siste  a diiniiuier  pen  a peu  la  vitessi;  de  la  bille  dans  celte 
derniere  parlie  do  son  mouvement. 

D’apres  cela,  si  nous  nous  reportons  aux  valenrs  de  r et  u 
en  foiiction  de  /,  c’esl  loreque  I’oii  aura 


Vo  “I"  b Cl)o 

~1F~ 


que  la  bille  cessera  de  glisscr  pour  conimencera  rouler.  Cette 
valeur  de  / esl  comprise  entre  les  valeurs 


Vo 


fg ' 


, Il0)o 

‘If 


o ou  w = o.  Si  ^ esl  plus  grand 


pour  lesquelles  ou  a r 

que  ; c,  s’annulera  avant  r,  et  Ic  roulement  qui  suc- 
J9 

cedera  au  glissement,  se  fera  dans  le  sens  de  la  viiesse  r,. 
t*  Ro^ 

Si,  au  contraire,^  est  plus  petit  que  s’annulera 

avant  co,  et  la  bille  roulera  en  revenanl  vers  son  point  de 

depart.  Enfiu,  sij^  est  egal  a -j  ® et  w s'unnuleront 

en  meme  temps,  et  la  bille,  au  lieu  de  rouler  dans  tin  sens 
ou  dans  Tautre,  restera  immobile  sur  le  billard. 

Dans  le  cas  general,  oil  I'axe  autour  duquel  s'elTecIue  la 
rotation  initialcde  la  bille  u’est  pas  perpcndiculaire  a la  di- 
rection (III  mouvement  de  sou  centre,  le  frottement  qu’elle 
eprouve  change  a chaque  instant  la  direction  de  ce  dernier 
mouvement,  c’est-a-dire  que  la  bille  se  meut  en  ligne  courbe. 
C'est  ainsi  qu’on  pent  se  rendre  eompte  des  effetn  quo  Ton 
prodiiit  au  jeu  de  billard,  en  donnant  a une  bille,  a la  fois 
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uii  mouvcuieiit  ilc  translation  et  mi  inuiivrnicnt  de  rulaliuii 

aiituur  dc  son  centre. 

§ 258.  houlement  d’uii  cylindre  penant  sur  tin  plan 
incline.  — Supposons  qu'un  cylindre  honiogene  descende  eii 
roulant  surun  plan  incline,  sous  la  seuie  action  dela  pesan- 
teur,  de  telle  inaniere  que  son  axe  de  figure  reste  toujours 
parallele  a la  trace  horizontale  du  plan.  La  vitessc  angii- 
laire  du  corps,  dans  son  inouvement  de  rotation  autonr  de 
sun  axe,  va  eii  s’accelerant , de  inline  que  la  vitesse  de  son 
centre  dc  gravite;  et  ccia  ne  pent  avoir  lieu  qu'autant  (|ue 
ce  corps  cprouve  dc  la  part  du  plan  unc  reaction  tangen- 
tielle  F,dirigec  cn  sens  contrairc  du  niouveincnt  de  son  centre 
dc  graviti\  Si  nous  designuns  par  M la  masse  du  cylindiv, 
par  H sou  rayon,  par  r la  vitessc  de  son  centre  de  gra\ite, 
par  CO  la  vitcssi;  angulairc  avec  laquclle  il  tournc  autour  do 
ce  point,  et  par  I'angle  que  le  plan  incline  fait  avec  I’lio- 
rizun,  nous  auroiis 

M^siiiQi  — F 

pour  la  sominc  des  projections  des  forces  exterieures  sur  la 
direction  du  mouvement  du  centre  de  gravite,  et  par  suite 
ce  inouvement  sera  diHermiiie  par  I’equation 

dr  F 

^ = ys..l,--; 

nous  auruns  aiissi  FK  ]ioiir  la  somme  des  moments  des  I'oices 
exterieures  par  rapport  a I’axe  du  cylindre,  de  sorte  que  le 
mouvement  de  rotation  autour  de  cet  axe  sera  detei  inine 
par  I'equation 

f/to  __  Fit 
ITl  Imr-' 

ou  bien,  eii  remplat'ant  le  moment  d'inertie  2imr-  pur  sa 
valeiir  MR>  (§  238), 

dco 2 F 

lit 
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r doit  ('•Ur  rgal  ii  Kw,  puistin'il  y a roiih'iiienl  du  cy- 
liiidrc  Mir  Ir  pluii : on  on  dodnil  ^ 

K 2F 

Si  = M ■ 

d’oii 


_ MjfsiiKjj 
3 

I.e  rruttoiiionl  quo  lo  oylindro  opruuvei'iiit  do  la  part  du  plan, 
s’il  glissait  an  lien  do  ronlor,  sorail  ogal  a fMg  cos® , on  desi- 
gnanl  par/lo  <;oeniciont  do  rruttoiiionl;  la  reaction  Fqiie  le 
|)laii  oxoroo  sur  lo  oylindro,  quand  il  y a siinploment  ronle- 
niont,  no  ponvant  pas^tre  superionro  a co  frottonient,  il  faut 
quun  ail 


c’osl-a-diro 


Mi^siii^ 

3 


lang^  < 3/. 

I.oi’squc  cello  condition  esl  reniplie,  lo  oylindro  roulesiir  le 
plan,  ol  I’oii  Irouve  les  valoni’s  do  r ot  w an  niuyoii  des  rela- 
tions ctablios  procodemniont,  dans  losquollos  on  roinplaco  F 

, Mjfsin® 

par  sa  valour  — 2 l . 

' 3 

Si  Ton  avail 


tang®  > :5/, 

lo  oylindro  no  ruulorail  pas  snr  lo  plan ; niais  il  glissorait,  et 
lo  rrottoniont  qu’il  opronver.iit  lo  forait  (‘galonionl  lonrner 
aulour  do  son  axo.  En  dosignant  par  F co  froltomoiit , on 
aiirait  oncoro  pour  dolorniinor  r ot  w , los  oqnations 


dv  F 


dco  2F 
MIX’ 


souloniont,  an  lien  do  chorclior  la  valour  do  F do  inanioro 
quo  Foil  ait  o = R'u , on  dovrait  supposor 
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F=/>I/7C0S!^. 

Dans  ce  qiii  iinTi'nle,  nous  a\(uis  neglij'c  la  icsislanci*  an 
roulcini'iit  a hu|noll<;  io  cyHikIi')'  esl  soninis  iicndanl  (|n'il 
roule  snr  le  plan.  Void  comint'iit  on  ponrrait  on  icnir 
romptc  r.flU*  resistance  an  I'onleinent,  <|ne  nous  poiivons 
assiniiler  a nii  couple  (§  2.55)^  n'influe  jias  ilirecieinont  snr 
le  mouYemenl  iln  ceiilre  de  gravile  du  cylindre;  en  sorte  qne, 
si  la  reaction  tangeiitielle  dii  plan  sur  le  cylindre  est  lou- 
jours  designee  par  F,  on  aura  encore 

dv  . F 

I’our  irouYcr  IV'quatiou  du  mouveincnl  de  rotation  dii  cylin- 
dre autour  de  son  axe,  nous  observerons  qne  le  moment  du 
couple  dont  il  vient  d’etre  question  peut  etre  represente  par 
kMg  cos<j),  k etant  une  quantite  qui  depend  uuiquement  de 
la  nature  des  surfaces  qui  se  touchenl ; la  sommc  des  mo- 
ments des  forces  exterieures  par  rapport  a I’axe  du  cylindre 
est  done  egale  a 

FR  — / My  cos®  : 

et  par  suite  on  a 

rfo) F R — / My cos  ^ 2 F 2 /y cos^ 

Tt  imd  R* 

En  exprimanl  ensuite  que  » est  egal  a Hw,  on  trouve  pom- 
F la  valeur 

t = y (S1U9-4-  — cos^): 

et  par  conse(|uent,  en  tenant  compte  de  cette  valeur  de  F, 
on  peut  determiner  complelement  r et  w.  On  voit  que,  si  la 
resistanci*  aii  rouleinent  n'agit  pas  directement  pour  modi- 
Her  le  inonveineiit  du  centre  de  gravite,  elle  n’en  inllue  pas 
moins  sur  ce  inouvement  en  raison  de  raugmeiUation  qu'elle 
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fait  subir  :'i  la  reaclioii  laii}j[CMlidle  I dii  plan  sur  le  cy- 
liiidrL-. 

On  vi>i(  ipic,  looqn'nii  r\lindix‘  l oulo  snt-  tin  plan  iiiHim;, 
dans  les  cii  constanccs  que  nous  vonons  d'indiqiicr,  racctdi!- 
ration  dn  inouvemont  de  son  cenlre  de  gravitc  cst  plus 
petite  que  celle  du  inouveinent  d'lin  point  inattM  iel  pesaiil , 
qiii  glisserait  le  long  de  e<*  plan  sans  en  eproiiver  de  frotte- 
inent,  et  cela  lors  in»*me  que  I’on  ne  tient  pas  conipte  de  la 
resistance  au  rouleinent.  Cela  tient  a ce  que  la  pesanteur 
diderinine  en  m^ine  temps  le  inouTcment  de  translation  du 
cylindre  le  long  du  plan,  et  son  inouveinent  de  rotation  sur 
lui-inemc.  Le  travail  developpe  par  la  pesanteur,  pendant 
que  le  centre  de  gravite  du  cylindre  descend  d’une  eertaine 
hauteur,  doit  produii'e  non  - seuleineut  raccroisseiueiit  de 
de  force  vive  de  la  masse  entiere  du  corps  suppose  con- 
centre a son  centre  de  gravite,  mais  encore  raccroisseiueiit 
de  force  vive  de  ce  corps  dans  son  inouvement  autour  de  son 
centre  de  gravite  (§§  230  et  235). 
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^ rfiflicreiillHIcw  <Im 

4e«  flaidei*.  — Lorsqu’uii  fluide  est  on  inouvemcnt  sous 
I'actiuii  do  diverses  forces,  on  pout  liii  eteiidro  la  notion  quo 
nous  avons  acquiso  relativenient  a la  pressioii  on  un  point 
quelconquo  d’nno  masse  flnido  on  oquilibro  ($  212).  Cotie 
notion  repose*  ossentiollemont,  il  ost  vrai,  sur  rhypothese  do 
la  flnidite  parfaito,  liypollioso  <pii  no  pout  pas  otre  admisi* 
oomploteniont,  qiiand  il  s'agil  d'un  fluide  on  monvoinont;  on 
oflii't  roxporionoo  prunvo  qu’il  sc  dovolopix.*  nn  oortain  frot- 
toinont  dans  lo  glissc'inont  dos  divorsos  pai  lies  d'un  fluide  • 
los  unos  sur  les  autros,  ot  quo  ce  IVotloniont  ost  d'autant 
plus  grand  que  la  vilossc  de  glisseniont  ost  ollo-inomo  plus 
grande:  mais  on  peut  rogardor  los  cliosos coinine  sc  passant 
de  la  nu>nie  inaniore  ipie  s'il  .s’agissait  d'un  fluide  parfait,  ot 
que  lo  frottemont  qui  so  de^eloppe  on  l oalito  fut  une  foroe 
oxtorieure  appliquec  aiix  divci'ses  molecules  dc  cc  flnido 
parfait. 

D’apres  cola,  on  voit  quo  Ton  pout  dislingiieV,  on  chaipio 
point  dc  I'cspace  occupo  par  nn  flnido  on  mouvoment,  ot  a 
un  instant  quolconqne  : I”  la  prossion  ipii  a lion  on  co  point, 

2”  la  masse  spocifique  du  fluide  au  m^ine  point,  3''  enfin  la 
eitesse  de  la  molecule  qui  y ost  situoo.  Si  Ton  rapportc  los 
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pusitiulis  d(‘s  (livers  points  dii  fliiide  a Irois  axes  eooidonm‘s 
recta iigidaires , la  coiinaissance  complete  de  la  vilessi;  dont 
il  vienl  dVtrc  (piestion  suppose  celle  de  ses  irois  compo- 
saiiles  »/,  If,  ,1/7,  panill(*l(*s  aiix  axes  des  x,  d(‘S  y el  des  z ; de 
sorte  (pi’eii  y joigiiuiil  la  jiression  p el  la  iiiass(‘ speciflque  0, 
cela  fait  ciiKj  quaiuili’-s  dont  oil  doit  coiinuitri^  les  valeiii's, 
pour  qiie  li>  moiivemeiil  dii  fluide  soil  coiiiiii.  Ces  ciii(| 
quantiles,  <;oiisideires  pour  1111  miime  point  de  I’espace,  va- 
rieiit  eii  giMiiM'at  avec  le  temps  /;  d’ailleurs,  a 1111  iii(‘me  ins- 
tant, elles  varieiit  aussi  qnand  on  passe  d'nn  point  de  I'es- 
pace  a nn  autre  point,  c'est-ii-dire  qnand  on  fail  varier  les 
coordonne(‘s  x,  y,  z dn  point  auquel  dies  se  rapportenl : ce 
sonl  done  des  fonclions  de  t , x,  y,  z.  Nous  allons  i»lablir  les 
I'qiiations  diflerentielles  qni  penvenl  servir  a d(■terminer  ci's 
cinq  fonclions  inconniii's. 

D'apres  le  tlieoreme  de  d’Alembert,  pour  tronver  les  equa- 
tions dn  moiivemcnt  d'nn  systeme  mauiriel  quelconqne,  on 
|K‘iit  exprimer  qn’il  y a (•qiiilibre  eiilre  les  forces  qni  Ini  sont 
appliqnees  et  les  forces  d’inertie  de  ses  difTiM’ents  points. 
iNoiis  ponvons  domt  ici  nous  appuyer  snr  la  Ihi^orie  de  I’l*- 
qnilibri'des  fliiides,  pour  tWablir  les  (Equations  qne  nous  cher- 
clions.C.onsidtTons en  partienlier  tine  mol('>cnle  sitm'-e  an  point 
dent  les  coordoniK-es  soiitx,  y,  z;  di'sigiioiis  par 
les  priijeelions  de  son  aecc'di^ration  tolale  snr  les  irois  axes, 
et  par  X,  Y',  Z les  trois  projections  de  racctdenilioii  tolale 
qiie  Ini  commnniqnerait  la  rf^snitante  des  forces  exterieures 
anxqnelles  elle  i*st  soiimise,  si  die  (5iait  libre.  Xous  devons 
expriiner  qne  I'equation  difft*rentidle  (A)  dn  § 21A  esl  sa- 
tisfaite  qnand  on  y remplace  X,  Y,  Z par  X — j,  \ 

Z — j t ; on  bien,  ce  qni  revient  an  mi'me,  qne  la  fonction  p 
salisfail  anx  trois  i'‘qnations 


KeTaripioiis  inaintenani  (|ue , pendant  le  leiii  ps  < . , 
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cuordoiinpes  x,y,z  de  la  inoUicule  qiie  nous  considerous 
s'accroisseiit  de  udt,  n,dt,  uidt ; et  que  par  consequent  I'ac- 
croisaement  qu’eprouve  la  composantc  u de  sa  vitesse  a |Kiiir 
valenr 


du 

dt 


, du  , du  , du  , 

dt  j-  udt  -h  ~r  Uidi+  -j-  u-tdt  : 

dx  dy  dz 


on  aura  done  pour  la  composante  j de  I’acceloraiion  lotale 
de  cette  molecule 


dt 


du 

di 


du  . du 
dy  dz  ' 


Si  Ton  delerinine  de  ineine  les  valeui’s  de  j,,  el  y j,  et  que  Ton 
substitue  les  resultats  aiiisi  obteiius  dans  les  equations  dif- 
ferentielles  precedcutes,  on  trouveni 


I dp  _ du 

(‘dx  dt 

idj^ Y 

p dy  ~ dt 

dp  _ 

(dz~  dt 


du 


du 


u ~r  — ut  K 

dx 

du, 

“ J 

dx 


dui 

'm 


dy 

du, 

W 

dm 


du 

Tz ' 

du, 


Ma 


dui 

dz 


(«) 


A'ous  avons  done  deja  trois  equations  auxquelles  doivent 
Eatisfaire  nos  cinq  ronctions  inconnues  p,p,u,  u,,  ui. 
Voyons  comnient  nous  pourrons  en  ironver  deux  antn‘$. 

Nous  (ibserveruns  d’abord  que  la  masse  specifiquc  p est 
necessjiirement  lice  anx  vitesses  n,  ?/j  des  diversi’s  mo- 
lecules , independamment  de  tonte  consideration  des  forces 
qui  Icursontappliqnees.  KnelTet,  si  Ton  connaissaitt/,  u,,ui, 
en  fonction  de  x,  y,  2,  et  t,  le  monvement  de  la  masse  fluide 
serait  completcment  connu  ; on  pourrait  savoir  oil  sont  si- 
tnees  a nn  instant  qnelconqne  les  diverses  moUknles  qui 
ocenpaient  primitiveiiK'iit  des  positions  doniiees ; on  pour- 
rail  savoir  en  particulier  (pielles  sont  les  molecules  (|ui  s<- 
tronvent  a ret  instant  a I’interieur  d’nn  (•lenient  qnelconqne 
de  volume,  et  par  eonsi'qiient  ipielle  est  la  masse  tolale  du 
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flu'ult*  coiiUmiu  (Ians  ('(>1  elinncnl  : dune  un  pourrait  eii 
eonelnre  la  valenr  de  la  masse  spcValicine  du  fluide  relative 
an  point  d(?  respaeouii  cel  el(‘menldc  volume  est  place.  Pour 
li’iiuviu  la  relation  (pii existeentre  u,  elp,  consid(‘i'ons 

le  flnide  contenu  an  bout  du  temps  t , dans  un  parallelipi- 
pede  rectangle  donl  les  ac(’‘tes,  paralleh‘s  aux  axes  coor- 
dunm-s,  aient  pour  valeurs  Ics  (|uantit(‘S  inliniment  petites 
r,,  voyons  ce  (lu’est  devenu  ce  flnide  a la  fin  du  temps 

I t <h,  cn  vci  tu  du  d«‘placemenl  de  si's  diverses  molecules, 
et  exprimons  (|ue  sa  masse  est  la  im'nne  dans  les  deux  cas. 

II  est  aisc  de  vuii'  (pie  le  fluide  dunt  il  s*agit , aflectant  la 

rurme  d'un  pai'allclipip<l‘de  rectangle  a la  fin  du  temps  /, 
ponrra  elre  iegard(j  comme  ayanl  encore  la  forme  d’un  pa- 
rallelipi|)ede  a la  tin  du  temps  / + <//;  (pie,  les  angles  de  ce 
nouveau  parall(Mipip('‘de  faisant  entre  ellos  des  angles  dont 
cliacnn  difl'ere  inliniment  peu  d'nn  angle  droit,  son  volume 
ne  diffiM  c du  produil  de  si's  trois  aretes  (jiie  d'une  (piantitii 
inlinimcnt  petite  dn  second  ordre  par  rapport  i lui-m^me, 
en  sortc  qu’on  pent  le  consid(*rer  comme  *Hanl  egal  a ce 
produit ; enfm  ({iie,  par  nii(‘  raison  semblable , cliacune  des 
airtesdn  nouveau  parall(di|)ipede  pent  elre  regardec  comme 
egale  ii  sa  projection  sur  I’axe  coordonne  avec  leipiel  elle 
fait  un  angle  infiniineiit  petit.  Diisignons  par  x,  y,  z les 
ciKirdunnees  du  sonimel  du  paralUdipipedc  primitif  qni  est 
leplus  voisin  de  I'origine  des  cuordonimes;  de  sortc  que  Ics 
coordonmies  dn  sommel  opposi':  soienl  y 4-  r,,  z~i~^. 

Pendant  le  temps  <//,  x s’accroil  de  ud/;  x -i  s'accroit 

done  de  p ? ^ j tit , et  jiar  suite  I'arete  dn  paralb’lipi- 

p(‘d(;  (pii  (‘tail  parallele  a I'axe  des  x a la  tin  du  temps  /,  et 

(pii  avail  pour  vab'iir  £ s’accroit  de  £ dt  I.e  volume  dn 

paralbdipipcile  dont  il  s’agil  dcvii'iit  done  ('-gal  a 
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u la  fin  dll  tonips  t + r//.  Si  nous  miiltiplions  le  voltinio  pri- 
inilif^rSde  ce  parallelipipodc  par  la  masse  siiecifiqiie  p 
qui  correspond  an  temps  / et  an  point  doni  les  roordonnees 
sont  X,  y,  s,  nous  aiirons  la  masse  dti  fliiidi*  I'enrerme  dans 
ce  volume  a la  (in  du  temps  /.  En  miillipliant  de  meme  le 
nouveau  volume  dont  nous  venons  de  troiiver  I’expressioii, 
par  ce  que  devient  p lorsqu'on  y fait  cieltre  / de  dt,  x de 
udt,  y de  Ufdl,  et  z de  u^dt,  e’est-a  dire  par 

p + rff  + udi  + ^u,dt-{-^  ut  dt , 
at  tlx  ay  uz 

on  aura  la  masse  du  nu^me  fluidc  considere  a la  (in  du  temps 
/ f-  dt.  Ces  deux  masses  devani  etre  «'*gali*s,  on  en  conclui 
facilement  la  relation 


que  Ton  pent  meltre  sous  la  forme  plus  simple 


do 

dt 


pM  <^p“l 
^~dF  dy 


o. 


{!') 


Outre celte  equation  [h),  nous  pouvonsen  (roiiverune  autre 
qui  nous  sera  fournie  par  la  natun*  du  fluide.  S'il  s'agit  d'uii 
fluide  incompressible , liomogene  oti  heti'-rogene , la  niass<> 
specifique  d'ltnc  portion  inlinimeut  petite  ipu-lconqiie  du 
fluide  resiera  toujours  la  mi'me , de  quelque  mani^re  que 
celte  portion  du  fluide  se  deplaee  : done,  d’apres  ce  qui  pre- 
cede, on  aitra 


do  . do  . dp  dp 

-E  M ^ + M.  / -I  -f  = o, 

dt  d.v  dy  dz 


el  par  suite  IVquatioii  (/>'  se  rediiira  a 
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hUb 


du  dill 
d.r  ^ di/ 


dui 

dJ 


0. 


S’il  s’ngit  d'un  fluidr  <‘lusiiquo,auqiu‘l  la  loi  de  .Mitriolte  soil 
applicable,  on  aura 


p = /.  rj  , 

k ctani  iin  coolliciciil  constant.  Kn  general,  la  cunnaissanee 
de  la  nature  dn  lluide  ronrnira  line  I'elalion  entre  la  masse 
speeilique  o et  la  pi  ession  p que  cette  masse  s|MW  itiqiie  per 
met  ail  fluide  de  supporter,  et  cette  relation,  dont  les  deux 
exeinples  que  nous  venous  de  eiter  (o  = constante,  p=  k^) 
ne  soiit  que  des  cas  partieuliers,  etant  jointe  aux  equations 
(rt),  (A),  completera  le  systeme  d'eqiialions  necessaires 
pour  determiner  les  incunniies  p,  o,  »/,  m, , mj,  en  fonetion 
de  t,  X,  y,  z. 

L’inti'gration  de  res  (‘qiiations  dilTerentielles  introdiiira 
des  runctions  arbitraires  qni  devront  I'tre  deterniinees  d’a- 
pres  les  circonstanees  iliitiales  du  inoiivemeiit,  et  aussi  d’a- 
pivs  les  conditions  dans  les(|iielles  se  trouvi;  la  surface  du 
fluide  consideri’*,  qiii  pent  si'  mouvoir  le  long  de  parois  fixes, 
on  bien  eprmiver  siir  sa  surface  libre  des  pressions  cons- 
taiites  on  variables,  siiivant  des  lois  donnees. 

II  est  a peine  iiecessaire  d'ajoiiter  ipie  les  qiiatre  tlieo- 
remes  gi'iieraiix  deniontres  dans  le  premier  chapitre  de  ce 
livre  sont  applicables  an  iiiouvenient  d'une  masse  fluide 
qiielconqne  ; et  que,  toiites  les  fois  que  leur  application 
poiirra  siillire  pour  arriver  aux  resultats  que  Ton  clierche, 
on  devra  sen  contenter,  sans  recourir  aux  (‘qiiations  dilTe- 
rentielles qiii  viennent  dVtre  etablies. 

^ 2t)0.  .Mouveiiient  perniiiRent  d'Hii  flalde.  — Lors  • 
(|ue  le  mouvement  d'un  fluide  est  tel  que,  pourcliaqiie  point 
de  I'espace  dans  lei|uet  le  fluide  se  meiit , les  cinq  qiianli- 
tes  />,  Cl,  II,  It,,  Hi,  conservent  constaniment  les  nienies  va- 
ieiirs,  ces  qiiantites  iie  ebangeant  ipie  qiiaiid  on  passe  d'nn 
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puilil  u nil  aiitn*  tit*  doiil  il  s'agit , un  dil  qiic  It- 

moiivi‘iii)‘m  dll  fluid)'  rsl  yenuaiieHl.  Pour  doiiiu-r  iiii 
rXA'inpIo  df  o*  "cim'dc  niouvi'iiii'iil,  on  pi-nt  ciu-r  li-  nioim— 
iiiciil  di'S  < an\  dans  Ics  lli  iives  » i ks  l ivii'i'c  s ; k*s  rircoiis- 
taniros(|ui  i-ararlt-riscnl  Ic  inunvcmenl  perniuiii'iit  s'y  troiiM'iil 
ali  i's-pcii  pri'S  rcalisecs.  Daiisun  pareil  nionvi'mi'iil,  ciiaquc 
molecule  iie  ) oiis<'rve  pas  nccessairenienl  la  nn-ine  vitess«'; 
mais  les  divei'ses  inulecule.>  qui  vienneiil  snei-essiveiDeiil 
passer  pur  un  iiu-mc  point  de  I'espace  y preiinent  des  vi- 
lesses  de  iiieuie  grandeur  et  de  nieme  direction.  II  est  aise 
de  voir  que  toutes  les  molecules  <|ui  vieunent  ainsi  passer 
par  un  mi'ine  point  de  I'espace  se  snivent  ronsiamment , ct 
parcourent  lontcs  la  nn'me  traj)'cloire ; rensenikle  de  ces 
molecules,  reparties  le  long  dc  leur  trajectoire  commune, 
constilne  ce  qii’on  iiomme  nn  file!  du  fliiide  cii  monvement. 

D'apres  la  definition  mi^nie  du  moiivemenl  permanent,  les 
derivees  partielles  des  quantiles  p,  u,  w,,  U;,  prises  par 
i-apport  a t,  sunt  tontes  nnlli's.  ties  cinq  qiiantites  nc  sont 
foiiclion  que  des  trois  variables  independantes  x,  y,  z.  II  en 
resulte  une  simplification  notable  dans  k-s  e<|natioiis  qiii 
servent  a les  determiner. 

§ 261.  EeonleNieDt  permaneut  d'nn  li<|ttide  pesaal 
par  aa  ariier.  — Snpposons  qn'nn  vase  renrerme  un  li- 
quide  |iesant , et  qn'nn  orifice  de  petites  dimensions  suit 
pratique  dans  la  paroi  du  vase,  de  telle  sortc  que  le  liipiide 
puisse  s’l'conler  en  li*  traversant.  A parlir  de  I'instant  oil  I'l^ 
coulement  commence,  le  liqnide  sort  avec  ime  vitesse  qui 
crolt  assez  rapidement;  bientdt  cette  vitesse  d'ecoulemenl 
cesse  d'augmcnicr,  el  si  le  niveau  dii  liqnide  est  enirelenn 
constant  dans  le  vase,  par  nn  moyen  (|nelcuiiqne,  le  monve- 
ment devient  permanent.  iVous  allons  nous  proposi'r  de  de- 
terminer la  vitesse  avec  laqnelle  k'  liquid)'  soil  dn  vase, 
lui  sque  la  permaneix'e  du  monvement  a ele  ainsi  idablie. 

Nous  admeltrons  qne  I'orifice  est  |k'1c)'  dans  une  |>aroi 
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sa«!4  EpaisMMir,  pour  no  pas  avoir  ii  teiiir  compto  de  I’in- 
niK'iK'f*  i|ue  la  surface  iiiterieure  d’liii  orifice  pratique  dans 
line  paroi  i‘paisse  pent  exercer  sur  I’ecoulemciit  du  liquide; 
nous  admcl Irons,  en  outre,  (|uo  les  moUVules  liquides  tra- 
verseut  I'orilice  avec  des  vilessos  •'•<jales,  dirigees  toiites  pcr- 
peiidiculairemeiit  ail  plan  de  I'orifice ; enlin  nous  siippose- 
rons  qiie  la  surfaia*  libre  du  liquide  daus  le  vase  a uiie  eteudue 
tres-grande  par  rapport  a I'elle  de  I'orilice  d'ecoulemcul,  de 
sorte  que  le  niouvemeiit  descendant  des  nioliVules  qiii  se 
Irouvent  pres  de  celte  surface  libre  a iin  instant  qiielconque 
s’elfectiie  avce  une  vitesse  tres-petile. 

A])pli(|uoiis  le  llu'-oreine  des  forces  vivesau  inouvenient  du 
liquide  pendant  un  idemeut  de  temps  dt.  Si  nous  designons 
par  II  la  vitesse  avec  laquelle  les  divcrses  inoUkiiles  traver- 
snil  I’orilice  de  sortie,  par  m I’aire  de  eel  orifice,  et  pai’  p la 
masse  spcciiiipie  du  liquide,  nous  aiirons  com//  pour  I'ex- 
pressioii  du  volume  de  liquide  sorli  peiidaul  le  Icmps  dt , et 
par  cousi-queut  o'tiiidt  pour  I'exiiressiou  de  sa  masse. 
Cousidt'-roiis  le  liipiide  qui  etait  conteuu  dans  Ic  vase  au 
conmieuccmciit  du  temps  <//,  enire  la  surface  libre  a laquelle 
il  se  lermiue  vers  le  hunt  et  le  plan  de  Torilice  de  sortie ; et 
voyoiis  ce  qu'est  dc'venu  ce  liipiide  a la  fin  du  temps  dt. 
I’eiidanl  le  temps  iufinimeiit  petit  donl  il  s'agil,  uii  volume 
r,iiidt  de  liipiide  traverse  I’orilice ; en  meme  temps  les  mo- 
lecules quietaicut  d’abord  sur  la  surface  libre  s’abaissmil  de 
mauitue  a parcourir  dans  leur  ensemble  uii  espacc  ayant 
egalemenl  pour  volume  cone//,  puisque  le  volume  total  du 
liquide  ipie  nous  considerons  iie  cliauge  pas.  .Si  nous  com- 
parons  les  conditions  dans  lesipielles  se  trouve  ce  liquide  au 
commciiceim  lit  et  a la  ♦fin  du  Icmps  <//,  nous  venous  qn’ii 
CCS  deux  instants  il  se  compose  d'une  partie  commune, 
comprise  eutre  le  plan  de  I’orilice  et  la  surface  sur  laquelle 
sont  venues  se  placer  a la  (lii  du  temps  dt  les  molecules  qui 
etaient sur  la  surface  libre  au  comuiencemeni  de  ce  temps; 

3.’>. 
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tie  plus,  les  lUdlecules  placees  de  la  ineiiie  maiiiert*,  tians, 
eelle  pailie  emnmime,  soul  aiiimees  ties  meiiies  vilesses 
(Ians  lo  ileiix  eas,  puistpie  le  uiouvenieiil  esl  suppose  per- 
manent : (lone  raceroissemenl  tie  la  foire  vive  tin  Uqnide 
lout  entier,  pendant  Ic  temps  t//,  se  rtkluil  a la  dilTerenee 
i|ui  existe  entre  la  foire  vive  dii  liquide  de  vtdume  wi/t/Z 
tpii  traverse  roriliee  pendant  ee  temps,  el  la  foretMive  d'liiie 
quantile  de  liquide  tie  meme  volume  prise  immediatement  au- 
dessoiis  tie  la  surface  libre.  .Mais  eelle  deriiiere  fort  e vi\e 
pent  (‘‘ti  e lU'gligee,  puisquc  nous  admettons  qiie,  |»irs  de  la 
surface  libre,  le  liquide  descend  tres-leiilemenl  : on  aiiia 
done  simplemeiil 

^t^udi  X u- 

ponrraet’roissemeul  de  force  vive  dontil  s'agit. 

I.e  travail  dt;  la  pesanleiir,  dans  le  mouvemenl  ipii>  nous 
etiidinns , pent  s’obteiiir  faeilcmenl  tb;  la  maniert*  suivaiiii*. 
Observons  qile  le  centre  de  graviu-  tin  liipiide  lout  entier 
que  nous  considerons  eprouverail  b>  meme  deplacemen l 
pendant  le  temps  dt  ,s\,  an  lieu  que  tout(‘s  les  moli'-ciiles  de 
ce  liquide  se  melteiit  eii  mouvemciit  pour  se  rapprocliiM'  de 
rorifiee  de  sortie,  il  u’y  avail  (ju’une  tranche  inliniment 
mince  de  volume  qui  passal  de  la  surface  libre  a IViri- 
iice,  le  resle  dii  liquide  ne  cliangcanl  iiiillement  de  position  : 
le  travail  d(‘  la  pesanleiir  sur  le  liquide  lout  entier,  pendant 
le  innps  dt , pent  done  s'obtenir  en  mnllipliant  le  poids 
ogutudt  de  celte  Iranelie  par  la  dislann*  h tin  centri' de 
graviti-  d(‘  I'orifice  de  sortie  an  plan  liori/.oiital  qui  forme  la 
surface  libre  dii  liquide  dans  le  vase  (g  17.1). 

Le  liquide  n’l’-tant  soumis  qu'a  raetion  de  la  pesantiMir,  et 
le  frottemenl  que  ses  molecules  ('prouvent  dans  leiir  glisse- 
ment  les  tines  sur  les  aiitres  el  sur  les  patois  dii  vase  (daul 
n(■•glig('‘,  on  aura,  trapiTS  le  tlieoreme  ties  forces  vives, 

'j'iitidt  X «’=  2. X II  i 
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fl’oii  I’oii  lire 

u = y 2y/i. 

Telle  esl  la  vilessc  avee  la(|uclle  s’en’ertue  reeoulemeiii  per- 
iiiaiient  dii  li(|iiide  a travels  I’orilice,  dans  les  cireoiislances 
oil  nous  nous  soniines  places.  On  voit  ipie  cetle  vilesse  cst 
preciseiiienl  celleqn’acquerrait  nil  corps  pesant,  en  tonihant, 
sans  vilesse  initiale,  d’line  hauteur  e<jalc  a A. 

Si  Ton  supposait  quo  le  liquide  IVit  souinis  a une  nienie 
pression  exterieure  sur  la  surface  libre  et  a Torifice  d’ecou- 
Icineiit,  comnie  cela  a lieu  a tres-peii  pres  loi'sque  rreoule- 
ineiit  se  produit  aii  milieu  de  noire  atmosphere,  on  arriverait 
encore  au  immie  resiillal  : celle  pression  ipii  s’exeicc  de 
pai’t  et  d’autre,  et  qiii  s’equilibrerait  d’elle-in«‘*ine  snr  le  li- 
ipiide  suppose  iinniobile,  ne  donne  lieu  qu’a  un  travail  nul 
dans  le  mouvement  dont  ce  liquide  est  animi^  de  sorte  quo 
la  Vitesse  d'ecoulement  n’en  depend  en  aiicune  maniere. 

Le  volume  du  liquide  qui  sort  du  vase  pendant  le  temps 
Ht  etanl  egal  a wudt , le  volumi!  du  liquide  qui  s’econle 
pendant  I’unite  de  temps  a pour  valeur  wm  ou  wv''  2</A  : 
c’est  ce  qu’on  nomme  la  depetue.  L’expib’iencc  montre  qu’il 
ne  s’ecoule  pas  reellement  une  quantile  de  liipiide  aussi 
grande  que  celle  qu'indiipie  celle  formule ; la  depente  effiec- 
tire  n’esl  guereque  les  0,C2  de  la  depente  the'oriqne  dont 
nous  venous  de  trouver  rexpression.  Cela  tienl  a ce  (|uc  les 
molecules  li(|uides  qui  traversenl  rorilice  de  sortie  ne  sc 
meuvent  pas  suivant  des  directions  paralleles;  les  filets  li- 
quidcs,  a rinterieiir  du  vase,  convergent  de  tons  edtes  vers 
I’orilice,  el  celle  convergence  ne  disparail  compbTement 
(|iie  lorsipie  les  molecules  out  deja  parcouru  une  certaine 
distance  en  dehors  du  vase  : la  veiiic  liquide,  en  un  mot,  s<‘ 
contractc  it  parlir  de  I’oriflce,  au  lien  d’etre  cylindiiqiie 
comme  nous  I’avions  suppose.  Mais,  s’il  est  inexact  de  rai- 
soniier  comme  nous  I'avons  fait,  toute  inexactitude  disparait 
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(Ml  rcMiiplni,‘anl  I’orilice  dc  soi  lic  pai-  la  siMHioii  coiUnictw 
de  la  voiiic,  c’esl-a-diie  par  la  soclion  faite  dans  ccUe  vdiK* 
au  point  oil  Ics  lilels  liipiidos  sonl  dcvi  nus  seii^iblciiMMil  pa- 
ralleles  entieeux.  Ainsi,  c(‘  qu'il  y avail  dc;  diifeotucux  daiih 
notrc  tiypolhcsi!  ii’influc  pas  stir  la  vilesso  d Vcoiilement,  qui 
a bien  reelli’inent  pour  val(>ur  V ^gh ; cola  n’a  d’iiifliieiu'c 
quo  sur  la  valcur  de  la  dispense,  qui  doit  elrc  regards 
ruiiime  (*gale  a fj>\' ^gh , w (itaiit  I’aire  de  la  section  con- 
tract(*e  de  la  veine,  et  non  pas  Tain?  de  rorilice,  comme  nous 
I'avions  trouve  d'abord. 

Si  rorifice  est  muni  d'nn  ajutage  cylindrique,  et^si  ie  li- 
quide  travei’se  cet  ajutage  en  coulant  le  long  de  ses  parois, 
les  circonstanccs  de  IVcouleinenl  ne  sont  plus  les  miMiies 
qiie  prcit^i'deinnient.  La  veine  liquide presenie,  imniediatenieiit 
apres  sa  soi  tie  de  I’orilicc,  ia  forme  cylindrique  ipie  nous 
lui  avioiis  attribuee  tout  d’abord  ; i'aclion  de  I'ajutage  fait 
complc'lenienl  disparaltre  la  convergence  des  filets  liquides 
aussitiit  qu'ils  penetmit  a sou  inUM'ieur.  Dans  ce  cas,  la  d(‘- 
pense  doit  lu’cessairement  (*tre  oxprini(*e  paroDMjU  (itaiit 
I’aire  de  I’orilice ; on  bien  par  (iiv  2gh,  si  la  vitese  w a 
pour  valeur  V -Igh.  L’e\p(?rience  indique  encore  que  la 
d('pense  effective  est  plus  petite  que  la  depense  theiorique 
laiigh,  el  qu’elle  n'en  est  que  les  0,82.  Cela  tieni  a ce 
que  la  vitesse  d’f-coulenienl  du  liquide  est  infericure  a v ^gh  ; 
la  prt^sence  de  I'ajutage,  en  obligeant  les  filets  liquides  ipii 
etaient  convergents  dans  le  vase  a devenir  brusqueinent  pa- 
ralleles  des  qu’ils  traversiMit  I’orifice,  occasioime  une  |WM’te 
de  fon;e  vive  qui  se  inaiiifeste  par  une  diminution  dans  la 
vitesse  d’ecoulement  du  rnpii^e.  Si  nous  dc'signons  par  u li‘ 
rapport  de  la  d(*pense  effective  a la  depense  tluiorique,  ra|>- 
port  que  Ton  dcisigne  souveut  sous  le  noiii  de  coefficietit 
de'petiie,  la  depense  effective  aura  pour  cx|)ression 

fAwviy/i, 
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el  la  vilesse  u avec  laqiielle  le  liqiride  s’ecoiile  sera  ej^ale  a 


[/■s/igh  = y/2  j.fi’/i. 

Aiiisi  la  vilesse  (recuulenicnt «/  osl  celle  avec  iaquolle  le  li- 
qiiidc  eoiiierait  a travel’s  uii  ori6ee  perct’  eii  mince  paroi,  si 
la  hniileiii'  de  la  surface  libre  du  liquidedans  le  vase  au-dessus 
dll  eeiilre  de  gravite  de  I’orilice  eiail  u’/i.  La  liaiileiir  doiit 
il  s’agit  elaiil  cm  realile  h,  on  veil  ipu’  I'ajiilage  cyliiidri- 
qiie  a pour  elfel  de  reiidi’e  eumpledeiiieiit  iiiiilili*  la  purlioii 
h — u’/i  de  eette  hauteur;  h — u’A,  ou  ce  qui  revieiil  an 

menie  ^ — ij,  est  ce  qu’on  nomine  la  perte  de  charge 

due  a I’ajiitage  cylindrique. 

§ 262.  Kcoaleinent  permaneiil  d'nn  g;ai  par  an 

•riiiee.  — Supposons  qu'un  ga/.,  conleiiu  dans  uii  resenoir, 
secoule  en  dehoi’s  niiiqueinent  en  vertu  de  sa  force  expan- 
sive, par  iin  orifice  de  petites  dimensions,  pratique  dans  line 
paroi  mince  de  ce  reservoir;  et  qiie,  la  pression  iiitcrienre 
et  la  pression  exterieure  elant  enlrelenues  conslanles,  I’ecou- 
leinent  soil  devenu  permanent.  Nous  allons  ehercher  a de- 
terminer la  vilesse  avec  laqnelle  le  gaz  traverse  I’orilice. 

Soil  '<)  faire  de  I’orilice,  cl  u la  vilesse  que  possede  une 
molecule  de  gaz  lorsqn’elle  le  travei’se,  vilesse  que  nonssiip- 
poserons  etre  la  ineine  pour  loiiles  les  molecules,  el  doni 
nous  regarderons  la  direelion  comine  (‘taut  perpendiculaire 
au  plan  di“  I’orilice.  IVndant  le  temps  dt,  il  sorlira  du  re- 
servoir UII  volume  de  gaz  egal  a arndt , el  la  masse  de  ci* 
gaz  aura  pour  valeur  »/<// , p etanl  la  masse  specifique 

du  gaz  donl  il  s'agil,  dans  les  circoiistauces  oil  il  sr*  trouve 

• 

il  sa  sorlie  du  reservoir.  Designons  par  P la  pression  qui  esi 
eniretenue  constante  dans  le  reservoir,  on  an  moins  dans 
loutes  les  parlies  qui  iie  sunt  pas  tres-rapprochees  de  I'ori- 
flce  ; et  par  P'  la  pression  constante,  dans  I'espacc  oil  se 
rend  le  gaz  ii  sa  sortie  du  reservoir  : P’  est  n^essairement 
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plus  petit  que  I*.  Si  nous  piviiuiis  Ic  <pii  tr.ivom*  ruri- 
fice  peiidiiutli'  temps  dl,  ot  doiit  Ic  volume  estaloi-s  uiudt, 
etque  nous  mnontions,  par  la  peiisee,  ii  toutes  les  positions 
que  ce  gaz  a oeciqx'es  auterieuremeiit,  a divei's  insUiiits  idoi- 
gnes  les  uiis  ties  autres  tiu  meme  iiitervalle  tie  temps  dl , 
nous  vciToiis  sans  peine  que  ces  positions  tie  se  penelrent 
pas,  tnais  qu’elles  soiit  eoiitigues  les  uiies  aii\  autivs;  nous 
veiTous.  de  plus,  que  I’ensemble  de  ees  positions  suecessives 
de  la  (piantite  inliniment  petite  de  gaz  tpie  iiouscunsiderons, 
roniie  uue  masse  ga/ense  totale  eompletement  identitpie 
avee  le  gaz  tpii  e.viste  a tin  instant  donne  dans  la  portion 
du  reservoir  a laquelle  eom'spondent  ees  diverses  positions 
suceessives.  l>e  gaz  renferme  dans  le  reservoir  se  trouve, 
par  la,  divise  en  nut!  intinite  de  parties  inliniment  petiles, 
de  iiu^ine  masse,  dont  ehaeuue  viciit  prendre  la  place  de 
celle  qui  est  immediatement  a cote  d’elle , pendant  le 
temps  di. 

Si  nous  considerons  uue  de  ces  portions  inliniment  peti- 
tes  du  gaz,  situce  assez  loin  de  I'orifici*  pour  que,  dans  tons 
ses  points,  elle  soit  soumise  a la  pression  P,  nousvoyons  que 
cette  portion  do  gaz  vient  successiveineiit  prendre  la  place 
de  toutes  les  autres  portions  de  meme  masse  qui  setrouvent 
entre  elle  et  I’orilice;  que  son  volume  s’accroit  pen  a pen,  a 
mesuir  tpi'ellt*  a a snp|>orter  nne  pression  plus  faihle,  jus- 
tpi’a  devenir  egal  a w »/<//,  a I'instant  oit  elle  traverse  I'ori- 
lice,  et  oil  ellt;  n’est  plus  soumise  qu’a  la  pression  P' ; et 
»iu’en  meme  temps  les  vitesses  de  ces  diverses  moU'-cnles , 
tres-petites  d'aliord , vont  en  angmentant , jiiMpi'a  devenir 
egales  a u.  Preuons,  a uu  instant  qnelcumpie,  la  totalite  du 
gaz  couteiiu  dans  I’espace  iihcmii,  fit/.  1 19,  qne  cette  por- 
tion inliniment  pc*tite  parcoiirt,  depuis  la  position  aht  n'b'v, 
oil  elle  snpporte  la  pression  P,  jiisipi'a  I’oriliee  de  sortie  mo  ; 
et  appliquoiis-Ini  le  tlieorenie  des  forces  vives,  pendant  le 
temps  iiiliniment  petit  rf/.  t>  gaz  total,  iMaiit  coiisidere  dans 
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los  driix  posiliuiis  ahvuui,  lih'c'm'ii’,  )|n'il  ik;«'ii|K!  an  coiii- 

nurncenii'iitcla  la  liii  du  U'liips 
dt,  conliLMidra  evideiiiiiK'iil 
iiiiepurtic  commune  db’c’mn, 
dont  Ics  dilTerenls  points  an- 
ront  nne  mt*me  vilesse  dans 
les  dcnx  cas,  en  vertn  de  la 
pennaneiicc  dn  monvemeni ; 
ractToissement  desa  force  viv(> 
pendant  ie  temps  dt  se  reduira 
>i’  done  a I'exces  de  la  force  vive 
dn  }^az  mnm'n  qni  a traverst* 
Kitf.  i!9.  I’orifice  pendant  c(^  temps,  sur 

(;elle  dn  <ni>sse  , qni  occnpait  la  position 

nhc  dh'e  an  commencement  dc  cc  temps  dt.  Si  nous  negli- 
geons  celte  derniere  force  vive  de  la  conclie  gazense  ahc  a'h'c, 
dont  Ics  differents  points  ne  sont  animes  que  d’nne  tres-pe- 
tile  Vitesse,  nons  anrons  simplement  la  force  vive  du  gaz 
mil  m'li',  c’est-a-dire 

yjitidtxd, 

pour  raccroissement  de  force  vive  du  gaz  total  abcmn  pen- 
dant le  temps  dt. 

Kvalnons  mainlenant  la  somme  des  travanx  developpes 
pendant  le  temps  dt  par  les  foi'ces  (pii  agissenlsnr  lesdiver- 
ses  pai'lies  dn  gaz  total  iibcmii.  (’es  forces  se  rednismit  anx 
actions  repulsives  qni  s’exei’ceiit  entre  les  diverses  mole- 
cules dn  gaz,  et  anx  pressions  (pi’il  eprouve  anx  dilTerents 
points  de  sa  surface,  pnisqne  nous  snpposons  qu(!  I’ecoide- 
ment  est  nniqnement  dn  a la  force  expansive  de  ce  gaz,  et 
par  constMinent,  (pie  ses  mulecnies  ne  sont  soumiscs  a an- 
cnne  Idrix!  exterieure,  telle  que  la  pesanteur.  Pour  tronver 
le  travail  dn  anx  pressions  (pie  le  gaz  ('•prouvc  sur  sa  sur- 
face, considerons  d'aixird  la  pression  1’  (pii  s’exerce  dans 
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lous  les  poinls  dc  lu  suiTace  abc.  Soil  a uii  cldnieiil  de  oelle 
surface,  et  e l epaissenr  de  lu  coucIk!  ahra’h'e  pres  de  I’ele- 
menl  a;  Ptj  esl  la  pression  supporli-e  par  cel  elemeiil,  el 
Poe  esl  le  travail  (|ue  produil  eelle  pression  ('■lenienlaire 
peiidanl  le  letups  dt,  pendaiil  leqiiel  la  surface  iibc  vieiil 
se  placer  cii  a'b'c  ; done  le  iravail  du  a la  pression  P,  <|iii 
s’exerce  sur  lonle  la  surface  abc,  esl  (‘gal  ii  c’esi- 

ii-dire  (^gal  aii  produil  de  P par  le  volume  de  la  eonche  ga- 
7.CUSC  abc  a'b'c'.  On  irouverail  de  immie,  (|im!  le  Iravail  dn  a 
la  pression  P s’exen;anl  sur  la  surface  tnii , pendanl  (pie 
celle  suiface  passe  de  mn  en  m'li',  esl  (>gal  au  produil  de  P' 
par  le  volume  tnntn'n'.  Mais,  de  ces  deux  travaux,  leprc- 
Hiiei'  esl  posiiif,  el  le  second  est  ii('‘galif;  d’ailleurs,  leiirs 
valcurs  absolues  soul  egales,  puiscpie  abca'b'c  el  uinm'n' 
soul  les  deux  volumes  que  prend  unc  meme  masse  de  gar., 
sous  les  pressions  P el  1*',  el  que  ces  volumes  soul  eii  raison 
invei'se  des  pirssions  P et  P',  d'aprcis  la  loi  de  Marioltc : 
done,  la  somme  des  travanx  (hiveloppes  par  les  pressions 
que  le  gar.  abemn  supporle  sur  lonle  sa  sui  face,  pendant  le 
temps  dt,  est  egale  a ze-ro. 

II  ne  nous  rcsle  plus  qua  d(derminer  le  ira\ail  d('•velopp('• 
par  les  actions  moUiculaircs,  dans  le  gar.  dont  il  s'agit,  pen- 
dam  (pi’il  passe  de  la  posilion  abemn  a la  position  a'b'c' ni  n . 
Mous  observerons,  pour  cela,  que  ce  travail  total  est  (‘gal  a 
la  sonmu‘  des  travaux  dns  aux  l'orc(‘s  inol<‘culair(‘s  dans  l(>s 
diverses  couclies  dont  nous  regardons  le  gar.  total  comme 
(mmpos(‘,  (uniclies  dont  cliacnne  vienl  prendn'  la  place  de 
lu  conclie  voisine,  pendant  h;  lcm|is  inliniment  petit  dl ; et, 
par  consc-quenl,  il  est  le  meme  (|ue  la  somme  des  travaux 
d(jvelopp(*s  par  les  forces  mok'culaires  dans  unc  seule  de 
cos  couches,  pendant  qu’elle  passe  de  la  posilion  abca'b'c' n 
la  posilion  mnm'n' . Clierclions  done  a dt'lerminer  1’expi‘es- 
sion  de  ceilc  derniine  somme  de  iravanx,  el  pour  cela  con- 
siderons  d’une  manit're  g(^imrale  le  iravail  dti  aux  lorce.s 
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iiutli'ciilaiivs  d'liii  gu/  (|(ii  h(‘  tiiliite,  i>ii  passant  du  vulumo  V 
a nil  voliiiiic  plus  giand  V'.  Soil  p la  pression  qu'il  randrail 
(•\eiTcr  sur  loule  la  sui  faci!  dc  cc  gaz  pour  le  inaiiilciiir  ••ii 
cqiiilibre,  lorsc|iie  son  voluino  a pris  nm*  valeur  queloon- 
que  r coinprisc  rnlro  V ol  V’.  D'apivs  Ic  lliooremo  dn  travail 
virlufi , applique  ii  IV-quilibi’c  qui  vient  d'etiv  iiidique , la 
soiiinie  des  Iravanx  dns  au\  ibrees  mobM  iilaires  de  ce  gaz, 
lorsque  son  volume  s’accroit  d’une  quantile  inliiiiuienl  (telile 
</r,  esl  egale  et  de  signe  conlraiie  a la  soinine  des  liavaus 
developpes  on  ineme  temps  par  la  pression  p qui  s’exeree 
aiix  diirerents  points  de  sa  surface;  mais,  si  Ton  repele  ici 
le  raisonnement  qui  vient  d'etre  fail  |)oiir  Irouver  le  tiavail 
du  a la  ]’ression  I’  s'exeri,’anl  sur  la  surface  a fir,  fnj.  119, 
on  recuimait  que,  dans  le  cas  doiil  nous  nous  occupuns  main- 
lenanl,  la  somme  des  iravaux  dus  a la  |»ression  p appliquee 
;i  toules  les  parlies  de  l:i  surface  du  ga/.,  esl  eg;de  a — pdr: 
done,  pendant  cpie  le  gaz.  se  dilate,  de  maniere  que  son  vo- 
lume passe  de  la  valeur  r a la  valeur  r \-dr,  les  forces  mo- 
leculaires  (|ui  agissenl  entre  ses  divei'ses  pai  lies  developpeiil 
des  travaux  dont  la  somme  est  egale  a pdr.  Or,  d’apies  la 
loi  de  Mai’ioUe,  on  a 

PT 


P etanl  la  valeur  (pie  |ireiul  la  pression  p,  lorsipie  t devienl 
egal  ;i  V';  il  s'eiisuil  ipie  la  somme  de  travaux  que  nous 
venous  de  determiner  pent  s’('“crire  sous  la  forme 


el  que,  par  eonsc’ajueut,  le  travail  total  du  aux  forces  inole- 
culaires,  pendant  que  le  gaz.  passe  du  volume  V an  volume 
V,  a pour  valeur 
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.\|)|»lii|Uoiis  cpUp  foriimlf  an  cas  qiu!  nous  avoiis  s|»ccial(‘- 
nienl  on  viio,  cVst-a-tliri!  an  eas  d’inie  couclic  j;azciiso  (]iii 
passe  de  la  |)Usilioii  aht  a'h'v',  fig.  119,  oil  elle  suppoi  u*  lu 
pressioii  P,  ii  la  position  mn  in'n',  oil  elle  supporle  la  pres- 
sion  P' ; el  oliservons  qiie  le  rapport  des  deux  volniiies 
ipi'ellea  dans  ces  deux  positions,  estej;al  an  rapport  invert' 
des  pressions  P el  P',  el  ipie  d'ailleiii-s  le  volume  V eslegal 
ii  hiufit  : nous  trouverons  ainsi 

V 0)11  dll. 

pom  I’expressioii  dc  la  soninie  des  iravaiix  diis  aux  forces 
moli'i  iilaires  de  cette  l oiiche,  <!l  par  eonsequenl  aiissi  de 
la  sonime  des  Iravaux  developpes  par  les  forces  moleeii- 
laires  du  ga/.  ahrmn , pendant  (|iie  ei‘  jta/.  passe  ii  la  posi- 
tion (I'h'cmn  . 

.\oiis  anions  done,  en  appliqiianl  le  lll»•oreme  des  for- 
ces vives 

p 

O'j)  It  dt.  ir  = 2 I’  o)  II  di.  L jj; ; 

d'oii,  en  observant  que  p eslla  masse  specili(|ue  du  ^a/soiis 
la  pressioii  1’’,  et  posaiit  en  consequence 

V'  = kc,, 

nous  tirons 


lelle  esl  la  vilesse  avcc  laquelle  le  ya/.  secoiile  ii  travels 
I’orilice  <»). 

IVapres  ce  qiii  precede , le  volume  du  ga/.  ipii  Iravei'se 
I’orilice  pendant  Puiiite  de  temps  doit  etre  (‘{tal  ii  wm,  en  siip- 
posanltoulefois (piece  volume  soil  inesim'  sous  la  pi-ession  P'. 
L’ex|Md  ieiice  iiiontre  ipie  cette  valeiir  de  la  dcpemte  est  H op 
grande,  ce  qui  lient  ii  ce  que  la  veine  gazeiise  se  contracte  ii 
sa  sortie  de  rorifice , au  lieu  d’etre  cylindriqiie  comme  nous 
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Tavons  suppose'.  Los  « liosos  so  passoiil  do  la  inoine  niaiiioro 
(pic  dans  IVcoulcmcnl  d’lm  liquidc  par  iiii  orifice,  cl  loul  ce 
ipic  nous  avons  dil  a I'occasion  dc  cc  dernier  ecuulenient 
§ 2(M),  ponr  exprupier  la  difference  enlrc  les  rcsultats  de 
la  iheorie  et  ceux  dc  robscrvalion,  ]iourrail  dire  repete  ici. 
Nous  devons  dire  cependanl  (pie,  dans  le  cas  d'uii  gaz , les 
considi'-ralions  ihcuriqiK's  qiie  nous  avons  d(’‘velopp('-cs  ne 
sunt  coiiipli'leimnit  conrorincs  a la  ivalilc,  ipiand  on  subsii- 
Ine  la  scclioii  conli’acli’c  de  la  veine  a I’orilicc  de  sortie, 
(pi'anlant  ([iie  le  rapport  dcs  pressions  1’  el  1*'  est  jieii  diffi^ 
rent  de  rniiitc  : s’il  eii  elail  anlrenient,  on  ne  serail  pas  dans 
le  vraien  regardant  la  pression  coniine  (>tant  egale  a P'  dans 
toute  I’l'iendue  de  la  section  contracti'e  de  la  veine  gazeiise, 
parce  epic  cetle  veine  sc  dilaterait  an  delii  d(!  sa  si’ction 
conlraclc(%  ce  ipii  indiqiierait  iiii  exc  es  de  la  pression  qni 
s’cxercc  a son  intericiir  snr  la  pression  eiivironnanli*. 

L'action  di;  la  pesanteur  snr  iiii  gaz  qni  s’licoule  dans  les 
condilioiis  ipie  nous  venous  d’ldudier,  n’a  ('■videinment  qu'une 
inlliience  iiisignifiante  snr  b‘S  ri'sitllals  , ct  on  pent  en  con- 
si'ipinice  ne  pas  en  Icnir  compte. 

^ 2()5.  MoaicinenI  p«rnian«nt  <l’un  liquidr  peiuint 
dnnx  un  (iiyau.  — Dans  les  deux  queslions  qiic  nous  v<^ 
lions  de  trailer  (§§  261  et  2(>2)  , nous  avons  regard^!  le 
liipiidi*  on  le  gaz  dont  il  s'agissail  coinine  jonissanl  de  la 
lliiidili-  parfaile;  iioiis  n'avons  lenii  coniptc  en  ancune  ina- 
ni(''rc  (les  frottenients  (|ne  les  molecules  flnides  exercenl  les 
lines  siir  les  aiilres.  Ia's  rt'“snllats  auxqiiels  nous  somines 
parvenus  sont  cependanl  d’accord  avec  ceux  qiie  foiirnit 
rexpi'-rienci!,  pourvii,  bien  enlendn,  qne  Ton  fassc  attention 
a la  coniraction  dc  la  veine  fliiide , ainsi  qne  nuns  I'avons 
dil.  Lela  provieni  de  ce  qne,  dans  I’nn  et  I’anlre  des  deux 
eus  qne  nous  avons  ('•Indies,  les  nioU'cnles  flnid(‘s  ne  pren- 
nenl  line  \ilesse  un  pen  grande  ipie  dans  le  voisinage  dc 
I'orilicc  vers  l(;qnel  dies  se  dirigeni ; dc  sorie  qne  le  frolli*- 
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ineiit  qui  m'  developp«*  ces  molFciilos,  el  qiii  imil  aver 
leiir  vilesse,  n’agil  d’uiie  inaiiiei-e  iiii  pen  siMisible  que  dans 
line  pelite  portion  de  I'espace  total  ipie  le  lliiide  oeeiipe,  et 
n'a  eii  consequence  qn’iine  tres-faible  inllnence  siir  l’l'■collb•- 
ntenl  dii  niiide.  Mais  il  n'en  esi  plus  de  nn  nie  loi  sqn’il  s'agii 
d'lin  fluide  qui  coiile  dans  nn  tiiyaii  d'liiie  grande  longueur; 
rinflnenee  dii  frottement  se  fait  alors  sentir  d'line  maniere 
Ires-notable  C'est  dans  nn  pareil  mouvement  qne  le  frotle- 
inenl  des  flnides  a eli*  etudie  : nous  allons  voir  ipiels  sont 
les  resultats  auxquels  on  est  parvenu  it  cc  sujet. 

(lonsiderons  d'abord  le  inouveinent  permanent  d’tin  liqnide 
pesant  dans  tin  tiiyau  donl  la  section  transversale  est  partont 
la  nn'ine.  II  est  aise  de  voir  que  le  niouveinenl  de  chaque 
uioli^ule  doit  elrc  unifornie  dans  toutc  la  longueur  du 
luyaii.  Mais  les  diverses  molecules  ne  semeiivent  pas  toiiles 
avec  line  meme  vitesse ; cellesqui  sont  tout  pres  des  parois 
du  luyau  se  meuveiil  tres-lentement,  et  a mesnie  qu’on  s'i‘- 
loigue  de  ces  parois  pour  sc  rapprocher  de  I’axc  du  tuyaii , 
oil  en  trouve  donl  les  vitesses  sont  de  plusen  plus  grandes  ; 
le  liquidc  lout  enlier  pent  i^lre  regarde  comme  forme  de 
couches  cylindriques  conceiitriqiies , qui  glissenl  les  lines 

dans  les  antres , el 
doiit  les  vitesses  sont 
d’aiitant  plus  peliles 
qne  leiirs  rayons  soul 
plus  grands. 

Les  divei’ses  mol*^ 
rules  liqnides  etani 
animees  de  mouve- 
nients  imifonnes , les 
foiws  qni  agissciii 
siir  chacnne  d'elles 
doivent  se  faire  eqni- 
libre,  et  par  consequent  il  doit  en  eire  de  memo  de  toules 
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l«‘s  loiTfs  up|)liqiii‘t‘s  i'l  l:i  portion  de  liquide  compriM* 
ciili'f  drn\  MTiioiis  ir:insvt'r!<:di‘s  Ali,  (',!),  fiy.  120;  la 
soimin-  dos  piojcrlions  dc  cos  foires  stir  I’axt!  du  luyau  doil 
done  fire  millc.  l)csi;;iioiis  par  '•>  I'aiiv  do  la  si'Clion  dn 
iiiyan  ; par  / la  lon;;nfnr  «h>  la  portion  di‘  tnyan  AIKJ); 
par  ^ rangli'  qnc  I’axe  dc  fc  tnyan  Tail  avcc  la  vcrtiialc ; 
par  z'  (“t  z"  les  distanct's  dcs  (•rnlrt's  M,  i\  drs  deux  sec- 
tions All,  (II)  a tin  plan  liuri/.ontal  II II ; ]>ar  o la  masse  spe- 
i'iru]iie  dn  liqnide;  et  par  F nne  force  appliqni'e  an  liqnide 
Ari(  l),en  sens  conlraire  de  son  inonveinent,  et  capable  de 
prodnire  le  ineint!  elTet  (pie  reiiseinble  des  froltenienls  que  ce 
litpiitle  epronve.  Soil  de  pins  ^'la  pression  moyenne  dans  le 
section  All,  et  />”Ia  pression  analogue  dans  la  section  C.l).  Le 
litinide  AlHA)  esl  soninis  1“  it  la  force  qni  agit  stir  la  sec- 
tion All,  dans  le  sens  dn  inonveinent  ; 2"  a la  pression  p"r^ 
qni  agit  sni’  la  si'clion  (.1),  en  snis  coiitraire  di'  la  preee- 
di'iite  ; .‘I"  it  son  poids  ipii  a pour  expression  pi/oi/,  et  dont  la 
projection  snrl'axe  dn  tnyan  a ponrvaleiir  oi/'i) /cosa,  on  bien 
'.fj'ii  \z' — r") ; 'i°  a la  force  K qni  agit  en  sens  conlraire  dn 
inoiiveiiKMit.  Done,  d'apres  ce  qni  precede,  on  doit  avoir 

;/o)  ~ p 0)  h (;’  — z")  — K — o. 

(a*tte  relation  perinel  de  delerininer  K,  lorsqne  Ton  coiinait 
les  antres  qiiantiti**^  ([ni  y enlrent,  qnanlites  qni  penvenl 
eire  facileinent  determinees.  Des  experiences  nonibrenses, 
discntees  par  I’rony,  Ini  out  fait  voir  ipie  la  force  I pent 
el  re  repi  rsentee  par  I’expression 

F— /£  (atM  + lSii’) , 

E <•10111  l(!  pi'iiini’lre  di'  la  set  lion  dn  tnyan,  »/  la  vilesse 
inoyenne  dn  liipiidedans  nne  section  qnelconqin*,  et  v.,  .3  denx 
co4‘llicients  constants  pour  nn  meine  litpiide.  Li‘  facteur  / e 
sect  de  inesnre  a la  snrfai'e  par  la(|nelie  le  lii|nide  considere 
loiiclie  la  paroi  dn  tnyan  ; il  est  aise  de  coinprendre  qne  la 
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force  F licit  cii  cffcl  cut  |iroporlioiiiiello  a cctle  surface.  Eii 
rcmplai^ant  F par  I’cxprcssion  que  nous  vciions  rl'indiqiicr, 
cl  divisaiit  cnsiiitc  tons  Jes  tenues  par  la  relation  que 
nous  avons  trouvec  devieni 


z'  — z"  — — ( an  bir ) = o , 

p?  '•) 


aet  h etant  inis  au  lieu  dc  . 


(.oncevons  ipie  Ton  im- 


plaiile  sur  Ic  tuyaii , aux  points  C,  des  tubes  verticaux 
ouverts  par  le  haiit , dans  lesquels  une  portion  du  liqiiide 
piiisse  s’elever ; et  que  ce  liquide  s’y  inaintienne  immobile 
pendant  iiue  recoulcment  continue  au-dessous  d’eiix.  Les 
p'  p" 

qiiaiitites  — , — sont  l'■vidcmmenl  les  hauteurs  .\I  P,  .\Q 
['9  99 


auxqiielles  le  liquide  s Vlevera  dans  ces  tubes  aii-dessiis  d«*s 
points  .M , N ; el  par  suite 


99  99^' 

est  la  difTcrence  de  niveau  des  points  P,  Q.  Cette  deriiiere 
quantite  n’est  autre  chose  que  la  charge  ipii  tend  a acce- 
lerer  le  mouvemenl  du  liquide  \I5CD,  charge  qiii  est  eniie- 
rement  perdue  par  I’elTet  du  frottement.  Ainsi 

I * 

— ( IIM  + 6h’  ) 

'1) 

est  la  perle  de  charge  due  au  frolleinent  dans  la  longueur  / 
du  tiiyau ; de  sorte  que  la  perle  de  charge  pai*  metre  de  lon- 
gueur est  exin  imee  par 


— ( (III  + hiP). 

ro 

Prony  a trouve  que,  pour  leconlemeni  de  I'eaii  dans  nn 
tiiyaii,  nn  doit  pi'cndre 

a = 0,000  017  .7  , li  = 0.000  3?|8  , 
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les  HiliU's  de-  longueur  el  de  temps  etant  le  metre  el  la  se- 
conde. 

La  loi  qui  vienl  d’»Hre  iiidiquee,  pour  le  frollemenl  eprouve 
par  un  liquide  en  mouveiuoiil,  monire  bien  qu'un  liquide  en 
equilibre  pent  t'lre  regarde  comme  jouisSanl  d’une  fluidite 
paii'aile,  puisqiu*  ce  frultemeiiU-st  d'autaut  plus  petit  que  la 
viiesse  est  clle-in^iiu‘  plus  petite,  et  qu’il  se  reduil  a zero 
lors((ue  la  vitesse  csl  iiullc. 

9 264.  .Mouvenent  pemaaent  tl'uu  daaiii  ua 
tayau.  — Loisqu'uii  gaz  est  anime  (I'uii  mouveinent  p4‘r- 
manent  dans  un  tuyau  d'une  grande  longueur,  lescboses  se 
passent  a pen  pres  conune  nous  venous  de  le  dire  pour  un 
liquide  ; il  y a cependanl  une  dilTerence  qui  tient  4 ce  que 
le  gaz  se  dilate  a inesurc  qu’il  est  soumis  a une  pression 
plus  faible.  L'aetion  de  la  pesanteursiir  le  gaz  n’ayant  qii’une 
influence  insignifiante  sur  son  mouvemcnl,  il  est  necessaire 
que  la  pression  soil  plus  grande  du  cdte  d’oii  vient  le  gaz 
que  du  cOte  vers  lequel  il  marche , afin  que  le  frottement 
que  ce  gaz  eprouve  dans  son  mouvement  puisse  ^tre  vaincu 
par  I'exces  de  la  premiere  pression  sur  la  seconde.  II  en 
resulte  necessairement  quo  la  dcnsite  du  gaz  decrolt  peu  5 
peu  pendant  qu’il  parcourl  le  tuyau,  et  par  consequent  que 
sa  vilesM!  va  en  augmentant  constamment ; car  la  perma- 
nence du  mouvement  exige  que  des  masses  egales  de  gaz 
traversent  en  meme  temps  toutes  les  sections  du  tuyau , ce 
qut  nepeut  avoir  lieu  qu’autant  que,  dans  ccs  diverses  sec- 
tions, la  vitesse  du  gaz  est  en  raison  inverse  de  sa  densite. 
Cependant , dans  les  circonslances  les  plus  ordinaires , le 
rapport  des  pressions  extn^mes  est  peu  different  de  I’unite; 
la  vitesse  du  gaz  ne  s’aceroit  pas  bcaucoup  d’un  bout  a 
I’aulre  du  tuyau,  et  on  pent  appliquer  a son  mouvement  ce 
qui  a etc  dit  pour  le  mouvement  permanent  d’un  liquide  dans 
un  tuyau,  eii  regardant  sa  vitesse  comme  egale  a la  moyenne 
de  ses  vilesses  extremes.  En  se  fondant  sur  ces  considera- 

iO 
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tiuns,  on  a reconiiu  par  ruxprririice  quo  la  perle  dr  charge 
par  metre  (le  longueur,  oi'casionnee  par  le  rruilenieni  dn  gaz 
conlre  le  tuyau  dans  lequel  il  se  meut,  |)enH^tre  representt'e 
par  I'expression  simple 

i bu\ 

w 

Cette  expression  ne  dilTere  de  celle  qni  a (’te  trouvee  pour 
les  liqnides  qncpar  la  suppression  tin  lermewi/ , suppression 
que  Ton  pent  egalemcnt  operer  quand  il  s’agit  d’lm  liqnide 
et  que  la  vitesse  u est  iin  peu  grande.  On  a trouve  par  I’ex- 
p^rienceque,  quel  que  soit  le  gaz,  on  pent  prendre 

6=0,000  355  , 

valeiir  qui  diflere  a peine  de  celle  qui  correspond  au  mou- 
vement  de  I’eau. 

§ 365.  Pression  exereee  pnr  une  veiae  liquide  «ar 
aae  surface  plane.  — Pour  donner  une  idee  de  la  maniere 
dont  on  pent  trouver  I’actiou  qu’un  fluide  en  inouveinent 
exerce  sur  la  surface  d’lin  corps  solide,  nous  cousidererons 
le  cas  oil  une  veine  liquide  vieut 
renconlrer  un  plan  lixe  121, 

dont  la  direction  est  pcrpendicu- 
laire  it  I'axe  de  la  veine.  Nous  sup- 
poserons  que  le  plan  est  assez  large 
pour  que  les  lilets  liquides , devies 
de  leiir  route  par  la  presence  de  ce 
plan , linissent  par  etre  tous  diriges 
il  angle  droit  sur  I'axe  de  la  veine. 
Si  le  plan  n’etait  pas  inaintenu  duns 
riinmobilite,la  veine  le  repousserait 
•"‘K’  devant  elle  j concevons  done  qu’on 

Ini  applique  uin*  force  de  retenne  P,  dirigee  snivant  I’axe  de 
la  veine  et  en  sens  contraire  du  mouvement  dn  liquide , el 
pitiposous-nous  de  determiner  la  grandeur  que  doit  avoir 
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celte  furce  pour  quc  Ic  plau  iic  cede  pas  a I’aetinn  de  la 
vciiie  : il  est  clair  que  nous  aurons  par  la  la  mesiire  dc  la 
pressiou  (|ue  la  veine  liquide  exerce  sur  le  plan. 

Considerons  tout  le  liquide  qui  se  trouve  a uii  instant 
quelcoiique  dans  le  voisinage  dti  plan  AB,  depuis  la  section 
transversale  MN  de  la  veine  jusqu'au  contour  du  plan,  et  ap- 
pliqiious-lui  le  theoreme  des  quantites  de  mouveinent  pro- 
jetees  sur  iin  axe  (§  22A),  en  coiisidLU-aiit  son  niouvement 
pendniit  un  element  de  temps  dt,  et  projetant  les  quantites 
de  mouveinent  et  les  impulsions  sur  I’axc  ineme  de  la  veine. 
.Si  nous  comparoiis  le  liquide  doiil  il  s'agit , dans  les  deux 
positions  qii'il  occupe  an  commencement  et  a la  tin  du  temps 
dt,  nous  voyons  quo  dans  ccs  deux  positions  il  renferme  une 
partie  commune ; cette  partie  est  comprise  entre  la  section 
M'i\'  oil  se  Irouvent,  i la  Iin  du  temps  dt , les  molecules 
liquides  ipii  idaient  dans  la  section  .M.\  an  commencement 
de  ce  temps,  et  la  limitc  correspondaiil  au  contour  du  plau 
AB  it  laquelle  se  terminait  le  liquide  considere  au  commeu- 
cement  du  temps  dt.  L’accroissement  dc  la  somme  des  quan- 
lites  de  mouveinent  projetees  sur  I’axe  de  la  veine  pendant 
le  temps  dt,  sera  done  simplemeiit  la  dilTerencc  entre  la 
somme  des  (jiianliles  dc  mouveinent  jirojetees  correspondaiit 
au  liquide  ([ui  e-lait  compris  entre  .MX  el  M'X'au  commen- 
cement dll  temps  dt , el  la  somme  des  quanlili'-s  de  inouve- 
menl  projetees  correspondaiit  a une  quantile  [egale  de  li- 
quide situec  versle  contour  du  plan  AB  it  la  fin  de  ce  temps. 
Mais  les  vilesses  de  loutes  les  molecules  de  ce  dernier  li- 
(|iiide  soul , par  liypotliese,  dirigi’-es  it  angle  droit  sur  I'axe 
de  la  veine  : done  la  somme  de  leurs  quantites  de  monve- 
inenl  projelt'-es  snr  cel  axe  est  nnlle.  .\insi  raceroissemeni 
(pie  snbit  pendant  le  temps  dt  la  somme  des  projections  des 
qnanliU-s  de  mouveinent  du  liquide  tout  entier  sur  le  imane 
axe  se  reduit  ii 

— pfiji'dt. »’ , 

;Ui. 
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I'll  di'si^iiaiit  par  p la  masse  sp«‘ciiique  du  liquide  , par  '» 
I’aire  de  la  section  transvei-sale  de  la  veine,  el  par  r la  vi- 
lessi!  des  molecules  liqtiides  qiii  composent  cetle  veine.  D’nn 
autre  cdte  les  actions  que  le  liqnide  eprouvc  de  la  part  du 
plan  ,\B  sont  les  seules  forces  exterieures  qui  Ini  soieut  ap- 
pliquees,  et  la  somme  de  lorn's  projections  siir  I'axe  de  la 
veine  esl  evidemment  ligale  a P ; eii  sorle  que,  si  Ton  ob- 
serve (|iie  ces  forces  projelees  agissent  en  sens  contraire  du 
mouvement  du  liqnide,  on  aura 

— Prft 

pour  I'cxpression  de  la  somme  dc  leiii's  impulsions  pendant 
le  temps  dt.  Done,  d’apres  le  denxiemc  tlieoreme  general  que 
nous  voiilons  appliquer  ici,  on  a 


— pwi’df.  r=  — Vdt , 

d’oii  I'oit  tire 

P = pj)  r’. 

Telle  est  la  valour  de  la  pression  que  la  veine  liquide  exeire 
sur  le  plan  A6,  dans  les  cireonstances  oil  nous  nous  suromes 
plac^. 
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§ 266.  WolionM  g^n^rale«  sur  Ivh  machine*.  — Si  Ton 

piissc  cn  revue  les  iliverses  espeees  de  machines  qui  sent 
employees  dans  I’indiistrie,  on  reconnalt  facilenient  qu’elles 
peuvent  i^tre  groiipees  dans  deux  classes  bien  distinctes.  Les 
lines  senent  a vaincre  des  resistances  plus  ou  moins  consi- 
derables ; lelles  sont  celles  qui  ont  pour  objet  d’elever  des 
I'ardeaux,  dc  comprimer  ou  de  broyer  des  corps,  de  touriier, 
de  couper  ou  de  percer  les  bois  ou  les  ineUtux , etc.  Les 
autres  sont  destinees  a fairc  des  ouvragesqui  deniandent  di; 
I’adresse  plutdt  que  de  la  force  ; telles  sont  celles  qui  ser- 
vent  a filer  et  a tisser  les  matieres  textiles,  ii  broder  les 
etofles,  a fabriqiicr  les  dcntelles,  etc. 

En  ne  considerant  d’abord  que  les  machines  de  la  pre- 
miere classc,  nous  voyons  qu’clh-s  sont  employees,  non-seu- 
lement  pour  vaincre  des  resistances,  mais  encore  pour  faire 
marcher  les  points  d'applicalion  de  ces  resistances.  Lors- 
qu'nne  machine  de  cette  classe  est  en  activite  , lorsqu’elle 
trnvaille,  il  y a ii  la  fois  resistance  vaincue  et  deplacement 
(III  point  d’application  de  la  ri'sistance  en  sens  contraire  de 
son  action.  D’ailleiirs  il  est  aise  de  voir,  par  divers  exemples 
simples,  qiie  le  travail  elfectui;  par  la  machine  (en  altn- 
biiant  au  mot  travail  son  acception  viilgaire)  varie  propor- 
tionnellement  ii  I'intensite  de  la  resistance  vaincue,  lorsque 
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li-  point  sur  Icquol  coUe  rcsisUincc  agit  st*  doplaco  de  la 
nieme  inaniere  ; et  aussi  quo,  a egalilt*  de  resistance  vain- 
ciie,  le  travail  vaiie  proportionncllemcnt  an  cheniiii  <jiie  le 
point  dapplicalion  de  cetle  n'sistancc  parcomt  suivanl  s.i 
direction,  c’est  ii-dire  a la  jirojection  dii  clieinin  parcouru 
par  cc  point  sur  la  direction  de  la  lorce  : done,  en  general, 
le  travail  elTectue  par  la  machine  esl  pruportioiinel  an  pro- 
dnit  de  la  resistance  vaiiicue  par  la  projeclion  dn  cheinin  par- 
couni  par  Ic  jioiiit  d’application  de  cetle  loice  sur  sa  dii’eclioii. 
C’est  pour  cela  que  precedemnient  nous  avous  adople  le  niol 
tracail  pour  designer  uii  produit  tel  que  celui  doiil  il  \ieiii 
d’etre  question  (§§  116  a 118).  Mais,  poui-  qu'uiic  luachiiie 
puissc  vaincre  une  resistance  et  faire  marcher  cn  meme 
temps  le  point  d’application  de  cette  resistance  en  sens 
contraire  de  sou  action  , il  faut  qu'une  force  mouvante , uu 
une  puissance  , lui  soit  appliquee  ; il  faut  en  outre  que  le 
point  de  la  machine  sur  h'quel  agit  la  puissance  uiarcbc 
dans  le  sens  de  cette  action  : il  faut  done  que  la  puissance 
developpe  un  certain  travail,  conformemeut  a I’acceptioii 
que  nous  attribuons  a cette  expression,  (^e  travail, developpe 
par  la  puissance,  fait  que  la  machine  soumise  a son  action 
peut  cffectuer  le  travail  corresimndant  a la  resistance  qu’elle 
a it  vaincre.  La  machine  sort  d'iutermediaire  eutre  ccs  deux 
travaux  : on  peul  dire  qu'elle  a pour  objet  de  ti’ansmettre 
le  travail  de  la  puissance  au  point  oil  la  resistance  est  ap- 
pliquee. 

Les  machines  comprises  dans  la  seconde  des  deux  classes 
que  nous  avons  indiquees  |>lus  liaut  ne  soul  pas  destinees 
directenient  a vaincre  des  resistances.  .Mais  I'ouvrage  au- 
qiiel  oil  les  emploie  ne  pent  pas  se  faire  sails  ipi’il  se  dc^e- 
loppe  des  resistances  accessoires,  telles  que  les  frottements 
entre  les  divers<«  pieces  dont  elles  sont  foruiees ; il  en  re- 
sulte  que  , pour  entretenir  le  mouveinent  de  ces  machines  , 
il  est  encore  uecessaire  de  faire  agir  sur  elles  certaiues  puis- 
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sauces,  el  le  travail  de  ces  puissances  corres|K)iid  au  travail 
occasionne  par  les  n^istaiices  accessoiivs  dont  il  vienl  d’etre 
question. 

Ainsi  on  pent  dire  d’une  inaniere  gt'-nerale  que  le$  tna- 
ckiue*  soul  de$  appareil*  qiii  serreiil  d Iraiumetlre 
le  Irarail  de»  force*.  Nous  allons  voii'  de  quelle  nianierc 
s’efl'ecliic  cetle  ll•ansn)ission  du  travail  par  rinlermediaire 
des  machines. 

§ 367.  'I'rnnsBiission  du  travail  dans  Iom  mnchlBea. 

— C’esl  par  I'application  du  theoreme  general  des  forces 
vives  (§  a I’cnsemble  des  corps  qui  font  partie  dune 
machine  eii  mouvemenl,  que  nous  arriverons  a nous  faire 
line  ide<‘  netle  siir  la  transmission  du  travail  dans  cctte  ma- 
chine. Pour  faire  cetle  application  , nous  distinguerons , 
parmi  les  divei'ses  forces  qui  agissent  stir  la  machine,  celles 
donl  le  travail  esl  posilif,  el  celles  dont  le  travail  esl  nega- 
lif.  Les  premieres,  dont  les  directions  font  a chaqiie  instant 
des  angles  aigus  avi'c  les  chemins  tdenieniaires  parcoiirus 
par  leurs  points  d’applicatioii,  sont  les  forces  moiivanles  , 
ou  les  puissances  ; les  dernieres,  dont  les  directions  font  au 
contrairc  des  angles  oliius  avec  les  deplacements  de  leui's 
points  d’applicalion,  soul  les  forces  resistautes  ou  les  resis- 
tances. Le  travail  d’une  foi’ce  moiivante  est  designe  specia- 
lement  sous  le  nom  de  Irarail  ct  celiii  d’une  force 

resistante , considere  en  valeiir  absolue,  c’esl-a-dire  ind^ 
pendamment  du  signe  — donl  il  esl  affecte,  se  iioinme  par 
opposition  Irarail  re'ti*lanl.  La  somme  des  Iravaux  deve- 
loppes  {leiidant  uii  temps  quclconqiie  par  les  diverses  forces 
moiivantesqui  agissent  sur  uue  machine,  constitue  ce  qu’on 
nomine  le  Irarail  moleiir  lolal,  ou  simplcmeni  le  travail 
moleiir,  corresi)ondaid  a ce  temps;  el  dc  mi^me  on  doniie  le 
iioiii  de  Irarail  re'»i*lanl  lolal,  oil  siinplement  de  travail 
resislaui,  a la  somme  des  valeurs  absoliies  des  travaux  diis 
aux  fui'ces  resislanles  pendant  le  m^iiie  temps. 
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Cela  |K)se,  si  nous  considerons  le  niouvein«nl  d’linc  ma- 
chine pendant  un  iutervallc  de  temps  quelcunqiie,ct  si  nous 
designons  par  T«  le  travail  moieur  total  developpt*  pendant 
ce  temps,  et  par  Tr  le  travail  resistant  total  correspondant, 
nous  aiirons  T.  — T,  pour  la  somme  des  travaux  do  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  la  machine  pendant  le  temps 
dont  il  s’agit  : done,  d’apres  le  theoi-eme  gtnieraldes  forces 
vives,  on  aura 

mi  ’ — 2 mvj  = 2 ( T„  — T, ) . (n) 

Cette  equation  expriine  que  I’accroissement  total  de  la  force 
vive  de  la  machine,  pendant  le  temps  que  Ton  consid^re,  est 
egal  ail  double  de  I’exces  du  travail  moteur  sur  le  travail 
resistant,  pendant  le  m^me  temps;  elle  renferme  en  elle- 
m^me  tontc  la  theorie  de  la  transmission  du  travail  dans  les 
machines. 

Supposous  d’abord  que  le  mouvement  de  la  machine  soit 
uniforme,  e’est-a-dire  que  la  vitesse  de  chacun  de  ses  points 
reste  constamment  la  m^me.  Le  premier  membre  de  I’equa- 
tion  (a)  est  nul,  qnel  que  soit  rintenalle  de  temps  auquel 
cette  equation  se  rapporte  : done  le  travail  moteur  T>  est 
constamment  egal  an  travail  resistant  Tr.  Ainsi  la  machine 
transmet  Ic  travail  developpe  par  les  forces  mouvantes  aux 
points  sur  lesqiiels  agissent  les  forces  resistantes,  sans 
que  la  grandeur  de  ce  travail  ait  subi  aucunc  modificatiuii. 
Dans  Ic  cas  particulier  oh  la  machine  n'est  soiimise  qn'a  nne 
senie  puissance  et  a nne  seule  resistanci-,  I'nniformite  dn 
mouvement  eniraine  comme  consequence  que  le  travail  de 
la  puissance  est  ('-gal  a ceini  de  la  resistance;  uu,  en  d'autres 
tei  ines,  qne  la  pnissunce  ct  la  resistance  sont  entre  elles  d:ms 
le  rappoit  inverse  des  eheinins  parconrns  dans  le  meme 
temps  par  leiirs  points  d'application,  et  suivant  leni’s  diix'c- 
tions  respectives  : d’oii  I’on  conclut  la  imixinie,  bien  eonnne. 
que  ee  qu’on  gagne  en  force,  on  le  perd  en  ri/ee$e. 
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Loii^u'une  inudiiiic  iie  s<;  nieut  pas  uniforiiu'iiH'nt,  re^u- 
lite  (Ifs  traviiux  moKMiret  resistant  T„,T,,  onrrcspoiidant  a 
nil  iiilervallc  dc  temps  (|uulcoiique,  n’existc  plus.  Mats,  dans 
ce  cas,  le  mouveinent  de  la  machine  cst  habitnellemcnt  pe- 
riodiqiie;  cVst-a-dire  que  ce  mouvement  s’accelere  etse  ra- 
lentit  alternativcmcnt,  de  telle  maniure  que  la  vitesse  de 
cliacun  des  points  de  la  machine  reste  toujonrs  comprise 
cntre  certaines  limites.  Si  I’on  considerc  une  dcs  periodcs 
de  temps  qni  se  succedent,  et  qui  sont  telles  qu'au  commen- 
cement et  a la  fin  de  chacune  d'elles  les  vitesses  dcs  diverses 
parties  de  la  machine  sont  les  memes,  il  est  clair  que,  pour 
cette  periode,  le  premier  membre  de  I'dpiation  (a)  est  egal 
a zero,  et  par  consequent  le  second  Test  aussi  : done  le  tra- 
vail moteiir  T„ , developpe  pendant  cct  intervalle  de  temps, 
est  egal  an  travail  resistant  Tr  correspondant.  Ainsi,  quoi- 
que  T,«  et  T,  ne  soient  pas  «'-gau\  pour  chaque  element  du 
temps,  I’egalite  de  ces  deux  qnantites  peut  etre  regardee 
comme  exist.ant  en  moyenm>,  pendant  toutc  la  duree  de  la 
marche  pt'u'iodique  de  la  machine;  puisqu’elle  a lieu  pour 
une  quelconqiie  dcs  piu'iodesdc  mouvement  dont  nous  ve- 
nous de  parler,  et  par  consequent  aussi  pour  le  temps  forme 
d’uii  nonibre  (|uelconque  dc  ces  periodes. 

Si  Ton  applique  I’equation  (a)  a la  totalite  du  temps  pen- 
dant lequel  la  machine  sc  meut,  e’est-a-dire  au  temps  com- 
pris  (‘litre  rinslant  on  elle  commence  ii  se  mettle  en  mouve- 
ment et  I'instant  oil  elle  s’arnHe,  on  voit  que  le  premier 
membre  de  I’equatiou  est  mil,  puisqiie  chacun  des  deux 
termes  qui  h‘  composentest  mil  separenient  : done,  pendant 
ce  temps  total , on  a encore  = T,.  De  telle  sorte  que, 
(|uelles  que  soient  les  variations  du  mouvement  dc  la  ma- 
cliiiie,  le  travail  developpe  par  les  forces  moiivantes  qui  lui 
sont  a|ipliquees,  pendant  tout  le  temps  qu'elle  est  en  mar- 
che, est  toujonrs  egal  au  travail  di^eloppe  dans  le  m^me 
temps  par  les  forces  resistaiites. 
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LVquaiion  («}  nous  monlro  oncuie  que,  si  la  force  vive 
- mr  lie  la  madiiiie,  i la  fin  d un  certain  intenalle  de  temps 
<*sl  plus  grande  que  la  force  vive  i conespondant  au 
cominencement  de  cel  inlervalle  de  temps,  T.  esi  plus  grand 
que  1,;  elde  mem,-,  que,  si  la  force  vive  linaU-  ,-si  plus  pe- 
liU-  que  la  force  vive  initiale,  T.  est  plus  petit  que  T,.  u« 
volt  par  la  comim-,.t  varie  le  mouvement  de  la  machine 
suivanl  que  le  travail  moieur  est  su|mrieur  ou  inferi.-ur  aii 
travail  resistant.  Tam  I’on  a T.=  T„  |a  fore.,  vive  de 
a machii.e  rest,-  la  meme.  .Si  T„  devieul  plus  grand  que  T. 
le  mouvement  de  la  machine  s’accelere;  sa  force  vive  aug- 
meme  d une  quantile  , gah-  an  douhli-  de  Texces  de  T.  s„r 
I-  -Si,  au  conliaire,  T„  devient  plus  petit  que  T„  le  mou- 
>ement  de  la  macliine  se  raleiilit,  el  s;i  force  vive  dimimie 
dll  double  de  Texces  de  T,  sur  T-.  On  pent  dire  d’apres  cela 
que,  loi-squc  T.  est  plus  grand  que  IV,  |e  travail  moteur 
1-  se  decompose  en  deux  parties  resp,-ctiv,-menl  egales  a 
Ir  el  la  premiere  de  ces  deux  parlies  du  travail 

moieur  permel  a la  machine  d’effecluer  le  travail  T,  corres- 
poiidanlaux  resistances  q„i  lui  soul  appli,|i,ees ; el  la  se- 
conde  pariie  deiermine  Taccroissement  de  la  Idice  vive  de 
amaciniie.  Lorsque,  au  conli  aire,  JV.  est  plus  petit  que 
lelraNail  moteur  ne  pent  occasioiiner  la  production  que 
dune  j„niioii  du  travail  iV-sisUni,  portion  qui  est  egale 
i.;  quant  a Taulre  portion  T,-T,  de  ce  travail  resistant, 
t le  est  prodnite  aux  depens  de  la  force  vive  de  la  machine, 

rsei'i'r'""  Leschosesse 

passem  comnie  si.  dans  le  premier  cas,  Texces  du  travail 

ino  ettt  silt  e travail  resistant  s’emmagasiiiait  dans  la  masse 

lotale  de  la  iiiachnie,  sous  foiiiic  de  lore-  vive;  el  si,  dans 

If  second  cas,  T.-xces  de  travail  moieur,  ai.isi  eiimiagasine 

piemleimm-iil,  cparaissail  pour  occasioiiner  la  production 

dune  quantile  de  travail  resistani  pircisemenl  egale  a celle 

que  cel  exces  de  travail  moieur  aurail  pu  produire  direcle- 
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iiienl.  On  coiiipmi(l  p;ii‘  lu  coinmonl  il  so  fail  tpio  runifor- 
niilo  dll  iiioiiYoinoiil  do  l:i  inacliiiio  ii’osl  pasiidcossairo,  pour 
quo  oolto  macliiiio  traiismolto  lo  travail  qii'olio  i<  voil,  sans 
oil  cliaiigor  la  valour  tulalo. 

All  cuiiiiiioiicomoiil  dll  iiioiivoiiioiit  d'liiio  inaoliiiio,  poii- 
dant  tout  lo  toiiips  coinpris  oiili  i'  riiistaiil  oil  olio  part  dii  iv- 
pos  ol  01‘liii  oil  olio  arrivo  il  I’lital  do  iiioiitoiiioiil  rogiilior 
qu’ollc  doit  oiisiiitc  ooiisorvor,  lo  travail  iiiuloiir  1,.  siirjiasso 
lo  travail  rosislaiil  T,  d’uiio  qiiaiitito  ogalo  il  la  iiioitid  do  la 
foroo  vivo  quo  possinlo  ia  ninohiiio  a ia  iiii  do  ce  lomps.  A 
parlir  do  lii,  ol  poiidaiil  tout  lo  toiiips  (|iio  la  iiiachiiio  coii- 
sorve  son  nioiiveiiiciit  rdgiilicr  ou  |)oriodiqiio,  los  iravaux 
inotcur  ol  rdsistaiil  soiit  ogaux,  aiiisi  quo  nous  I’avoiis  dit. 
Mais,  il  la  liii,  lorsipio  1a  niacliiiio  part  do  son  iiioiivoiiioiit 
rogiilior  pour  revonir  ii  IVtal  do  repos,  IV  siirpasso  T„  d’uiie 
(|uantito  dgalo  ii  la  inoitic  do  la  force  vivo  quo  la  iiiaohiiio 
l>erd  : la  portion  dii  travail  iiioloiir  qiii  avail  etc  eiiiploydo 
tout  d’aliord,  pour  ameiier  la  iiiacliine  a sou  dial  do  iiioiivo- 
iiioiil  rdgiilior,  ol  qiii  elait  dissimiih’o  dans  ooll<‘  niachiiie 
sous  foriiio  de  force  vivo,  roparail  done  ii  la  liii,ot  ooeasioiiiio 
la  prodiiclioii  d’liiio  (|iiaulito  dgale  de  travail  rdsislaiil. 

§ 2()8.  Ou  voit  par  ce  qui  preoddo  quo,  dans  tons  los 
cas,  lino  maeliiiie  traiismot  la  totalitd  dii  travail  ipii  liii  esi 
applique,  sans  on  ehangor  la  valour.  8i  (;etto  iraiismissiun 
integrale  dii  travail  par  rintorinddiaire  de  la  machine  no 
s’eneolue  pas  complddemenl  dans  eliaciin  des  dldmenls  dii 
temps  total  pendant  lequel  la  machine  est  en  marohe,  il  so 
produit,  entro  oos  divei's  didnionts  do  temps,  des  < uiiipens:i- 
tions  tollos  qii’en  delinitive  aiiciino  portion  dii  travail  inotcur 
eoiifid  il  la  machine  no  so  troiivo  perdue.  Mais  ii  faiit  bion 
fairo  attention  quo,  jiour  arriver  ii  un  parcil  rdsiillal,  nous 
avons  dll  tonir  compio  dn  travail  ddvoloppc  par  loulos  los 
forces  appli(|U(‘os  ii  la  machine,  sans  aiicnno  exception;  ot 
nous  savoiis  que,  pour  ccia,  on  doit  considdrer  aiissi  bion 
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I<*s  foiTi'S  iiilenpui'cs  qiii*  Ics  forces  cvtiTicurcs  'J*,  2.10'  Or, 
parnii  Ics  forces  qiii  joiiciit  leroleile  forces  ivmstantcs,  il  y 
cii  a do  deux  especes  : 1”  cclles  qiii  soul  necessaircmeiit  ap- 
pliquws  a la  inacliiiie  d’apres  Pobjel  aiiquci  elle  est  desU- 
nc'*,  c’est-a-tlirc  colics  qui  cori-cspondent  au  travail  ni^nie 
(|iie  Toil  se  pro|K)se  de  prodnii-c  par  I'emploi  de  la  macliine ; 
2"  relies  qui  si-  di^eloppent  dans  les  diverses  parties  de  la 
machine,  par  suite  de  sou  mouveineiit,  conime  les  frutte- 
ineiits  eutre  les  pieces  solides  dont  la  machine  est  forinee, 
et  qui  n'oiit  rien  de  comiuun  avec  le  travail  eu  viie  duquel 
la  machine  est  employee.  Les  forces  resistantes  de  la  pre- 
miere espec.e  sont  souvent  desigiit’-es  sous  le  uom  de  re*i$- 
lance»  utUe»;  et  relies  de  la  seconde  espece  sous  le  uom  de 
re*i»tance»  pattiret.  Le  travail  dt^eloppe  par  les  resis- 
tances utiles  se  iionime  trarail  utile. 

Designons  ce  travail  utile  pai-  T„  , et  posoiis 

T,  = r„  -I-  Tf  : 

le  terme  Tf  represeiitera  le  travail  di'i  aux  resistances  pas- 
sives. Nous  avons  vu  que,  si  Ton  considere  le  mouvement 
d'liiie  macliiue  dans  sou  euseinhie,  le  travail  resistant  T,  est 
toujours  i-gal  au  travail  moteur  T„  : mais  le  travail  utile 
T.  est  iuferieur  au  travail  moteur  T„  d’liiie  i|uanlite  egalc 
au  travail  dii  aux  rwistances  passives.  I)e  sorte  que,  s’il 
est  vrai  dedire  que  les  machines  transmctteut  la  lotalite  dii 
travail  moteur  qui  leur  est  coiilie,  sans  qti'aneuiie  partie  de 
ce  travail  soit  perdue,  on  pent  ajouter  qu'tine  portion  de  ce 
travail  transmis  est  mal  employee  ; e’est  la  portion  qui  cor- 
respond au  travail  resistant  Tf  dii  aux  resistances  passives. 
Plus  cettc  portion  Tf  du  travail  moteur  total  T.  est  grande, 
plus  la  machiiu-  est  mauvaise.  Pour  voir  si  line  machine  est 
plus  on  moiiis  boiiiie,  on  considere  lc  rapport 

II 

1» 
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(Ill  ulilc  uii  travail  inutc-iir ; la  niarhiiic  rsl  (I'aulaiit 

ineillfure  qiu!  ce rapport,  (oujours  inferictir  a riiiiiti- , i>c‘  rap- 
prodir  davaiilaj^e  de  celtc  limile  : ce  rapport  est  ce  qu’on 
nomine  le  rendemen!  de  la  machine. 

II  est  clair,  d’apres  ce  (|ui  a etedit  precedemment  (g  Hu}, 
qin;  I'oii  doit  ('■viler  autant  ipic  possible  lout  ce  qni  pent  occa- 
sionnerdes  perles  de  force  vive  dans  tine  machine;  c’esl-a- 
dire  lout  ce  (|iii  pent  amener  unc  dimimitioii  dans  la  force 
vive  de  la  machine,  sans  (|iie  cetle  diminution  soil  accoin- 
pagni'c  de  la  production  d'nne  qnuntit(‘  eorrespondanle  de 
travail  utile;  car  la  force  vive  di;  la  machine  repivseiite  line 
panic  dn  travail  inoteiir  qni  lui  a I'ti'  precedemment  appli- 
qin*,  el  la  pcrte  d’uiie  portion  de  cetle  force  vive  (’‘(|iiivaut  eii 
conse(|iience  a la  pcrte  d’une  eerlaine  quantile  dii  travail 
inoteur  doni  il  s’agit.  Ur,  toutes  les  fois  qiie  les  moh'-cules  de 
ceiiaines  pit'-ces  de  la  inuchine  preiinenl  nil  inouvement  vi- 
braloire,  outre  Ic  mouvemenl  d'ensemble  donl  ces  pieces 
>onl  animi'es , on  doit  regarder  les  choses  cominc  se  passant, 
au  point  de  vue  de  la  transmission  dti  travail , de  la  ineme 
inaniere  (|iie  si  <re  inouvement  vibratoire  ('-taiiaiR'aiiti  instan- 
taneinenl  : car  les  vibrations  des  mohicnles  se  transmettent 
de  proche  en  proche  aux  corps  toisiiis  de  la  machine,  par 
rinlermisliaire  de  ses  supports  el  de  I'liir  environnanl , el 
liiiissent  par  se  perdre  dans  la  masse  toiale  de  la  lerre  , sans 
ucrasionner  la  prodiielion  (raucnne  quanlilii  de  travail  utile. 
II  r('‘siilie  de  lii  (|u'oii  doit  faire  en  sorte  qiie  le  inouvement 
des  diierses  molecules  de  la  machine  premie  le  inoiiis  pos- 
sible la  forme  de  niouveinenl  vibratoire,  puisque  cela  equi- 
vaiit  a la  pcrte  de  force  vive  qiie  la  niachiiie  eproiiverait 
dans  riiypolhese  oil  ce  inouvement  vibratoire  viendrait  a i^tre 
ant^anli  briisquenieiit,  sans(|uc  le  inouvement  d’ensemble  des 
diverses  pi(!ces  qui  la  composent  cesse  d’f-lre  le  meme.  On 
eoniprend  par  lii  pourqnoi  nuns  ii’avuns  pas  teiiii  cumpte  du 
inouvement  vibratoire  des  niol(’>ciiles , en  (Halnanl  la  perte 
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de  foree  vive,  dans  le  choc  dedcux  corps  sphcriqucs  qiii  iie 
pi'csonteiit  pas  Ics  caraclcrcs  dc  IViaslicitc  parfaite  (§  253)  : 
lions  avions  on  vuc  de  nous  faire  une  idra  de  ce  qni  se  passe 
dans  les  machines  , lorsqu’il  se  prodtiil  des  chocs  entre  les 
pieces  donl  elles  sont  formees. 

La  pei  te  de  force  vive  par  les  mouvemmils  vibratoires  que 
prennenl  les  molecules,  constitiie  certaineineiil  la  principale 
cause  de  pei  le  de  travail  dans  les  machines.  Elle  ne  sepro- 
duitqu’exceplioiinellementpar  les  chocs,  que  Ton  esl  pres- 
que  toujours en  mesure  deviter compleiement ; mais  elle  se 
presente  an  contraire  constamment  par  suite  dii  mouvement 
des  pieces  solides  qui  se  meiivent  en  se  louchant  par  leiii's 
surfaces,  soit  ipie  ces  pieces  glissent  les  lines  siir  les  autres, 
soit  que  leur  moiivenieiit  relatif  se  niduise  a un  simple  roule- 
ment.  iS'ous  avons  vu  (§§  254  et  255)  comment,  dans  I’etude 
du  monveinent  de  ces  pieces,  on  pent  faire  abstraction  de  la 
production  du  niouvement  vibratoire  doiit  il  s'agit,  en  liii 
substituant  certaines  forces  capables  d'occasionner  la  meine 
pertede  travail.  C’est  de  cette  maniere  que  I’oii  doit  coni- 
prendreqne  les  frottenients  el  les  resistances  an  roulement 
soieut  niises  au  nombre  des  forces  resisiantes  auxquelles 
nous  avons  atlribne  le  nom  de  resistances  passives. 

Ell  elablis.sant  une  machine,  on  chcrclie  toiijoui's  a ren- 
div  IV  aiissi  petit  que  possible  par  rapjiort  a T. ; el  on  y 
panient  en  se  fondant  sur  les  idees  quo  nous  venons  d'indi- 
qner,  relaiivcment  aux  causes  de  perte  de  travail  el  de  force 
vive.  .\insi,  par  exemple,  en  donnant  un  poli  et  une  durete 
convenables  aux  surfaces  des  corps  qui  doivent  glisser  les  nns 
sur  les  autres,  et  en  graissant  ces  surfaces,  on  diminiie  I’in- 
tensite  du  froltement  qui  se  developpe  entiv  dies;  d'nn  aii- 
tiv  cdt«'-,en  faisant  eii  sorte  ipie  la  vitesse  du  glissement  soit 
aussi  petite  que  possible,  on  diminue  le  travail  dn  au  frolte- 
ment dans  un  temps  donne.  .Mais,  de  qiielque  maniere  qu’on 
s’v  prenne,  on  ne  |>tuil  p;is  faire  ipie  la  quantite  de  travail 
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inoteur  T»  , necessairo  pour  produire  uiic  quaiilitr  donnoe 
T„  de  travail  utile , par  I’iiilermediaire  d’uiie  machine,  s’a- 
baisso  au-dessous  de  celte  deriiiere  quautiU-  de  travail  : T« 
est  tuiijoui-!)  au  luuiiis  i'‘gal  a T. , el  ineme  lui  est  loujoiirs 
supei  ieur,  piiisqu'ou  lie  piuil  jamais  rediiiiv  Tf  a zero.  On 
recoiiiiail  par  lii  combieii  est  grande  I’erreur  de  ceux  (|ui 
clierelieiil  ce  qu'oii  nomine  le  mourrment  perpeltiel ; cai' 
I’objet  qu’ils  se  proposeiil,  ir’esl  priicisemeiit  de  trouver  line 
machine,  a I'aide  de  laquelle  on  puisse  pi’oduire  du  ti'avail 
utile  sans  depense  de  travail  inoteur,  on  au  moius,  produire 
line  qiianlite  de  travail  utile  plus  grande  qiic  la  quaiitite  de 
travail  moleiir  employee. 

Si  nous  nous  reportons  ii  la  division  que  nous  avons  faite 
des  machines  en  deux  grandes  classes  (§  266),  nous  ver- 
roiis  que,  dans  les  machines  de  la  secondc  classe,  le  travail 
resistant  se  rediiit  iiresque  uiii(|uenieiit  ii  IV  : le  travail 
utile  T.  est  pour  ainsi  dire  iiul,  parce  que  I'oiivrage  aii- 
quel  la  machine  est  employee  ii’o(;casioune  par  liii-ni^me 
qu'iine  resistance  insigiiiliaiite.  Dans  ce  cas,  en  diniimiant 
Tf  par  les  divei’s  uionciis  coiiiiiis,  on  pent  parvenir  ii  faire 
line  grande  (|iianlile  d’oiivrage  avec  une  laible  depense  de 
travail  inoteur.  On  en  a un  exemple  dans  les  machines  qiii 
servent  ii  filer  Ic  colon  on  la  laiiie ; avec  une  quaiitite  de 
travail  inoteur  assez  petite,  on  entretienl  le  mouvement  d'uii 
iiombre  considerable  de  broches,  dont  chaciiiie  prodiiit  un 
til.  .Mais  il  faiil  bieii  se  garder  de  confondre  I’ouvrage  qiie 
pent  produire  une  machine,  avec.  le  travail  necessaire  ii  la 
production  do  cel  oiivrage. 

§ 269.  llachineii  motriees;  macliinex  oiiIIIn.  — Dans 
line  machine  complete,  on  doit  distinguer  trois  parlies  dis- 
linctes,  savoir : 1°  la  patlie  ipii  est  deslinee  ii  reeevoir  le 
travail  inoteur,  sur  la(|iielle  agisseni  direclemenl  les  forces 
mouvanles ; 2“  la  panic  qiii  est  desliiu  e ii  produire  le  travail 
utile,  sur  laquelle agissent  direclemenl  les  resistances  utiles; 
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3°  enfiu,  la  partie  intermediaiix‘,  qui  cst  destine  a relier  les 
deux  premieres  I'uiie  a raiilre.  Un  s'eo  fera  uiii'  idee  iielte 
en  pensantii  uii  inoulin  a eaii,  dans  leijnel  line  roue  bydrau- 
lique  fail  marcber  une  meule:  la  roue  bydrauliqiie  constilue 
la  premiere  partie ; la  meule  forme  la  seeoiide ; et  la  troi- 
sieme  se  compose  des  arbres  et  des  rones  deiitees,  par  I’in- 
lermediaire  dcsquels  le  mouvement  de  la  roue  sc  transmet  a 
la  meule.  La  premiere  partie,  eelle  qiii  re^oit  le  travail  mo- 
teur,  est  designee  speciaiement  sous  le  nom  de  machine 
motrice;  elle  varie  de  forme  suivant  la  maniere  dout  le  tra- 
vail moteur  se  produit:  les  rou<‘s  bydraiiliqucs,  l appai'eil 
exterieiir  des  moulins  a vent  et  les  machines  a vapeiir  eii 
fournissent  des  exemples.  La  seeoiidc  partie,  eelle  qui  pro- 
duit le  travail  utile,  se  nomme  moeAt/ie  outU ; elle  varie  ega- 
lement  d’apres  la  nature  du  travail  auquel  elle  est  destinee. 

Toutes  les  considerations  developpees  precedemincnt,  re- 
lativement  a la  transmission  du  travail  dans  les  maebines, 
peuvent  etre  appliquees  a une  machine  motrice,  ou  a une 
machine  outil,  considcrec  isolemcnt;  et  de  meme,  on  pent 
les  appliquer  ii  rensemble  des  mecanismes  qui  sei-veiU  a 
faire  communiquer  i’unc  avec  I’autre,  on  bien  encore  a une 
portion  qnelconque  de  ces  mecanismes.  II  est  aisii  de  voir 
que  les  machines  outils  senles  penvent  rentrer  dans  la  sc- 
conde  des  deux  classes  de  macbiiu's  qui  ont  etf-  indiquees 
plus  baut  366)  : les  machines  motrices,  et  les  parties  de 
machines  qui  servent  a relier  les  machines  motrices  aux 
machines  outils,  font  necessairement  partie  de  la  premiere 
classe. 

Les  machines  motrices  ont  ide  imaginees  pour  rcmplacer 
I’actiou  de  I’hoinme  et  dcs  animaux  sur  les  machines.  La 
force  (1)  de  ces  machines  se  mesure  par  la  quanlite  de 


(1)  Lc  mot  force  eA  enijiloj^  id  avec  line  acceplion  dilTiMcnle  dc  eelle  qui 
lui  a ^te  attrlliiK^e  dan<  loiil  ce  giil  piei  i-de  ; W doit  ^lre  reiiarde  conune  si- 
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travail  qu’elles  peuvent  elTt'ctuei' dans  un  temps  donne.  Pour 
poiivoir  evuliier  cette  force  eii  nombre,  on  a besoin  de  faire 
«;hoix  d’une  unite  particuliere.  L'unite  qui  est  generalement 
adoptee  pour  cela  porte  le  nom  de  cheraf-rapeur,  ou  sim- 
plement  de  cheval ; elle  correspond  a nne  production  de 
75  kilogrammetres  de  travail  (g  118)  en  line  sei-onde  de 
temps. 

^ 270.  Hoyrns  de  renHlHri«er  le  mouvenent  d’nne 
■uielilne.  — Lorsqii’une  machine  est  destinee  a marcher 
pendant  un  temps  un  pcu  long,  il  est  generalement  tr^-im- 
portant  qnc  son  mouvement  soit  uniforme,  ou  au  moins  ne 
s’ecarte  pas  beancoup  de  rnniformite.  Cela  est  utile,  notam- 
ment  pour  que  le  travail  moteur  se  transmette  convenable- 
ment  au\  machines  motrices,  etaiissi  pour  qne  les  machines 
oiitils  effectuent  regulierement  le  travail  auqiiel  elles  soni 
employees.  Pour  oblenir  cette  regnlarite  du  mouvement 
d’unc  machine,  on  a recours  a deux  moyens  differents,  que 
nous  allons  indiquer. 

Si  le  travail  moteur  se  developpe  d’une  maniere  intermit- 
tente,  ou  bien  si,  en  se  devcloppant  d’une  maniere  continue, 
il  est  tantdt  plus  grand,  tantdt  plus  petit,  pour  un  m^me 
inlervallc  de  temps,  il  est  clair  qu’il  doit  en  resulter  des  va- 
riations dans  le  mouvement  de  la  machine.  De  mdme,  I’in- 
termittence  ou  les  changements  periodiques  d’intensite  du 


giiillantcapaciff'  dr  trarail.  11  e.*:!  oertnlnemenl  TArheux  d'eniplnxrr  aingi  Ic 
inriiie  niol  pour  degiiiner  deux  rhosos  (-gsontirllement  diirerenteg,  malit  il 
sorail  dinicile  de  changer  cette  nianlAre  de  parler  qui  est  consacree  i»ar 
I'usage.  D’aiiieurs,  11  n'y  a pas  A craindre  que  Ton  confonde  jamais  une  Torre, 
qui  s'Avalue  en  kilogrammes , avec  la  force  il'une  machine , qui  s'Avalue  en 
chevaux-vapeur.  l.a  maniArc  donl  le  mot  force  sc  trouve  inlroduit  dans  une 
phrase  indique  toujours  sufllsamment  A laquelle  de  ces  deux  acceptions  il 
se  rapporte. 

I.e  mot  force  .se  trouve  encore  dans  I’exprcssion  force  rive,  que  nous  avons 
frequemmenl  ciiiployAe;  mais  on  ne  doit  dans  re  cas  lui  atlrihuer  aucune 
signification  particuHere.  Il  ne  fait  que  constiluer  une  partie  du  mot  coiii- 
plexe  force  l ire,  donl  le  gens  e<t  imrfnilenient  detini. 

.17 
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travail  mile,  duiveiil  egalemeiit  I'aire  varier  la  rapidite  dii 
oiouvement.  Mais  nous  savoiis  quo  I'exces  du  travail  moieiir 
»ur  le  travail  resistant , on  invers«>ment  du  travail  resisiani 
sur  le  travail  nioteur,  didermine  dans  la  macliino  uiie  aug- 
meiitalioii  ou  line  diminution  de  force  vive,  qui  a pour  va- 
leur  le  double  de  cet  exces.  On  voit  done  que,  pour  uii 
menie  exces  de  I’liii  dcs  deux  Iravaux  sur  I’autre,  les  varia- 
tions de  vitesse  des  diverses  parties  de  la  machine  seront 
d'aulant  plus  faibles,  que  cette  machine  aura  unc  plus  grande 
inass(‘;  et,  si  Ton  considei'e  on  particulier  un  arbre  lonr- 
iiant  faisaut  partie  de  la  machine,  les  variations  de  la  vitesse 
angulaire  de  cet  arbre  seront  d’autant  moindres  ipie  sun  mo- 
ment d’ineitie  sera  plus  grand  : pour  augnienter  ce  moment 
d’inertie,  et  par  consequent,  pour  diminuer  les  variations  de 
vitesse  que  I’arbre  eprouve  •successivemeiit,  on  lui  adapte 
une  grande  roue  massive,  nominee  volant. 

A I’aidc  d’uii  volant  adapte  a I'uii  des  arbres  d'une  ma- 
chine, on  allenue  autant  qu’on  vciit  les  augmentations  et  di- 
minutions de  vitesse,  occasioniiees  par  les  exces  alternatifs 
dcs  Iravaux  motciir  et  resistant  I’un  sur  i’autre ; mais  il  n’en 
resulte  pas  que  le  mouvement  de  la  machine,  considcre  dans 
son  ensemble,  et  abstraction  I'aite  des  variations  pt'riodiques 
qu’il  presente,  ne  puisse  pas  s’accelercr  pen  a peu,  de  ma- 
niere  a atteindre  unc  rapidite  excessive  aii  bout  d’lin  temps 
assez  long,  ou  bieii  qit’il  ne  puisse  pas  se  ralentir  progres- 
sivement,  de  maniere  que  la  machine  finissc  par  s’arn'ler 
tout  il  fait.  Pour  (|ue  le  inoiivcinent  d’une  machine  s’elfec- 
tue  avec  une  vitesse  moycune  qui  reste  toujours  la  m^nie, 
il  faut  que  la  valeur  moyenne  du  travail  motcur  soil  egale 
a la  valeur  inou  niie  du  travail  resistant,  pendant  nn  nom- 
bre  quelconqnc  dcs  periodes  dont  sc  compose  le  mouvement 
de  la  machine.  On  parvienl  it  etablir  cette  egalite  des  tr.i- 
vanx  motcMii'  el  resistant,  conside'ies  en  moyenne  pendant 
nn  temps  pins  on  moiiis  long,  en  einpluyant  des  appareils 
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dils  re'gulateun,  parmi  lesquels  on  pent  citer,  comnie  type, 
le  re'gulateur  a force  centrifuge.  Ces  appareils,  changeant 
de  forme  suivanlque  la;nachiiie  inarchc  plus  ou  nioinsvite, 
ugissent  par  cela  m^me  sur  des  orgaiies  speciaux,  a I’aide 
desquels  ils  augmentcnl  ou  diminuent  le  travail  motcur,  de 
maniere  a le  inettre  toujoui's  en  rapport  avec  la  grandeur 
dll  travail  resistant  a vaincre.  • 

Aiiiai,  les  regulateurs  servent  a consei  ver  ii  la  vitesse  de 
la  niacliine  line  valeur  moyenne  qui  soit  toujours  la  ineme ; 
et  les  volants  soul  destines  ii  emp^cher  que  la  vitesse  de  la 
machine  s’ecarte  trop  de  cetle  vitesse  moyenne,  soit  en  plus, 
soit  en  moins,  suivant  que  le  travail  moteur  est  monienta- 
nemeut  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  travail  resistant 
eorrespondant. 
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I.e  Traile  de  mdcaiiiqiio  ralionnelle  qui  pr6:Mo  coinprcnd  a la  fuK-< 
Ips  notions  de  mecanique  exigees  pour  I'adinission  h I'Ecolc  Polyledi- 
nique , et  loute  la  partie  thcorique  du  cours  dc  Mecanique  et  Mh 
rliitics  de  crtle  £cole.  Sa  pulilicaiion  a eii  prindpalement  pour  objet 
dYtablir  un  lien  intimc  enlre  les  deux  enseigueincnU  que  les  d^ves 
re(;oivenl  successivcroenl  sur  cette  maliere,  avant  d’enirer  i I'teole, 
et  apres  qti’ils  y out  adnua.  Pour  (|ue  les  candidals  a I'fccole  Po- 
lytcchniqiie  sachent  aii  juste  quelles  sont  les  parties  de  ce  Traitc  qu’ils 
doivent  etudier  pour  saiisfaire  aux  exigences  du  programme  d’ad- 
mission , nous  allons  reproduire  ce  prc^rarame,  en  I'accompagnant 
des  indications  convenables.  Ensuite  viendront  deux  notes,  dans  Ics- 
t|uelles  nous  traiterons  quelques  questions  sp^ciales,  qui  n’ont  pas  pu 
entrer  dans  le  cadre  de  cet  ouvrage,  et  donlla  connaissance  est  exigtk' 
|)our  I'admission  k l'£cole. 


-»9* 


rUOGRAMME 


DfcS  CO.NNAISS.VNCES  DE  XtcA.MQlIE  EXIOiES  POUR 
u’ADMISSIOJt  A l'^COLE  POLYTECHNIQUE. 

IIh  mouvemeat  d’aa  point  eonNlderr 
j^eometrlqaement. 

« Mouvenienl  uiiiforine.  Vitesse.  — Mouvement  varii’. 
« Vitesse  & un  instant  donue.  Counnent  elle  se  determine 
(I  par  le  calcul  ou  par  le  tracd  d’une  tangente  a une 
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n courbe,  qqand  I’espace  pst  une  fonction  donnee  du 
« lemps. 

« MouvemcDt  unifornii'iiipnl  varid. — La  vilesses’accrolt 
II  de  quaiitilds  proporlionnelles  aux  lemps  ccoules. — L’c\- 
« perience  sur  la  chute  des  corps  dans  le  vide  en  fournit 
H 111)  exemple;  valeur  de  I'accdldralion  i/  dans  ce  cas.  — De 
« I’accdldration  dans  le  mouvement  reclilignc  varid  en  ge- 
« ndral,  quaiid  la  vitesse  est  donnde,  en  fonction  du  temps, 
<1  par  une  dquation  ou  par  une  courbe. 

B Projection  sur  iin  axe  d'un  point  mobile  dans  I’espace. 
II  La  vitesse  de  la  projection  du  point  est  dgale  A la  projec- 
II  tion  de  sa  vitesse  dans  I’espace. 

II  Composition  el  ddcomposition  des  vilesses  ddduites 
II  de  la  cousiddratiou  des  uiouvemenls  relatifs.  Cc  qu'on 
II  entepd  par  accdldration  totale  el  par  accdleralion  taii- 
u gentielle  dans  le  mouveuieiil  curviligne  d’un  point,  Coiu- 
u position  et  decomposition  des  accdldralions.n 

Pour  toutes  ces  questions , qui  soul  relatives  i la  Cindmatique , on 
etudiera  dans  le  livrel  : t°  tout  Ic  chapitre  !■',  paragraphesa  a 14; 
2"  les  paragraphes  to  et  16  du  chapitre  2,  pour  savoir  ce  qiie  l•■r>sl 
qu’iin  roouvement  de  translation  ; .3“  les  paragraphes  37  a 47  du  cha- 
pilre  3 ; 4"  los  paragraphes  69  i 73  du  chapitre  4 ; 5“  enfin  le  para- 
graphe  79  du  mdnie  chapitre  4. 


De  IVIIVl  dies  foiM'rss  nppliiiaroM  « un  polnl  mnleriel 

ilbrc. 

II  Loi  de  I’inerlie  relative  nu  point  maldriel.  — Kffets 
divers  des  forces.  — Conditions  de  Ldgalite  de  deu.v 
II  forces,  d'aprfesleselTelsqu’ellesproduisent  sur  un  ineme 
(I  corps  ou  sysleme  matdriel.  — Comparaison  des  forces 
« aux  poids,  a I’aide  du  dynamom6tre.  — Le  kilogramme 
« peut  6tre  pris  pour  unitd  de  force. 
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<1  On  adinet  coumic  piincipo  ox |>eri mental  (|ue  TelTel 
« d'uno  force  snr  un  point  materiel  est  iudependaut  du 
« mouveincnt  anterieurement  acquis  par  ce  point,  c’est-a- 
« dire  quo  le  mouvement  du  point  s'olitient  i>ar  la  compu- 
(I  sition  du  mouvement  recliligne  dft  a savitesse  acquisect 
<t  du  mouvement  quo  la  force  lui  comiminiquerait  s’il  par- 
« tail  du  repos.  — Demontrer  qu’il  rdsidle  de  ce  principe 
n qu’unc  force  constante,  agissant  sue  un  point  matdriel 
« partant  du  repos,  lui  imprime  un  mouvement  unifortnd- 
« ment  acceldre.  — Cas  oi'i  le  point  matdriel  possede  nne 
« Vitesse  initiate  dans  le  sens  dc  la  force  ou  dans  le  sens 
« contraire.  — lt(!ciproqueinent,  si  un  point  materiel  est 
« aniind  d’nn  inouveinentrecliligne  uniformdinent  varie,  il 
« est  soumis  nne  force  constante.  — E.\emples  relatifs  ci 
(1  la  pesanteur.  — Le  mouvement  parabolique  des  projec- 
« tiles  est  une  autre  consdquence  des  principes  enoneds  ci- 
« dessus. 

u Inddpendance  niutnelle  des  elTets  simultands  dc  plii- 
« sieurs  forces  agissant  sur  un  point  inatdriel  isole.  — 
u Deux  forces  constantes,  appliqudes  successivement  h un 
u meme  point  materiel  partant  du  repos  ou  animd  d’une 
« Vitesse  initialc  de  mdme  direction  quo  la  force , sont 
« enlrc  dies  comme  Ics  accdldrations  qn’elles  produisent. 
1)  — Consdquence  relative  an  cas  oil  rune  des  forces  est  le 
•(  poids  mdme  du  mobile. 

(I  Ddlinition  dc  la  masse.  — Itelation  entre  les  forces,  les 
« masses  el  les  accdldrations.  — Dc  la  force  d’inertie.  Son 
It  expression  el  ses  elTets.  Sa  inesure  en  kilogrammes  pour 
(I  diverses  accdldrations.  — Introduction  dc  la  masse  dans 
II  les  dquatiotisdu  mouvement  recliligneou  curviligne  d'un 
II  point  soumis  ;i  I’action  dc  la  pesanteur  ou  d’une  foixe 
« constante  quelconquc.  — Notions  qui  eu  derivenl  relati- 
II  vement  au  travail  el  a la  force  vive. 

II  Composition  el  decomposition  des  forces  appliqudes  a 
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ft  un  inSuie  point  materiel  libre,  deduites  du  principc  de 
« I’inddpendance  des  effels  simultanes  des  forces.  — Con- 
ic dition  de  I’dquilibre  des  forces  appliqudes  d un  inf-ine 
H point.  Elle  est  independante  de  I’dtat  de  repos  on  de 
n inouvement  de  ce  point.  ;> 

Pour  cette  parlio  du  programme , uu  eludiera  dans  le  livre  II  : 
I*  les  paragraphes  8%  a 99  du  chapitre  4°’’ ; 3“  le  paragraphe  IU4  du 
rhapilrc  2;  .3°  et  les  Irois  premiers  alineas  du  paragraphe  138  du 
chapitre  3.  On  y Irouvera  lout  ec  i|ui  se  rapporte  a ces  diverse? 
questions  relatives  a I'eflet  des  forces  appliquees  a un  point  materiel , 
a I'exccption  toutefois  do  I'lnlroduction  tie  la  viatse  dans  les  equa- 
tions du  mouvemenl  reclilijne  ou  lurviligne  d'un  /mint  souniis  n 
V action  de  la  pesanleur  ou  d'une  force  conslanie  quelconque ; el  des 
notions  qui  en  derivent  relativement  au  travail  et  a la  force  vit  e. 
La  note  I ci-apre^  est  deslin^e  u combler  cette  lacune. 


Ua  travail  des  forees  appliquees  a an  paint  mabile. 

(I  Travail  dldmentairc  d’une  force  appliqude  ft  un  point 
II  mobile.  — Deux  mani^res  de  I’dvaluer , suivant  qu’on 
II  projette  la  force  sur  la  direction  de  I’dleinent  du  chemin 
II  dderit,  ou  I’dldment  de  chemin  sur  la  direction  de  la 
II  force.  — Travail  dldmentaire  moteur;  travail  dldmen- 
II  taire  resistant.  — Le  travail  elementaire  d’une  force  nor- 
II  male  rdlement  du  chemin  decrit  est  nul. 

II  Travail  total  d’une  force  conslante  dirigee  dans  le  sens 
II  du  chemin  parcouni,  ou  qui  reste  parallele  ft  ellc-inenie. 
I.  — Travail  de  la  pesanleur  dans  le  mouvemenl  d’un  point 
II  materiel  sur  tine  courbe  quelconque. 

II  Travail  total  d’une  force  variable  dirigee.ou  non,  dans 
II  le  sens  du  chemin  ddcrit  jiar  son  point  d’applicalion  : il 
II  s’obtient  par  une  quadrature  ou  a I’aidc  d’un  trace  ap- 
II  proxiinatif.  — Ce  qu’on  entend  par  effort  moyen. 
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(c  I iiile  de  travail,  kilograinnifetre. 

« Le  travail  dldmcnlaire  de  la  rdsultante  de  deu\  ou  d’un 
II  plus  grand  nombre  dc  forces  est  dgal  & la  soinme  algd- 
« brique  des  travaux  dldnientaires  des  coniposantes.  — 
« Extension  de  ce  thdorSme  en  travail  continu  des  forces. 

« TheorSine  de.s  moments.  Ce  thdoreme  a lieu  pour  les 
« |>rojections,  sur  un  plan  quelconque,  dc  forces  concou- 
« rantcs  dans  I’espace.  Ce  qu’on  nomine  moment  d’une 
« force  par  rapport  un  axe. 

« Ouand  trois  forces  se  font  constainnicnt  equilibre,  la 
« soinme  aigdbrique  de  leurs  travaux  est  nulle.  — Exten- 
« sion  de  ce  tbdor^me  a I’dquilibre  d’un  nombre  quel- 
H conque  de  forces  appliqudes  h un  point.  — Thdorfeme  re- 
« latif  aux  moments  de  ces  forces  par  rapport  & un  axe 
« quelconque  dans  I’espace.  » 

Puur  toutes  cos  questions,  qui  se  rappurtcnt  au  travail  des  forces 
et  a leurs  moments,  on  prendra  dans  le  livre  Hit”  les  para- 
grapbestOO  k 103  do  chapitre  1";  2®  les  paragraphes  117  et  118  du 
rhapitre  2. 


l8eM  appllqueea  a an  eorpn  aollde. 

<1  Notions  relatives  a la  soliditd  des  corps.  — Hypothesc 
« de  I'invariabilitd  des  distances  muluelles  des  elements 
« (le  CCS  corps.  — Cas  ofi  cettc  hypothfisc  pent  (Hrc  ad- 
it mise. 

(I  On  admct  qu’on  peut,  sans  cbanger  I’dtat  de  repos  ou 
<1  de  niouvement  d’uii  corps,  transporter  le  point  d’appli- 
II  cation  d’une  force  en  un  point  quelconque  dc  sa  direc- 
'I  lion,  pourvu  que  le  second  point  soit  supposd  lie  inva- 
II  riabicmcnt  au  premier.  — Verification  de  ce  principe  an 
II  moyen  du  dynamomdtre  appliqud  aux  extr^mitds  d’une 
II  corde  ou  d’une  viu’ge  soutenant  verticalement  un  poids. 
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« — Lc  travail  de  la  force  aiu&i  Iraiispoil^e  csl  aussi  le 
« m^mc  pour  tout  ddplacemcnt  eldmentaire  de  la  droile 
« d’applicatiou. 

B Composition  el  equilibre  de*  forces  concouranles  ap- 
« pliqudes  uii  corps  solide.  — Cas  oil  les  forces  sont 
B parall^lcs.  — Cas  d’un  couple. 

B Le  moment  de  la  rdsullanle  d’un  sysieme  de  forces 
B paralK'les,  par  rapport  a un  plan  quelconque,  est  egal  a 
B la  somme  des  moments  des  composantes. 

« Centre  des  forces  paralleles.  Centre  de  gravitc  ; sa  re- 
B ctierche  se  rdduit.'i  une  tiueslion  de  gdomeftrie,  quand  le 
B corps  est  lioiiiogene.  — Cas  oil  le  corps  a un  plan  de  sy- 
B melrie,  un  axe  on  un  centre  de  figure.  — Notion  du 
B centre  de  graviled'unc  ligneel  d’unc  surface  considdrdes 
B comme  composees  d’eleinents  doul  le  poids  est  propor- 
B lionnel  ii  lenr  dlendne. 

B Centre  de  gravitd  d’un  triangle;  il  est  le  nieme  que 
B celui  du  systeme  de  trois  spheres  homogi^nes  egales  qui 
B auraicnl  leurs  centres  aux  trois  soinmets.  — Centre  de 
B gravite  d'un  polygone.  Cas  particuliers  du  trapf*ze  et  du 
B quadrilatere  quelconque. 

B Centre,  de  gravitd  du  lelraedre ; il  est  le  meme  que 
B celni  du  systeme  de  qualre  spheres  liomogenes  egales 
B qui  auraient  leurs  centres  aux  ipiatre  soiniuels.  el  se 
B Irouve  an  point  d’inlersecliou  des  droiles  qui  joignent 
B les  milieux  des  arffles  ri'spectiveinent  oppnsdes. — Centre 
B de  gravit(‘  de  la  pyrainide,  du  rdiie 

B La  notion  du  centre  de  graviti-  ne  suppose  pas  neces- 
B sairenienl  la  solidite  des  corps;  elle  s'applique  a un  sys- 
» ti*me  quelconque  de  points  inaleriels. 

B Le  travail  do  lu  pesanleursur  un  corps  ou  sur  un  s)s- 
B tiMue  de  corps  est  lc  ineine,  que  si  la  masse  de  ces  corps 
B se  trouvail  couceulrde  eu  leur  centre  de  gravite  general. 
B — Application  relative  a reldvalion  des  fardeaux. 
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(<  Coiii|>osition  geiieralc  ties  forces  appliquees  ^ iiii  cori)s 
« solitle  invariable.  — Leur  reduction  a deux  forces  equi- 
H valenles,  dont  i’une  passe  par  un  point  donn^.  — Pour 
u I’^quilibre,  ces  forces  doivent  6tre  egales  et  directeinenl 
n contraires,  et  la  soinino  algebriquedes  travaux  des  forces 
H proposdes  doit  ^Ire  uullu  pour  tout  deplaceiuenl  lictif 
u ou  virtuel  du  corps.  — Kii  ddduire  les  six  Equations  d’t'- 
(I  quilibre.  » 

(tn  Irouvcra  (out  t o qui  sc  rapporlo  a ros  qiK-bliuns  relalivps  aiix 
forces  appliquees  a un  corps  solide,  en  prenanl  dans  le  livre  III ; 1“tes 
para;;raplies  l-tO  d 159  du  chapitro  I";  i"  les  paracraphes  162  a 
170  du  ehapdie  2;  3"  les  para^raplies  172  et  173  <lu  mi'me  rha- 
pitreJ;  t“  enfin  les  para^traplies  I7i  a 170  du  chapitre  3.  On  |teul 
laisser  de  wUe,  dans  les  paragraplies  qui  viennent  d’^re  indiqu^s  , 
lout  ce  qui  siipposedcsconnaissancesaulresquecellesqui  sont  e.xig^e.s 
pour  I'admission  a i ficole  rolyleclinique ; ee  qui  resle,  apies  celto 
.suppression,  re(K)ii<l  sullisamraent  aux  (piestions  conlenues  dans  |,i 
pat  tie  du  programme  a laquelle  fe  rapportent  ce.s  paragraplies. 


Ilm  machines. 

(I  Les  niaebines  out,  en  general,  pour  but  de  traits- 
« inettre,  sous  certaines  conditions.  Taction  el  le  travail 
« des  forces.  — Influence  des  resistances  dites  passives  : le 
M travail  inoleur  esl  toujours  plus  grainl  que  le  travail  re- 
i(  sislant  utile.  — Notions  (Memenlaires  relatives  aux  ma- 
tt chines  simples  sollicitees  uniiiuement  par  une  puissance 
tt  et  une  resistance.  — (’,e  qu’on  gagne  on  force,  on  le  perd 
It  en  temps  ou  en  cbemin. 

t(  fiquilibre  et  travail  des  forces  apiditpiees  au  levier.  — 
« Des  balances. — Conditions  ^ remplir  pour  ([u'elles  ne 
tt  soient  ni  folles  ni  paresseuses.  — Mesurc  de  leur  sensi- 
tt  bilit^. 
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i(  Kt|uilibre  et  travail  rles  forces  appliquecs  an  tieuil,  a 
H la  poulie  fixe  ou  mobile.  — Moufles. 

« ftquilibre  el  slabilitdtrun  corps  pesantposesui’  uii  plan 
« fixe  horizontal  ou  incline.  — Reactions  du  plan.  — Mo- 
n ments  etdegres  divei-s  de  stability. 

« Lois  expdrinientales  du  froltenienl  : 1"  a I’instant  du 
(I  depart;  2*  pendant  le  niouverncnt.— Kiixiriences  de  Cou- 
« lomb  relatives  au  frotlement  des  co  rps. 

« Mouvement  uniforme  et  equilibrc  d’lin  corps  sur  un 
« plan  inclind,  en  supposant  cc  corps  nniquenient  souniis 
« fi  ruction  de  la  pesaiiteur  et  au  frotlenient  du  plan.  — 
fi  Gas  du  mouvement  uniformement  acceleix*.  — Equation 
« du  travail  et  des  forces  vives.  — Portion  du  travail  ab- 
(t  sorbee  par  le  frottement. 

« Fi’ottement  dans  la  poulie  fixe. » 

Presque  tuutes  les  mati^res  qui  eumposenl  ccU«  deiDieiv  panic  du 
programme  ne  sont  pas  traiUies  dansl'ouvrage  qui  prec^e;  el  celles 
qui  y sont  trailees  so  Iroiivent  (clleinont  disserain^s , qu’il  serait 
difficile  de  les  y ^ludier  coiivonablemenl.  Aussi  a-l-on  cru  devoir  faire 
de  I’eiisemble  de  ces  malieres  I'objel  special  de  la  note  It , oii  dies 
sont  presentees  de  maniere  a faire  suite  aux  parties  pr6c6deiiles  du 
programme. 


NOTE  1. 

Inlroduclion  de  la  masse  dans  les  equalioits  du  muui  emeiil  revli- 
liyne  uu  curviligne  d'un  point  .soumis  d iai  thn  de  la  pesanleur  ou 
d’une  force  constanie  guelcongiic  — Motions  qui  en  derirent  relativr- 
inenl  au  travail  et  <i  la  force  vice. 

En  cludiant  le  mouvement  (jne  prenil  iin  point  materiel  primilive- 
iiient  en  repos,  sous  I'action  d'lme  force  couslanle  en  grandeur  el  en 
direction  (§  90),  el  consid^ranl  specialement  le  cas  ou  coUe  force  esi 
le  poids  m^me  du  mobile , on  a trouv^  la  relation 
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v*z=.i(fx, 

ilans  laqiipllf  r ost  la  \iiesse  <hi  |H)int  maleriel  a nn  instant  (|iiel- 
roruiMp,  el  x rst  la  haiilpur  donl  il  P:>t  dt'ja  lomM  a ret  instunt.  Si 
Ton  miiltiplie  lt*s  (Ipij\  menibres  par  la  masse  m du  point  mobile,  il 
viendra 

mi’*  = imyx, 

oil  bien 

)nt^*z=2Px.  (a) 

P ^lunl  le  poid.s  de  co  mobile  (Jiielleqiie  soil  la  force  F,  ronslaide  en 
grandeur  el  en  dircriion , qui  agissc  sur  le  point  materiel  de  massi*  m 
suppose  primilivemenl  en  repos,  si  I’oii  devigno  toujours  par  i>  la 
vite.s.se  de  ce  point  a un  instant  quelconque , et  par  x lo  chemin  qu'il 
aparcourii  Jiis(|u'5  cot  instant  sous  Taction  de  la  force  F,  on  trouvera 
de  meme 

mt''  = 2Fx.  (5) 

l.orsqiio  ensuite  on  a dtiidie  le  mouvement  d'lin  |>oint  materiel 
soumis  a Taction  d’une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction, 
el  anime  d’une  vitosse  iuitiale  de  mi'me  direction  que  la  force (§9t), 
on  a Iroiive  le.s  relations 

+ v = Vo+jt, 

pour  le  cas  ou  la  vitesse  initiale  t>„  esl  de  mSme  sens  que  la  force  Si 
Ton  elimine  t entro  ces  deux  relations  , on  Iroiive  sans  peine 

e*  — »’„*  = 2Jx; 

ell  muliipliaiil  de  part  el  iTauIre  par  la  masse  m du  mobile,  et  ob- 
>ervaid  que  uq  e.<t  i^gal  a la  fora-  F qui  agit  sur  ce  mobile , on  ar- 
rive a 

iiiv*  — mv„*  = 2 Fx.  ( c) 

Dans  le  cas  oil  la  vilesso  initiale  i>,  esl  dirig^e  en  sens  conlraire  do 
la  force  F,  on  a trouv6  les  relations 

X = Vof  — -’ )/* . V = o,  —jl , 

d'oii  Ton  deduit,  en  6lirainanl  I , mullipliant  ensuite  par  m,  puis  rem- 
placaiil  inj  par  F, 

mv*  — mi)„*  = — 2 F.r.  ( d ' 
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Enfin  , en  rlierchanlquel  est  lo  mouvementque  prend  un  point  ma- 
teriel soiimis  i Taction  d’une  force  coni^tante  en  gran<leur  et  en  direc- 
tion, lorsque  ce  point  cst  anime  d line  vitesse  initiale  de  direction 
ijuelcooque  (§  92),  on  a trouve  pour  les  equations  de  ce  mouvement 
iap|K)i U*  aux  axes  0 X , O Y,  (6g.  51 , page  1 23) 

X = v„l , y = l ;•/». 

idiangeons  de  coordonniSes,  et  prenons  pour  axes  la  ligne  OV  et  one 
perpendiculairc  a cette  ligne  men^  jiar  le  point  O ; les  nouvelles 
coordonnees  r',  ly'  du  |ioint  M scront  lieesaux  andennes  x,  y,  |>ar  les 
relations 

®'=xcos*,  y'  = y — xsin«, 

* ^lant  Tangle  que  la  direction  OX  de  la  vitesse  initiale  fail  aver 
le  iiouvel  axe  des  x.  D’aprtecela,  les  Equations  du  mouvement  dii 
point  M rap|)orl6  aux  nouveaux  axes  seront 

x'  = r„cos»./.  y'  = ~jl* — u,  sinx.y. 

On  pent  regarder  ces  deux  d|uations  comme  elant  celles  de  deux 
mouvements  rectilignes  dont  le  mobile  est  anirad  en  inenie  temjis ; en 
sorle  que  , |X)ur  avoir  sa  vitesse  e a un  instant  qiielconqiie  , on  iTa 
ipTa  prendre  fes  vitesses 

t'„C08*,  jl  — t)„sina, 

dans  ces  deux  mouvements  rectilignes , et  les  composer  entre  dies  a 
Taidedu  paralldogrammc  des  vitesses,  parall^logrammc  qiii,  dans  ce 
cas , est  rectangle  : on  aura  done 

!)•  = i’„*  cos*  * + (jl  — Vo  sin  a)*  , 

ou  bien 

V*  — t’.,*  — 2; . t'„  sin  a.  / -f-)*  I* , 
ou  bien  encore,  en  tenant  compte  de  la  relation  entre  I el  %/, 
v*=t\*  + ijy'. 

Rn  nuiltipliant  les  deux  raembres  par  la  masse  m do  mobile,  et  rem- 
placanl  mj  par  R,  un  arrive  it  la  relation 

tno*  — mo„*  = 2Fj/'.  (e) 

Les  diverses  Equations  (a),  {b),  (cj,  (if),  (e),  <|ui  viennenl  d’dre 
^tablies,  rentrent  toiiles  dans  une  mt'me  forme  g6n6rale.  On  y trouve 
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<lt*s  lermos  de  deux  esiwcen,  savoir:  1°  lo  produit  me*  de  la  masse 
dll  inoliilu  par  le  carr6  de  sa  vitesse,  produit  <|ue  Ton  desi^ne  sous  le 
nom  de  force  rive  du  mobile ; 2"  le  produit,  tel  ipie  K.c,  de  la  force 
fjui  agii  sur  le  mobile  par  le  cliemin  qu’il  pareourt  dans  la  direction 
de  retie  force,  produit  que  Ton  nomme  travail  de  la  force.  Si  Ton 
regarde  le  travail  d’une  force  appliqiiee  a iin  mobile  qui  ne  se  displace 
l>as  suivanl  sa  direclion,  comme  etanl  le  pi'oiJuit  de  la  force  par  la 
projection  du  chemin  parcouru  |iar  li*  mobile  sur  la  diri'Clion  de  ceile 
force;  et  si,en  outre,  onconvient  de  i-eganler  ce  travail  comme  posi- 
lif  ou  negalif,  suivanl  qiie  le  mobile  se  di'place  dans  le  m^me  sens 
, que  la  force  ou  en  sens  contraire,  il  esl  aisd  de  voir  qiie  les  quanti- 
les— Fi  de  r^|ualion  (if|,  el  Ft/'  de  l’L^|uatiun  (e),  repr^senlenl  Tune 
el  I'autre  le  travail  de  la  force  F dans  les  cas  auxquels  ces  equations 
.sc  rap|K>rtenl.  Bn  nous  fondant  sur  ces  delinitions  et  conventions,  nous 
poiivons  dire  que  cbacune  des  ^puilions  (a),  (6),  (c),  (d),  (e)  eat 
comprise  dans  IVnonce  suivanl ; rarcroissemenl  do  la  force  vive  du 
[lOinl  mobile,  depuis  lo  coramencomenl  de  son  mouvement,Jusqu’a  un 
instant  quelconqiie,  est  ^gal  au  double  du  travail  du  la  force  qui  agit 
sur  ce  mobile  fiendanl  le  meme  temps.  C'est  dans  cet  ^nonc4  que  con- 
siste  le  Ih^oreme  des  forci*s  vives  pour  un  point  materiel,  Ihter^roe 
qui  se  trouve  seulement  veritie  par  ce  qui  prw'ede,  dans  les  divers 
cas  simples  que  nous  avons  examines. 

Engendral,  si  Ton  considfere  line  force  quelcompie  FappliquM  d un 
point  mobile,  si  I on  piojette  sur  la  direction  do  cetle  force,  prise  a un 
instant  quelconque,  le  cliemin  infiniment  petit  d$  parcouru  par  le  mo- 
bile pendant  un  Element  de  temps  coraptd  a parlir  de  cel  instant,  et 
si  I’on  multiplie  la  grandeur  de  la  force  F au  m^mu  instant  par  ce 
chemin  iirojele,  le  produit  obtenu  sera  ce  qn'on  nomme  le  travail 
etemevtaire  de  la  force  F pendant  I'^lement  de  temps  considdr^.  On 
obtiendra  evidemraent  le  un^mo  travail  elemenlairc,  en  prenanl  le 
produit  Fids  do  I’lilement  de  chemin  ds  decrit  par  le  mobile  par  la 
projection  Fi  de  la  force  F sur  la  direclion  de  cel  element  ds.Le  tra- 
vail d une  force,  pendant  un  temps  lini  quelconque,  est  la  somme  des 
travaux  ^lemenlaires  de  cette  force,  pcmdanl  les  divers  Elements  dans 
lesquels  on  p«*ul  concevoir  que  ce  temps  lini  soil  discompose. 
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NOTE  II. 

lien  maeii inpii. 

Im  machines  onl , en  gineral , pour  but  de  transmettre , sous  cer- 
laines  conditions , I'aclion  et  le  travail  des  forces.  — In/luence  dcs 
rMsIancrs  dites  passives  : le  travail  tnoleur  est  toujours  plus  grand 
quele  travail  risistant  utile.  — Motions  elementaires  relatives  aii.r 
machines  simples  sollicitees  uniquement  par  une  puissance  et  une  , 
resistance,  — Ce  qu’on  gagne  en  force  on  le  perd  en  temps  ou  en 
chemin. 

Pour  Taire  lout  d’abord  une  id^  un  peu  nelle  de  I'objet  des  ma- 
rhines  que  Tod  emploie  dans  I’industrie,  on  peul  lire  le  § 266,  dans 
lequel  on  est  conduit  6 dire  que  les  machines  sont  des  appareils  qiii 
servent  a transmettre  le  travail  des  forces.  Quant  6 I’dlude  complete 
de  la  mani^re  dont  sVtfcctue  la  transmission  du  travail  dans  les  ma- 
chines, elle  ne  peutso  faire  qu’en  s'appuyant  sur le  thtori-me  g^n^ral 
des  forces  vives,  Iheoreme  qui  no  fait  pas  partie  des  connaissances 
eiig^  pour  I'admission  a I'fecole  Polytechnique  : on  devra  done  se 
contenter  des  indications  suivantes,  relativement  & celle  transmission 
du  travail. 

Considi^rons  une  machine  qui  soit  d'unc  nature  telle  quo  U s \i- 
tessps  de  ses  dilTerents  points  puissent  rester  constantes  pendant  un 
temps  qiielconque,  c'esl-i-dire  dont  les diverses  parlies  puissent  ^Ire 
anira6es  en  mi^me  temps  de  mouvemenis  iiniforroes,  mouvements 
qui  sont  habittiellement  des  mouvements  de  translation  ou  de  rota- 
tion. Si  cetto  machine  so  meut  uniformoroeut  sous  I'aclion  des  forces 
qui  lui  sont  appliqu^,  il  est  clair  que  celles  de  ces  forces  qui  agis- 
sent  sur  une  quelconque  des  pieces  dont  la  machine  se  compose  se 
font  muluellement  dquilibre,  puisque  le  mouvement  de  ceite  piece 
s’effeclue  de  la  m6me  maniere  qu’il  s'effecluerait,  en  veitu  de  la 
seule  inertie  do  la  maticre,  dans  le  cas  oil  aucune  force  ne  lui  serail 
appliqu^.  On  peuten  conduce  que  la  somme  des  travaux  des  forces 
qui  agissent  sur  ceite  pid'e,  prise  isol^menl,  est  nolle,  quel  que  soit 
le d^placement  ideal  el  inrmimeni  petit  qu'nn  lui  allribiie  ti  |»ailir 
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d imo  |H>>ition  f|ii»‘lconqup  (5  l*C);  cl  par  consdqufiil  cello  sonirac 
(I(>  Inivaux  esl  null**  pour  le  doplaccinent  quo  prend  rcfllcineiU  la 
piiH-e  dont  il  s'agit  pondanl  im  olemcnl  de  temps,  a partir  do  I’ins- 
lant  oil  elle  occ.upela  position  donl  on  vient  do  [larler.  On  on  conclut 
de  suite  quo  la  sommo  des  travaux  ddveloppos  par  toutcs  los  forces 
qui  a!;iss<Mil  sur  los  divorsos  parlies  do  la  machine,  pendant  un  ele- 
ment de  temps  qiielcompie,  este;.'ale  a zero;  el,  par  consequent,  il 
cn  est  encore  de  meme  lorsipie  I'on  considere  la  somiue  lies  travaux 
developpc^  par  ces  forces  pondanl  un  temps  fini.  t'.elle  sommo  do 
travaux  ne  (tent  eire  nullo  (|u'aiilanl  quo  la  sommo  des  travaux  [aisi- 
lifs  esl  ^"ale  a la  sommo dos  valours  absolues  des  Iravaux  tie^alifs,  l o 
(|u’on  i^nonceen  disant  quo  lo  Irartiil  moleur  esl  ef/al  an  travail  re- 
sislaut ; car  on  domio  los  noms  do  travail  moleur  el  de  travail  resis- 
tant a ces  deux  sommes  partielles,  donl  la  premiero  so  re|K)i  le  au 
travail  des  forces  mouvanlosou  dos  puissances,  et  la  secoiidoau  tra- 
vail des  forces  resistantoj  ou  des  resistances. 

On  voil  par  co  qui  precede  qu’uno  machine  dont  lo  mouvemenl  ost 
iiniforme  transmet  lo  travail  des  forces  mouvantes  aux  points  ou  gout 
appliqu6es  los  r6si.stances,  sans  i|ue  la  grandeur  do  ce  travail  soil 
idteriV  on  aucune  maniere ; puisque  le  travail  resistant,  e’est-a-dire  le 
travail  produit  par  la  machine,  est  egal  au  travail  moteur  employe  a 
sa  production.  Dans  le  cas  particulicr  oil  la  machine  n'esl  soumise 
qu’a  line  seulo  puissance  el  il  une  seule  resistance,  I’^galile  des  tra- 
vaiix  moleur  et  rosi^lanl  entraine  comme  consequence  quo  la  puis- 
sance el  la  resistance  sent  outre  elles  dans  lo  rapport  inverse  des 
chemins  parcourus dans  le  memo  temps  parlours  points  d'applicalion 
el  siiivant  leurs  directions  res|M'clives  ; d'oii  I on  conclut  la  maxime 
bien  connue  quo  ce  qum  gagne  eit  force  on  le  perd  en  ritesse.  Nous 
aiirons  bicntei  I’occasion  de  verifier  co  resullut  tres-impoitani,  dans 
reiiide  do  qiielquos  machines  simples. 

L’egalite  dll  travail  moteur  el  du  travail  resistant,  quo  nous  venous 
d'eiablir  pour  los  cas  oil  une  machine  se  im  ill  uniformemonl,  subsiste 
encore,  en  moyenne,  lorsque  la  machine  ne  se  meul  pas  uniforroe- 
ment.  Si  Ton  evalue  ces  travaux  moleur  et  resistant  pendant  un 
nombre  quelconquo  d’inlervalles  de  temps  successifs,  on  verra  quo 
le  premier  esl  laniet  plus  grand,  lanl6t  plus  petit  quo  lo  second; 
mais,  onsomme,  l.i  valour  lolale  du  travail  moleur  evalue  pen- 
cil 
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dant  toule  la  dur6c  de  la  inarche  de  la  machine  est  toujours  ^ale  a la 
valeur  toUle  du  travail  resistant  correspondant  a cette  m^me  dur^. 
Nous  admettons  cette  proposition,  dont  la  demonstration  ne  peut  se 
fairo  qu’a  I'aide  du  th6or6me  gdn^ral  des  forces  vives.  D'apres  cela, 
nous  pouvons  dire  que,  dans  tous  les  cas,  le  travail  moteur  confl^  d 
une  machine  est  transmis  intcgralement  aux  points  oil  agissent  les 
resistances  appliquees  a la  machine,  sans  qu'aucune  j)ot  tion  de  ce 
travail  soit  perdue  ; mais  il  faut  bien  faire  attention  que,  pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  on  doit  tenir  compte  de  toutes  les  forces  appliquees  a la 
machine,  sans  auciino  exception.  Or,  parmi  les  forces  resistantes,  il 
y en  a de  deux  especes  : t’  celles  qui  sont  necessairement  appliquees 
a la  machine  d’apres  I’objet  auquel  ellc  est  destinee,  e’est-a-dire 
celles  qui  correspondent  au  travail  mt'me  que  Ton  se  propose  de  pro- 
duire  par  I'emploi  de  la  machine  ; 2°  celles  qui  se  developpent  dans 
les  diverscs  parties  de  la  machine,  par  suite  de  son  mouvement, 
comme  les  frottements  entre  les  pieces  solides  dont  la  machine  est 
form6e,  et  qui  n’ont  rien  de  commun  avec  le  travail  en  vue  duquel  la 
machine  est  employee,  i.es  forces  r^istanles  de  la  premiere  esptre 
sont  souvent  d^sign6es  sous  le  nom  de  r^islances  utiles,  et  celles  de 
la  seconde  esp6ce  sous  le  nom  de  resistances  passives.  Le  travail  dt- 
velop|)6  par  les  resistances  utiles  so  nommo  travail  utile.  Le  travail 
moteur  dtant  toujours  egal  au  travail  resistant  total,  le  travail  utile, 
qui  n'esi  qu’une  [lorliondo  re  travail  resistant  total,  est  toujours  infe- 
rieur  au  travail  moteur  ; une  machine  est  d'auiant  meilleure,  au  point 
de  vue  de  la  transmission  du  travail,  que  le  rapport  du  travail  utile 
au  travail  moteur  se  rapproche  plus  d'etre  6gal  a I'unitii ; ce  rapport 
est  ce  qu'on  nomme  le  rendemenl  de  la  machine. 


Equilihre  et  travail  (les  forces  appliquees  au  levier. 


L'n  levier  est  une  barre  solide  AC.B,  fiy.  122,  ordinairement  droite 
g ou  presque  droite , qui  s'appuio 
en  (i  sue  un  corps  fixe,  et  a I’aide 
^ de  laquelle  on  peut  vaincre  une 
Fig.  122.  riisistance  Q,  appliqu^e  it  I’une 

dp  ses  exir^mit^s  A,  au  moyen  d’une  force  convenablo  P,  agissanl  a 
son  autre  extremite  B.  Le  plus  habituellemeni,  la  ni.-iistance  a vaincre 


Digitized  by  Google 


APPEND1CK. 


595 


eslle  poids  d'un  corps  Ires-lourd,  que  Ton  n«  pourraitpas  soulever 
dirtictempnl,  «t  que  I on  parvient  & soulever  en  employant  le  levier. 
Consid^runs  d’abord  le  levier  k I'^lal  d’dquilibre  sous  I'action  des 
forces  P et  Q ; il  est  clair  que  cet  dquilibre  ne  peul  exister  qu'au- 
tant  que  les  deux  forces  P,  Qonl  une  r^sultante  ^aleetcontraire  a la 
reaction  que  le  levier  iprouve  de  la  part  de  son  point  d’appui  C ; 
done  : 1“  les  forces  P,  Q doivent  6lre  dirig^  dans  un  m^me  plan, 
passant  par  le  point  C ; la  somme  de  leurs  momenta , par  rapport 
au  point  C,  doit^tre  nulle,  e'est-a-dire  que  les  moments  de  ces  deux 
forces,  par  rapport  au  point  C,  considdr^s  en  valeur  absolue,  doivent 
etre  dgaux,  et  que  ics  deux  forces  doivent  tendre  i faire  tourner  le 
levier  en  sens  contraire  I’une  de  I’autre  autour  de  ce  point  C.  Ces 
conditions  sont  sulfisantes,  si  Ton  admot  que  le  point  d'appui  C est 
capable  d’exercer  sur  le  levier  une  r^islance  de  grandeur  et  de  direc- 
tion quelconques.  Lorsqu’eiles  seront  remplies,  la  resullante  des  for- 
ces P,  0 sera  lu  pression  exercee  par  le  levier  sur  son  appui  C,  et, 
|)our  avoir  cette  rdsultanie  en  grandeur  et  en  direction , on  pourra 
concevoirque  les  deux  forces  P,  Q soienl  transport's  parallelement  a 
elles-m^mes  au  point  C. 

Lorsque  le  levier  se  meut  lentement  sous  Taction  des  forces  P,  Q, 
on  pent  regarder  ces  forces  comme  se  faisant  encore  dquilibre ; alors 
la  somme  de  leurs  travaux  correspondant  au  ddplacement  qu'^prouve 
lo  levier  pendant  un  ^Idment  de  temps  est  ^gale  a z^ro  (§  176),  ou, 
en  d’autres  termes,  le  travail  de  la  force  P est  dgal  en  valeur  absolue 
a celuide  la  force  Q.  II  s’ensuit  que  ce  qu'on  gagne  en  force  on  le 
perden  vilesse,  puisque  si  Ton  peut  vaincre  une  resistance  Q avecune 
puissance  P 10, 100, 1000,  ....  fois  plus  petite,  d'un  autre  c6td  le 
|K>inl  d'application  de  la  resistance  Q se  d^place  10,  100,  1000,.,.. 
fois  moins  vite,  suivanl  sa  direction,  que  le  fioint  sur  lequel  agit  la 
puissance  P. 


Ihs  balances.  — Conditions  d remplir  pour  qu’elles  ne  soienl  ni 
folles  ni  paresseuses.  — .Vesure  de  leur  sensibilile, 

Une  balance  consisteessentiellementen  un  levier  nomm6  /fcau,  donl 
lo  point  (Tappiii  est  an  milieu  de  sa  longueur,  eldont  lesextr^mit^  sup- 
portent  chaCune  un  plateau  destine  a conlenir,  soit  les  corps  que  Ton 
38. 
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vpulpoRT,  soil  (li“s  corps  doni  If  itoids  f si  conmi  d'iivani'f,  ft  «pif  I on 
no  niDf  s(i^‘ialeinfiil  dfs  poiih.  Pours«Sfrvir  d'lmo  lial.inrc,  on  mol 
If  i'Or|)S  a pvsfrdans  I'un  des  *lfiix  plateaux,  et  on  lui  fait  4quilibre  cn 
rnellanl  dans  I'aulre  plateau  deapoidsen  quantile  suflisanle  |Huir  <|uo 
If  Qeuu  puiase  se  maintenir  dans  une  position  horizontale  sous  I'aclion 
des  rliarizes  qu'il  a a supimiter  a ses  deux  extr^rail^,  ou  plulut  |H)iir 
quo  la  ligne  droite  qiii  joint  les  points  dc  suspension  des  deux  pla- 
teaux Eurcell^au  puiss«!  Tester  liorizonlale ; lorS(]ue  ret  tiquilibre  esl 
elabli,  on  regardc  If  |K)id3  dii  corps  i peser  cuminu  I'-gal  a rensemblf 
des  poids  ronnus  quo  Ton  a dd  mellredans  le  dernier  plateau.  Voyons 
d'abord  quelles  sont  les  conditions  qiii  doivent  dire  remplies  pour 
qiie,  en  operant  cumme  nous  venous  de  lo  dire,  on  iruuve  exaclo- 
ineni  le  poids  du  corps  ({ue  Ton  pese. 

II  faut  dvidu.imifnt,  pour  cela,  que  le  fl6au  restc  en  ^uilibn*  dan.s 
sa  position  horizontale,  lorsque  Ton  met  des  poids  ^aux  dans  les 
deux  plateaux,  et  cela  quels  que  soient  ces  poids  dgaux;  il  faut  done 
qu  it  en  soil  encore  ainsi  lorsque  ces  poids  sent  nuls,  cVsl-ii-dii-f 
lorsque  les  plateaux  ne  sont  pas  charges.  D’un  autre  cdte,  le  lleau 
etant  en  dquilibre  lorsque  les  deux  plateaux  no  contiennent  aiiciin 
corps,  et  cet  ^uilibre  devant  subsister  lorsqu'on  charge  les  plateaux 
de  deux  poids  dgaux,  il  s'ensuitque  ces  deux  poids  egaux,  considorcs 
seids  el  indf|)en(lamment  des  plateaux  qui  les  portent,  exercont  sur 
le  fleau  des  actions  qui  so  font  e<|uilibrc  d’elles-memes : les  moments 
de  ces  deux  poids  par  rapport  au  point  d'appui  du  fl^aii  doivent  done 
fire  t^gaux,  c’esl-a-dire  que,  lorsque  la  ligne  des  points  de  suspen- 
sion des  deux  plateaux  cst  horizontale,  le  point  d'appui  du  lleau  doit 
etre  fgaleroenl  eloign^  des  verticales  menees  par  ces  |>oints  de  sus- 
pension : cela  ne  peul  avoir  lieu  qu'autant  que  le  point  d’appui  du 
tl^aii  est  a dgale  distance  des  points  dc  suspension  des  deux  plateaux. 
D’aprrw  cetle  seconde  condition,  la  premiere  ne  peul  6tre  remplie 
ipie  si  les  poids  de.s  plateaux  sont  les  m6mes.  Ainsi,  pour  qu’une  ba- 
lance, employee  comme  nous  I'avons  dit,  donne  exaclemenl  les  poids 
des  corps,  il  faut ; 1"  que  le  [K)int  d'appui  do  son  llAau  soil  egalimif  iit 
floignd  des  points  de  suspension  des  deux  plateaux  ; 3°  (pro  les|HMds 
lies  deux  plateaux  soient  egaux.  Lorsqu'une  balance  satisfait  a ci‘S 
cuiiililiuns,  on  dit  qu  elle  e.^l  jiiS/c. 

Ii.tii.s  cf  ipii  pifi-i'lf,  nous  ii'avotis  pas  icnii  compte  de  I'at  tlou 
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df  la  pesantpur  sur  le  flcaii ; nous  avoiis  raisonn^  romme  si  lo  fleau 
n'elait  pas  (lesarU.  On  coinprend  'quo  It-  (>oids  dn  (15au  pourrait 
onlralner  iino  modiriration  dans  Irs  <-ondiliuiis  ipio  nous  venous 
dc  trouvpr;  raais  il  n’cn  est  jias  ainsi,  parco  qu'on  cunstruit  Ic  (15aii 
do  maniero  qu'il  soil  symotrique  par  rapport  a un  plan  mono  par  son 
|>olnt  d'appui  porpcndiculairemrnt  a la  droilo  qui  Joint  Ips  points  do 
suspension  des  deux  plateaux.  II  en  resiille  quo,  lorsque  cetto  droito 
est  hori/.onlate,  le  plan  dc  symdlrie  du  Ileau  est  vertical ; et  comme 
son  centre  do  "raviie  so  trouve  n6eessairemenl  dans  cc  plan  de  sy- 
melrie,  la  p<*sanleur  no  tend  en  aucune  maniere  a le  faire  jicnclter 
ilans  un  sens  plutdt  quo  dans  I’autre.  Ainsi,  par  suite  deeelto  syme- 
trie  du  fldau,  los  rondilions  pour  (|u’uno  balance  soil  juste  sont  les 
mdmes  quo  celles  ipie  nous  avions  trouvees  en  faisant  abstraction  du 
pools  du  fldau. 

O'apres  cc  (|uo  nous  venons  de  dire,  I'uction  de  la  |)csanteur  sur 
le  fldau  no  joue  aueun  rdle  dans  l’d<iuilil)re  que  Ton  eherdio  a dtablir 
|)onr  |)cser  un  corps ; inais  it  n’en  est  pas  dc  mdnie,  si,  an  lieu  de  con- 
sidercr  uniquement  cet  dquilibre,  dans  lequel  la  druite  qui  joint  los 
jieints  de  suspension  des  plateaux  est  horizontale,  un  examine  celui 
ipii  s'dtablit  lurs<|ue  Ton  met  dans  un  des  plateaux  un  |H>ids  on  pen 
plus  ;;rand  que  celui  qui  sc  trouve  dans  I'autro  plateau.  Soient  C lo 
point  d'appui  du  fldau,  fig.  123,  el  A,  B les  points  de  suspension  des 


total  de  chacun  des  deux  plateaux  amsi  egaleineiit  charges,  c'esl-a-<liro 
lo|M)ids  du  plateau  lui-mdmeaugmentddu  poidsdu  corps  qu'il  supporte; 
par  0 Ic  poids  du  fld.iu  ; par  a la  inoitid  A D de  la  distance  A B;  pur  6 
la  distance  CD  du)>oinl  d'appui Cau milieu  do  la  ligue  AB; ctpar  cla 
distame  I'.ti  du  induie  (Hunt  C,  au  centre  de  gravite  G du  fldau.  Si  I'on 
ajoule  un  pei !.-  p dans  le  plateau  suspendu  en  A,  le  fldau  s incline  ct 


Digitized  by  Google 


598 


APPEEIDICE. 


prend  one  nouvelle  (weition  d’^uilibre  A'CB';  soil  a Tangle  ACA', 
oil  DCD',dont  il  tourne  ainsi  poiir  passer  i rette  pouvelle  position. 
Le  fl^u  se  trouve  soumis,  en  dehors  de  son  point  d’appui  C , d qua- 
ire  forces  verticales  et  de  m^ine  sens  qui  sont,  P appliqude  en  A',  p 
appliqu6e  au  mAme  point  A',  P appliqu^e  en  B',  et  Q applique  en 
G' ; la  r^sultanle  de  ces  quatre  forces  parall^les  doit  passer  par  le 
point  C : done  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  au  point  C 
doit  dire  nulle.  Les  deux  forces  ^les  a P,  appliqu^es,  Tune  en  A', 
Tauire  en  B',  peuvent  dtre  remplacdes  par  une  force  2P  appliqude 
en  D'.  Le  moment  de  cette  force  2P  par  rapport  au  |>oint  C est 
^gal  a iPbsinii;  le  nMiment  de  la  force  Q nppliquto  en  G'  a pour 
valeur  Qcsina ; enfin  le  moment  de  la  force  p appliqute  en  A'  est 
dgal  kp{a  cosx — b sin>).  Ces  moments,  tels  quo  nous  venons  do 
les  dvaluer,  sont  pris  en  valour  absoliie;  si  on  leur  altribue  des  si- 
gnes  convenables , et  si  ensuite  on  exprime  qiie  leur  somme  est  ^gale 
a zdro,  on  arrive  d Tbquation 

p (a  coss  — 6 sina)  3=  2Pb  sin*  + (jesin*, 
d'oii  Ton  tiro 

~ (t?  + p)b+i}c  ■ 

Cette  formula  fait  connattre  Tangle  * donl  le  lleau  s’icarte  de  sa  po- 
sition d’6quilibre  normalc,  par  suite  de  Taddition  du  poids  p dans 
Tun  des  deiix  plateaux.  La  balance  estd'autant  plus  sensible  quo  Tan- 
gle * est  plus  grand,  pour  une  m^me  valeur  de  p.  Si  Ton  veul  que  la 
sensibility  de  la  balance  soil  la  mbme  quel  que  soil  P,  e’est-a-dire 
quelle  que  soil  la  charge  des  deux  plateaux,  il  faul  que  P n’entre  |>as 
dans  Texpression  de  tangs,  et  par  consequent  que  h soit  nul : ainsi, 
pour  qu'une  balance  prysente  le  m^me  degry  de  sensibility,  quel  que 
soit  le  poids  du  corps  que  Ton  pbse,  il  faut  que  les  (wints  de  sus|>en- 
sion  A,  B des  deux  plateaux  et  lo  point  d'appui  C du  lleau  soient  sur 
one  mbme  ligne  droite.  Lorsque  retie  condition  est  remplie,  on  voit 
que  la  sensibility  de  la  balance  est  d'aulant  plus  grande  que  la  dis- 
tance c du  centre  de  gravity  du  liyau  a son  point  d'appui  est  plus  pe- 
tite ; aussi,  pour  qu'une  balance  soit  trys-sensible,  construit-on  le 
flyau  de  telle  manibre  que  son  centre  de  gravity  G soit  trys-prys  de 
son  point  d'appui  C. 
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Si  la  distance  c esl  <;rande.  la  balance  rsl  pen  st’nsible;  son  fli'aii 
se  derange  i peine  par  suite  do  I'addition  d'un  poids  p mdme  assez 
considerable ; on  dit  alors  que  la  balance  est  parefseuse.  Si  cefle 
distance  c est  negative,  c’est-4-dire  si,  dans  la  position  nortnale  du 
fieaii,  son  centre  de  gravite  se  Irouvc  au-dcssus  de  son  point  d'appui, 
I’addition  d'un  faible  poids  p dans  I’un  des  plateaux  tie  fait  pas 
prendre  au  fleau  une  position  d'equilibre  pen  differente  de  sa  posi- 
tion normale;  le  fleau,  qui  etait  en  equilibre  instable  dans  cetle  po- 
sition normale,  lourne  immediatement  d’line  ipiantite  considerable 
aiilourde  son  point  d’appui  par  suite  de  Taction  du  poids  p,  quelque 
petit  que  soil  ce  )>oids  : dans  ce  cas  on  dit  que  la  balance  est  folle. 

Equilibre  el  travail  des  forces  appliquees  au  Ireuil , d la  poulic 
fixe  on  mobile.  — Mouflcs. 

Le  Ireuil  est  une  machine  i]ui  se  compose  essentiellement  d'un  cy- 
lindre,  termine  i ses  deux  extremites  par  deux  cylindres  plus  petils 
ou  lourillons  qui  onl  meme  axe  que  le  cylindre  principal;  ces  touril- 
lons  sent  engages  dans  des  ouvertures  cylindriques  ou  coussinets 
pratiquees  dans  des  supports  fixes,  de  maniere  que  le  cxirps  du  treuil 
peut  tourner  librement  autour  de  son  axe  de  figure,  par  le  glissement 
des  surfaces  de  ses  tourillons  sur  les  surfaces  interieures  des  coussi- 
nets. Une  corde,  attachee  par  une  de  ses  extremites  en  un  point  do 
la  surface  du  treuil,  fail  un  certain  nombre  de  tours  sur  cette  surface, 
puis  s'en  deiache  langentielloment  suivant  une  direction  perpendicu- 
laire  aux  generatrices,  pour  aller  se  fixer  par  son  autre  extremite  e 
un  corps  que  Ton  veut  faire  mouvoir  vers  le  treuil ; lorsque  le  treuil 
sert  i faire  monler  verticalement  un  corps  pesant,  ce  qui  est  le  cas 
le  plus  ordinaire,  son  axe  de  rotation  est  horizontal,  et  la  corde  des- 
tinde  e eicver  le  corps  s’en  deiache  verticalement.  Pour  faire  tourner 
le  treuil  autour  do  son  axe,  de  maniere  a enrouler  la  corde  sur  sa 
surface,  et  par  consequent  a vaincre  la  resistance  applii|uee  a Tcx- 
tidmite  do  cette  corde,  on  agit,  soil  au  bout  d’un  levier  implante  dans 
le  corps  du  ireuil,  soil  sur  le  contour  d’une  roue  adaptee  a re  treuil 
dans  un  plan  perpendiculaire  5 ses  generatrices.  Soient  P la  puis- 
sance appliqnee  au  travail,  et  Q.la  resistance  i vaincre  par  Tinter- 
mediaire  de  la  corde,  c'esUa-dire  le  poids  du  corps  attache  e son 
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uxlrvinil^,  si  le  Irruil  i‘sl  employe  |M>ureleNer  lies  eoips  pesanU.  Le 
Ireuil  est  soumis  aiix  deux  forces  P et  Q,  el  on  outre  aiix  actions 
que  ses  toiirillons  eprouvcnt  de  la  part  des  coussinels ; nous  suppo- 
serons  que  cos  actions  des  coussinels  sur  les  tourillons  sont  appliquc^s 
a I'axc  meme  du  treuii,  soil  on  negligeanl  le  rayon  des  tourillons  qui 
esl  ordinairemcnt  tres-pelii,  soil  plutdt  en  ne  tenant  pas  compledes 
rrolteine.nls  qui  $e  dexeloppent  entre  les  surfaces  des  tourillons  ct  des 
coussineLs.  Le  Ireuil  etanl  en  eqiiilibre  sous  Taction  des  forces  donl 
il  s’agit,  ou  bien  etant  animd  d un  moiivcmenl  de  rotation  unifonne 
autoiir  de  son  axe,  ccs  forces  doivenl  satisfaire  aux  conditions  d’c- 
quilibre  Irouv^s  prccixlemment  177  el  178);  si  Ton  considerc  on 
parliculier  la  sommcde  leurs  moments  par  rapport  a Taxe  du  Ireuil, 
celte  somme  doit  6lre  nullo  : done  la  somme  des  moments  des  deux 
forces  P,y,  par  rapport  A cel  axe,  doit  eire  egale  a zero,  puisque  les 
moments  des  actions  exerrees  par  les  coussinels  sur  les  tourillons, 
par  rapport  a cel  axe,  sont  nuls  d'eux-m^mes.  II  en  r^siille  quo  les 
forces  P et  (,><  (|ue  nous  sup|>osuns  dirigees  dans  des  plans  per^tendi- 
culaires  a Taxe  de  rotation  du  Ireuil,  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
inverse  des  distances  II,  r,  de  cet  axe  a leurs  directions  respeclives. 
Pendant  (pie  le  treuii  tourned'un  angle  infiniment  petit  a,  le  travail 
de  la  force  P esl  egal  a Pita;  d'ailleurs  le  travail  de  la  resistance (), 
dans  le  mi^me  temps,  esl  egal  en  vuleur  absolue  a fjra;  ainsi,  dan>^ 
le  Ireuil  considdro  comme  nous  Tavons  fait,  e’est-a-diro  sans  lenir 
compto  des  frotlemenls  des  coussinels  sur  les  tourillons,  le  travail 
molcur  est  dgal  au  travail  rdsislant. 

La  poulie  fixe  est  un  cas  parliculier  du  Ireuil.  Elle  consiste  on  on 
dis<iue  circulairo  d'une  certaineepaisseur,  qui  |>cut  lourner  libremenl 
aulour  do  son  axe  dc  (igurc,  et  qui  prdseiite  sur  lout  son  contour  une 
rainure  nummeo  gorge.  Lino  corde,  inlrodiiite  dans  la  gorge,  s'appli- 
i|ue  sur  une  portion  du  contour  de  la  poulie,  cl  sen  ddlaclie  langen- 
tiellement  de  part  cl  d'aulre  pour  aller  d'un  cold  so  fixer  a un  corjis 
qu’il  s’agilde  faire  mouvoir  vers  la  poulie,  cl  do  Taulrc  cdtd  recevoir 
ii  son  exti  i-mild  libre  Taction  d’une  force  moiivante.  Tout  co  quo  nous 
avons  dit  pour  le  Ireuil  peul  s'appliquer  a la  poulie  fixe;  il  n’y  ade 
difference  qu’en  ce  quo  la  distance  R de  la  direction  de  la  puissance  P 
a Taxe  de  la  poulie  e.sl  egalo  ii  la  distance  r de  la  direction  do  la  re- 
sistance (J  a cct  axe,  de  soile  quo,  pour  Tequilibre,  on  doit  avoir 
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= Dans  la  putili**  lixi*.  cumino  dan;*  lu  truuil,  Tun  rail  alistrac- 
lion  des  froUcmenU,  lo  travail  mol<>ure5l  6gal  au  Iravail  rd:>islaiit. 

La  poulie  peui  elre  ronslruilu  de  deux  manieres  dilKrente^ : ou 
bien  le  disque  dont  elle  est  formoc  esl  muni  sur  scs  deux  faces  de 
lourillons,  analogues  ^ ceux  du  treuil,  qiii  p^ndlrent  dans  des  coussi- 
nets;  ou  bien  ce  disquc  est  percc  cn  son  milieu  d’une  ouverture  cy- 
lindrique  de  meme  axe,  et  ccUe  ouverture  esl  traversde  par  un  boii- 
lon  aulour  diu|uel  le  disquc  pout  lourner.  Les  coussineLs,  dans  le 
premier  cas,  el  le  boidon,  dans  le  second  cas,  sonl  ordinairemenl 
adaptesa  une  chape,  piece  solide  cn  forme  d’f'lrier  qui  prdsente  deux 
bras  s'etcndanl  de  part  cl  d'autrc  dcpuis  uii  point  de  lacirconference 
de  la  poulie  jusque  vers  son  centre,  el  a rinterieur  de  laquelle  la 
|H)ulie  lourne  libremcnl.  La  poulie  esl  dile  fixe , lors<pie  sa  rhai»e  esl 
mainleniie  dans  nno  position  invariable  parsa  liaison  a des  corps  H.xes ; 
mais  la  chape  pent  etre  mobile,  el  soiimisc  a Taction  d’une  force  des- 
lincea  fairc  rHpiilibrcaux  forces  qui  sonl  appliqu^es  aux  deux  extrdmi- 
tes  de  la  c(irde  : dans  ce  cas,  la  poulie  prend  le  nom  de  poulie  mobile. 
lionsidiuons,  par  exemple,  la  poulie  mobile  M , /iy.  1 H , donl  la  chape 

supporlo  un  ['oids  Q,  el  <jui  csl  soute- 
jf  Kig.  m.  nuo  par  une  corde  attach^e  d’une  part 

\ yo  a un  point  fixe  B,  et  soumise,  d’une 

\ - / autre  part,  a une  force  do  traction  P. 

\[  ^ )/  La  poulie  ctant  cn  6quilibre,  on  peut 

supposer  quo  la  chape  soil  fixe  sans 
( quo  T^uilibre  soil  trouble ; on  \oit 

alors,  en  appliquant  ce  qui  a did  dit 
' — pour  la  poulie  fixe,  que  les  tensions  des 

deux  cordons  AB,  C I),  qui  se  delachenl  de  la  poulie  do  part  et  d’au- 
tre,  doivent  dire  egales,  c’ost-a  dire  ipie  la  tension  du  cordon  A B esl 
egale  a la  force  P.  D’ailleurs  la  force  verlicale  <j , qui  sc  trausmet  a 
Taxo  de  la  (Hiulie  par  i’intermddiaire  do  la  chape,  doil  elro  egale  cl 
directement  opposeo  a la  resultante  des  tensions  des  deux  cordons 
AB,  CD  : done  CCS  deux  cordons  AB,  CD  doivent  dtre  dirigds  dans 
un  meme  plan  vertical , ct  en  outre,  en  raison  de  Tegalile  de  leurs 
tensions,  ils  doivent  dtrodgalemcnl  inclinds.  Soil  * Tangle  que  chacun 
des  cordons  fail  avec  la  verlicale;  on  devra  avoir,  d’aprds  ce  qui 
vient  d dire  dll , 
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Q = 2Pcos*. 

Telle  e>l  la  relation  qui  doit  exisler  entre  la  puissanre  P el  la  r^- 
siMance  Q,  pour  que  la  poulie  mobile  soil  en  equilibre.  Si  les  ror- 
doos  AB,  Cn  ^laient  paralleles,  el  par  consequent  verlicaux,  a serait 
iiul,  cl  on  aurait 


on  rcconnait  facilement  dans  re  cas  que  le  travail  moleur  est  egal  au 
travail  resistant,  on  remarquant  que  Ic  chemin  parrouru  par  le  point 
d'application  dc  la  puissance  P,  lorsque  la  poulie  monte  sans  que  les 
cordons  cessent  d’etre  paralleles,  est  precisement  double  du  chemin 
que  parcourt  en  memo  temps  le  point  d’application  de  la  resis- 
tance Q. 

On  donne  le  nom  dc  muufles  A une  machine  formee  par  la  reunion 
de  plusieurs  poulies  fixes  et  mobiles,  t’no  chape  fixe  supporte  plu- 
sieurs  poulies,  qui  sont  placees  i cdte  les  unes  des  autres,  et  qui  j)eu- 
vent  toumer  independamment  les  unes  des  autres  autour  d’un  memo 
boulon ; une  chape  mobile  r6unil  egalemeni  un  meme  nombre  dc  pou- 
lies, qui  sont  les  unes  par  rapport  au\  autres  dans  les  memes  condi- 
tions que  les  premieres  ; ces  deux  sysiemes  de  poulies  sont  relics  I’nn 
A I’autrc  par  une  cordc  unique,  qui  s’atlache  par  une  dc  ses  exlr^roi- 
en  un  point  de  la  chape  fixe  du  premier  syslCme,  va  passer  dans 
la  gorge  de  I’une  des  poulies  du  second  sy.sleme,  passe  ensuile  dans 
la  gorge  d’une  poulie  du  premier  systeme,  puis  dans  la  gorge  d’une 
deuxieme  poulie  du  second  systeme,  revient  passer  dans  la  gorge  d’une 
deuxieme  poulie  du  premier  systeme , el  ainsi  de  suite,  jusqu’a  ce 
que,  ayant  embrasse  successivement  toules  les  poulies  situet*s  ile 
part  et  d’autre,  elle  finissc  par  se  detacher  de  la  demiere  poulie  du 
premier  systeme  suivant  une  direction  quelconque  tangente  A la  cir- 
conferenco  de  celte  poulie.  Supposons  qu’un  corps  de  [wi  ls  soit 
siispendu  A la  chape  mobile  du  second  systeme,  et  cherchons  quelle 
doit  etre  la  force  P appliquee  a I’extremite  libre  de  la  corde,  pour 
faire  Aquilibre  A cc  |K)ids  Q.  Si  i’on  suit  la  corde  dans  toute  sa  lon- 
gueur, depuis  son  point  d’atlache  a la  chape  fixe,  jusqu’a  son  exire- 
mite  libre  sur  laquelle  agit  la  force,  on  voit  que  cetle  corde,  passant 
successivement  dans  les  gorges  de  diverses  poulies , doit  avoir  par- 
lout  la  mAme  tension  : cotte  tension  uniforme  est  Agale  A la  force 
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P appliqui^e  a I’exlrcmitp  librc.  D'un  autre  rdttS  si  n est  Is  nombre 
des  poulies  porlt'es  par  chacune  des  deux  chapes,  on  voit  que  les 
deux  syslemi's  de  poulies  sent  relics  I’un  a I’aulre  par  2n  cordons 
qui  sent  sensiblement  parallSles;  la  rdsultante  dos  tensions  de  res 
2n  cordons  doit  (^videmment  ^tre  6gale  au  jtoids  Q supporl6  par  lo 
systeme  mobile;  et  comma  ces  tensions  sent  des  forces  paralleles 
toutes  ^gales  a P,  il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir 
y = 2n  P. 

On  v^rifie  eneore  facilcment  ici  (pie,  si  les  moufles  foiictionnent  de 
maniere  quo  le  systeme  inf^rieur  monte  uniformi^ment  aver  le  poidsy 
qu'il  supporte,  le  Iravail  raoteur  est  (5gal  au  liavail  r^isbmt  ; en  effel 
il  est  aise  de  voir  quo  le  chemin  pareourtl,  dans  un  temps quclconqoe, 
par  le  point  de  la  cordo  auquel  est  appliqu^e  la  force  de  traction  P, 
suivant  la  direction  de  cette  cordc,  est  2n  fuis  plus  grand  (]iie  la  quan- 
tit(3  dont  le  |xjids  y monte  dans  le  mOme  temps. 


Equilibre  et  ftabilite  d'un  corps  pesant  pose  sur  tin  plan  fixe  ho- 
rizontal ou  incline.  — Reactions  du  plan.  — Uoments  et  detjres  di- 
vers de  stabilite. 

Lors(]u’un  corps  pesant,  un  boulet  par  exemple,  repose  sur  un  plan 
horizontal  qu’il  louche  par  un  seul  point , il  exerce  sur  le  plan,  en  ce 
point , une  pression  verticale  ^gale  i son  poids,  et  dirig^e  de  haut  en 
bas ; do  son  C(^t^  le  plan  r^agit  sur  le  corps,  et  exerce  sur  loi  une  pression 
^gale  et  directement  opposite  i la  pr^c^enle.  Dans  le  cas  oi'i  un  corps 
pesant  repose  sur  un  plan  horizontal  qu’il  louche  par  plusieurs  points, 
on  peut  regarder  les  rhoses  romme  se  passant,  pour  chaque  point  de 
contact,  de  la  m(^me  manidre  que  s’il  n’y  en  avail  pas  d’autre  : on 
peut  dire  que  le  corps  exerce  sur  le  plan,  a chacun  de  ses  points  do 
rontacl,  une  pression  dirigeo  verliralement  et  de  haul  en  bas ; el 
aussi  que  le  eor|is  eprouvo  de  la  part  du  plan  , en  ces  divers  points, 
des  pressions  ^gales  et  coniraires  aux  prf'cddentes.  Si  le  corps  touche 
le  plan  par  une  face  plane  d une  eertaine  6tendue,  on  peut  regarder 
chaque  point  de  cette  face  comme  6lant  un  point  de  contact ; dans 
ce  cas,  on  considtre  le  corps  comme  exer^anl  sur  lo  plan  une  pres- 
sion dirig^e  verticalement  et  de  baut  en  bas , en  chaqoe  point  de 


Digitized  by  Google 


W04 

la  suifari*  de  (xcjiart,  romnie  dprimvanl  cn  to  point,  do  la  part 
du  plan,  uno  precision  cgale  I't  cuntraire  a la  pr^cedeiile. 

Les  reactions  du  plan  sur  le  corps,  aux  divers  |toints  par  lesquels  il 
le  louche,  sont  des  forces  paralleles  el  do  memo  sens  dont  la  rfcul- 
lante  doil  fairc  eqiiilibro  au  |>oids  du  corps  el  par  cons^uent  doit  t^lro 
diri;,^ce  siiivant  la  verticale  roencu  par  son  centre  de  gravite.  .‘viienl 

A,  B,  C.  D 

fiij.  <25,  les  i»oints 
d'appui  du  corps 
^nr  le  plan  P.  I'.ons- 
Irui.-uns  un  jiolj go- 
ne convexeABDFII, 
ajanl  pour  som- 
metsdes  |>oints  pris 
•■'B-  parmi  ces  points 

d'appui,  cl  contenant  a son  inlcrieur  on  surses  ctites  tons  ceux  do 
ces|>uinls  d'appui  qui  no  sont  pas  a ses  sommcts,  II  estclairque, 
par  cela  reiil  quo  les  reactions  du  plan  P sur  le  corps  sont  des  forces 
(larallelcs  el  de  inline  sens,  la  re'Ultanto  de  ces  reactions  nc  pent 
pas  passer  en  dehors  de  ce  poh-'one  : done,  pour  quo  le  corps 
|H;sant  soit  cn  ^(uilibre  sur  le  plan  P,  dans  la  position  oil  nous  le 
considerons,  il  faul  que  la  \erlicale  raen^  par  son  centre  dc  gravite 
|ierce  le  plan  P k I'int^rii-ur  du  polygone  dont  il  s'agil,  et  au- 
quel  on  donne  le  noui  do  polygone  d’appui  du  corps  sur  le  plan.  Le 
nombre  des  points  de  contact  .4,  B,  V.,  [),...  du  corps  avec  le  plan 
n’ayanl  pas  particularise,  ce  qui  vient  d'tHic  dil  cst  ^videmmenl 
applicable  au  cas  oii  le  corps  touchcrait  le  plan  dans  toule  I'^tendue 
d’line  face  plane;  dans  ce  cas  le  polygone  rl’appui  pout  6trc  curvi- 
ligne  dans  une  parlie  ou  dans  la  totalile  de  sun  contour. 

Le  corps  pi'sanl  que  nous  considerons  etanl  en  (k|uilibre  sur  le 
plan  P qu'il  louche  par  les  points  A,  B,  C,  I),  . . . , concevons  qu'on 
vienne  le  tirer  transversalenieiil  vers  le  haul,  de  maniere  a le  rcn\er- 
sersur  le  plan  cn  le  faisant  lotirner  aulour  du  c(M6  AB  du  |>oU  gune 
d'appui.  Pour  que  re  inomenicnt  do  rotation  puisse  sc  produire,  il 
faiidra  que  la  force  do  tracliim  appliquee  au  corps  soit  capable  de  fain? 
equihbre  au  poid-  rlu  corps,  tpii  agil  dans  ce  cas  conime  une  resis- 
tance ; il  (audia  dene  que  le  niemenl  de  lelle  feue  de  traction  par 
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r.ipiHxl  a I'nxe  A B suit  ^gal  an  munu'iit  du  poids  dii  corps  par  rapport 
iiii  incme  axo,  c’est-a-dire  cgal  au  piuduit  do  co  poids  par  la  distance 
de  AB  au  [Kiint  on  lo  plan  P est  |>crcc  par  la  icrtirale  mcnco  (lar  le 
cenlro  du  gravite  du  corits.  Un  xoii  p;ir  lii  ijuu  le  rcnvursemunt  du 
corps  sur  le  plan,  par  rotation  autour  d’un  des  cdli^s  du  poUgone 
d'appui  ABUFil,  |>resente  plus  on  moins  do  dilTiculte,  suivani  quo 
Ton  consiilcro  tel  ou  tel  rdlt^  de  ce  polygone  : ce  renversenieni  est 
d'autant  plus  facile  <pic  le  cole  autour  duqiiel  on  veui  le  prcxiuire  esi 
plus  i'a|iproclie  du  point  ou  la  verticale  moneo  par  le  centre  de 
gra\  ile  du  corps  |>erce  le  plan  d'appui.  Si  Ton  mulliplie  la  distance 
de  ce  ]ioint  au  cote  le  plus  rappiax'lie.  par  In  }K)ids  du  corps,  on  ubiieni 
ce  qu'oii  nomme  lo  mumfni  de  xinbilite  du  corps  : c'esl  la  plus  petite 
valeiir  (pie  puisse  avoir  le  moment  de  la  forcu  de  traction  applupiiV 
au  corps,  pour  produire  le  renversement  de  ce  coips  sur  le  plan. 

Un  corps  pesant,  pose  sur  un  plan  incline,  peut  y roster  en  equili- 
lire  cumme  sur  un  plan  horizontal , pourvu  quo  I'inclinaison  du  plan 
ne  soil  pas  Irop  forte.  Dans  ce  cas,  on  pent  considdrer  le  corps  comino 
exercant  toujours  sur  le  plan,  aux  divers  points  par  les({ucls  il  le 
touche,  des  actions  verlicales  et  dirigees  de  haut  en  has  dont  la  n^- 
siillanlc  est  6gale  au  poids  du  corps;  ct  de  m^me  on  peut  regarder 

10  plan  commo  exercant  sur  le  corps  des  reactions  ligales  ct  contraires 
aux  actions  dont  on  vieiit  do  parlcr.  II  n’y  a de  difference  avec  ce  qid 
so  passe  lorsque  le  plan  est  horizontal,  qu'en  c.e  quo  les  actions  et 
leactions  qui  se  devoloppcnt  outre  le  corps  et  lo  plan , aux  divers 
points  par  lesquels  ils  sc  touchent,  sont  obliques  par  rapport  au  plan, 
au  lieu  de  lui  etro  perjiendiculuircs.  t>n  peut  considiirer  de  mdme  le 
pKjlygone d’appui  du  corjis  avec  le  plan,  et  dire  ([ue,  pour  I'^quilibre, 

11  faiit  quo  la  verticale  memie  par  le  centre  de  gravity  du  corps  ren- 

contre to  plan  A I’int^rieur  de  ce  polygone  d’appui.  On  peut  dgale- 
ment  considiircr  ce  que  nous  avons  nomini;  moment  de  stabilitt^,  en 
observant  cependant  que,  re  moment  de  stability  ^tant  le  plus  petit 
des  moments  du  poids  du  corps  par  rapport  aux  divers  cotes  du  poly- 
gone d'appui  1 03), fa  valeur  s’obtient  en  prenant  ladislance  du  point 

ou  la  veiticale  du  centre  de  graviti}  du  corps  jierce  le  plan  au  cijle 
ipii  est  le  plus  rapprochd*  de  ce  |Kiinl.  et  multipliant  cettc  distance  par 
la  projection  du  poids  du  corps  sur  une  perpemliculaire  au  plan. 


Digitized  by  Google 


606 


APPESDICE. 


Lois  experimentales  du  frullfmfni  : (*  d I'instant  du  depart, 
2*  pendant  le  mouvement . — Experiences  de  Coulomb  relatives  au 
frollemenl  des  corps. 

Lorsqu'im  corps  pesant  repose  sur  un  plan  horizonUl , et  qu'on 
cherche  a le  faire  glisser  sur  ce  plan  , on  ^prouve  une  r^islance  ; il 
existe  entre  le  corpse!  leplan  une  adherence  qui  s'oppose  au  glisse- 
ment,  et  cetie  adherence  n'est  vaincue  que  quand  on  applique  au 
corps  one  force  de  traction  suflisaminent  grande.  La  resistance  dont 
ile’agit,  consideree  a I’instant  oti  le  corps  commence  a glisser,  cons- 
titue  ce  qu'on  nomme  le  frotlement  du  corps  sur  le  plan.  Lorsque  le 
corps  que  Ton  considere  a commence  a glisser  sur  le  plan  qui  Ic 
supporte , on  a besoin , (wur  entretenir  son  mouvcment  sans  que  sa 
Vitesse  diminue,  de  lui  appliqiier  constamment  une  certaine  force  de 
traction  destinee  a vaincre  une  resistance  analogue  a cello  qui  I'em- 
pechait  tout  d’abord  de  se  mettre  en  mouvement ; cette  nouvellc 
resistance  est  egalement  designee  sous  le  num  de  frottement.  Mais  on 
ne  doit  pas  confondre  ces  deux  frottements  , qui  n'unt  generalement 
pas  la  memo  inlensite  : on  les  distingue  en  attribuanl  au  premier  le 
nom  special  de  frotlement  au  depart,  et  au  second  celui  do  frotlement 
pendant  le  mouvement. 

Coulomb  a fait  des  ex|>eriences  pour  determiner  les  lois  du  frotte- 
ment  au  depart.  Pour ccia  il  s’est  servi  de  I'appareil  represente  par  la 


/iy.  42G.  UnecaissH  A , qu'on  chargeait  de  poids  a volonie,  pouvait 
glisser  sur  deux  madriers  hori/.ontaux  B,  places  a colel'un  de  I’antre ; 
une  corde  altacliee  a la  caisse  passail  dans  la  gorge  d’une  |ioulie  C , 
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(lescpndail  vprticalpment , .et  se  tcrminait  par  un  plateau  D'.  Apres 
avoir  charge  la  caiaae  A , il  siiffisait  de  mettre  des  |ioids  dans  le 
plateau  D,  cn  quantity  convenable  pour  que  le  mouvement  com- 
men^at  A se  produire  : les  puids  mis  dans  le  plateau  , augmentes  du 
poids  du  plateau  lui-mdme,  dlaient  lu  mcsurc  de  la  force  do  tracliuu 
qui  avait  mis  1a  caisse  cn  mouvement,  et  par  suite  la  mesure  du  frot> 
tement  qui  s'opposait  i re  mouvement.  Un  pouvait  faire  varier  a 
volonl^  : 1°la  charge  de  la  caisse  A ; 2*  la  nature  des  surfaces  flol- 
tantes,  en  mettant  sur  les  madriers,  et  en  fixanl  au-dessous  de  la 
caisse,  les  corps  de  diverses  espAces  qu'on  voulail  soumettre  A I’expA- 
rience ; 3*  enRn  la  grandeur  des  surfaces  floltanles , cn  faisant  varier 
I'tHendiic  de  la  surface  par  laquelle  la  caisse  a’appuyail.  Coulomb  a 
tiouv^  ainsi  que  le  frottement  au  d6part  est : 4°  proportionnel  i la 
pression  qui  s’exerce  entre  les  deux  corps  qui  glissent  I'un  sur  I’aulre; 
2"  independent  de  I'^tenduc  des  surfaces  lloUanles. 

Le  mdme  appareil  a servi  i Coulomb , pour  ^Uidier  les  lois  du  frot- 
lemenl  (tendant  le  mouvement.  A cet  eflel  il  d^terminait  le  glissemenl 
do  la  cai.^so  en  mettant  des  poids  en  quantity  convenable  dans  le  pla- 
teau D;  puis  il  observait  la  loi  du  mouvement  produil,  en  ^valuant 
les  temps  employes  par  le  plateau  D a descendre  successivement  de 
quantum  egales.  II  trouva  de  cette  manibre  que  le  mouvement  de  la 
caisse  btait  toujours  un  mouvement  uniformdment  accblere.  La  force 
qui  determine  le  mouvement  de  la  caisse  est  le  poids  du  plateau  I)  et 
de  ce  qu’il  cuntienl ; mais  cette  force  esl  detruile  en  partie  par  le 
frottement  qu’eprouve  la  caisse  cn  glissant : la  portion  restante  de  cette 
force  donne  lieu  a I'accbleration  du  mouvement.  Cette  accblbration 
(itantconstante,  on  en  conclut  que  I’excbs  du  |K)idsdu  plateau  D,  avec 
ce  qu’il  conlient , sur  le  frottement  de  la  caisse,  a toujours  la  mbme 
valeur ; le  frottement  reste  done  le  mbme , pendant  toute  la  durbe  du 
mouvement.  D’ailleurs , la  connaissance  de  I'accblbration  de  ce  mou- 
vement permet  de  trouver  la  grandeur  du  frottement.  En  effet , soient 
E ce  frottement , P le  poids  do  la  caisse , p le  poids  du  plateau  L) 
chargb,  et  T la  tension  do  la  corde  , tension  quo  Ton  peut  regarder 
commo  constanle dans  toute  sa  longueur;  p — T et  T — E sonlbvidem- 
ment  les  forces  qui  agissenl  sur  le  plateau  et  sur  la  caisse  considerbs 
sbparbment , et  par  consb  pient  on  a , dans  le  rnoutement  rectiligne  de 
ces  deux  corps, 
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j t'-tanl  I’arceloralion  ; done,  cii  iijoulani  ros  dtu\  reUlions,  puisi^ 
solvant  par  rapport  a K,  on  a 


F = p- 


P + P . 

.7  ^ 


En  o|)oranl  ainsi , el  faiaant  varior  Ics  rircon:<lanrps  dans  losipndli's 
sp  prodiiisail  le  t'liasemenl , roinrao  loi’Stpi'il  -’agis-iait  du  frolipmenl 
au  depart , ('.oiilomb  a reronnu  (pie  It*  frottemeni  |)pn  lanl  Ip  mouvp- 
iDPUt  pst ; 4“  proporlionnel  u la  pression  P;2“  ind^pemlant  de  I’^lon- 
diip  (Ips  surfaces  frottantea;  H"  ind^|K‘ndanl  iIp  la  vilessp  du  glisso- 
menl.  froUcmenl  |>endant  le  moiivemenl  esl  ptwralemenl , loutes 
chosps  egales  d'aillpurs,  plus  faiblc  (|uc  le  frottpinenl  an  depart. 

Suit  f Ip  rapport  du  frottement  F a la  pression  P , rapport  (|ui  ne 
dt^pend  que  de  la  iialuro  des  surfaces  frottantes,  soilqu'il  s'agissp 
du  frottement  au  depart,  suit  qu'il  a'agissc  du  frottement  pendant  le 
mouvement.  On  a 

F = fP. 

r.e  raplwrt  f se  nomme  coefficient  de  frollemenl.  Pour  un  m^roe  corps, 
glissant  sur  une  mi'me  surface,  on  doitdistinguer  deux  coetTicients  de 
frottement , suivant  quo  Ton  consid6re  le  frottement  au  depart  ou  Ip 
frottement  pendant  le  mouvement;  d’apres  ce  que  nous  avons  dit , Ip 
se<-ond  esl  g^ndralemenl  plus  petit  que  le  premier. 


Mouremenl  uniforine  el  equilibrc  d un  carpi  sut  un  plan  incline, 
en  supposanl  ce  corps  uniqueinent  soumis  a I'actiun  de  la  pesanleur 
el  au  frollemenl  du  plan.  — Cos  du  moucemenl  uniformemen!  acce- 
Ure.  — Kqualion  du  Irarail  et  des  forces  vices.  — Porlion  da  Ira- 
vail  ahsorbee  par  le  frollemenl. 

I.orsqii’un  corps pesanl  repose  sur  un  plan  incline  qui  fait  un  angle 
a avec  I’hori/on , le  poids  P du  corps  pent  se  decom|ioser  en  deux 
compo-antes,  dont  Tune  Pcosa  est  normale  au  plan.et  I'autre  Psini 
pst  parall^le  au  plan.  La  premiere  compo.santc  Pcosa  est  la  pression 
que  Ip  corps  exerce  sur  le  plan;  et  la  .secondo  Psina  tend  a fairp 
glis-ser  le  corps  suivant  la  lignp  dp  plus  grande  pente  du  plan.  Pour 
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qiic  rotte  derniere  force  puisse  determiner  le  glissement  du  corps , il 
faiit  qu’ellc  ne  soil  pas  plus  petite  <|ue  le  frottement  corre8|>ondanl  k la 
pression  Pros*  ; done,  si  Ton  a 

Psin  » < fP  cosa , 

f 6lanl  le  coefliciont  du  frottement  an  dispart , le  corps  restera  immo- 
bile sur  le  plan,  malgre  I'inclinaison  de  ce  plan.  L’im^galitequc  nous 
venons  de  poser  revient  a la  suivante 

tang*  < { , 

ou  bien  encore  a 


* < o , 

en  posant 

/ = tang?. 

Cct  angle  f,  dont  la  tangente  est  egale  k f,  se  nomme  angle  de  frol- 
tnnenl.  Ainsi , pour  qu’un  corps  pesant,  po.se  sur  un  plan  incline, 
noglissc  pas  sur  ce  plan  , il  faut  quo  I’inclinaison  du  plan  soit  plus 
petite  que  Tangle  de  frolleraent. 

Si  le  corps  pesant  glisse  sur  le  plan  incline,  en  descendant  suivant 
la  ligno  de  plus  grande  pente,  lo  frottement  qu’il  ^prouve  de  la  part 
du  plan  est  /’Pcos* , f 6tant  le  coeflicienl  de  frottement  |>endant  le 
mouvement;  la  force  Psin*  agit  d’ailleurs  dans  le  .sens  du  mouve- 
ment ; pour  que  le  mouvement  soit  uniforme,  il  faut  qu’on  ait 

P sin * = /'Pros*  , 

d’oi'i  Ton  tiro 


ou  bien  encore 


Uing*=:  f, 


* — ¥ 1 

9 etant  detormine  comroe  precAdemment . Ainsi  , pour  qu'un  cori>s 
pesant  gli.sse  uniformeraenl  sur  un  plan  incline,  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan,  il  faut  que  ce  plan  faase  avec  Tliorizon  un 
angle  ^gal  A Tangle  do  frottement.  On  doit  observer  que  cet  angle  de 
frottement  n'est  pas  le  mdme  quo  celui  dont  il  a AtA  que.stion  lout  a 
Theure  ; il  so  rapporlo  au  frottement  pendant  le  mouvement,  tandis 
quel’autre  se  rapporle  au  frottement  au  depart. 

Si  * est  plus  grand  que  o,  la  fori'c  P sin*,  qui  agit  dans  le  sens 

^9 
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(lu  mouvement,  e«4  plus  grande  que  li>  froUemenl  /'Pcosa,  qui  agit 
en  sens  contraire ; le  mouvement  s'ac<-elere  done  sous  I'actiun  de  la 
for«* 

Psinx  — /Pcosx  , 

e(  comme  cette  force  est  constante,  il  s'ensuit  que  le  mouvement  est 
uniform^ment  accel^.  La  force  dont  nous  venons  de  donner  I’expres- 

p 

sion  elant  ^ale  au  produit  de  la  masse  - du  corps  par  I’acc^l^- 

ration  de  son  mouvement,  il  s'ensuit  que  cette  acceleration  a pour 
valeur 

j (sin«  — fcoAx). 

Lorsque  le  corps,  parti  sans  vitesse  initiate,  a deja  parcouru  une 
distance  x sur  le  plan,  on  a,  pour  determiner  sa  vitesse  e,  la  for- 
mule 

o*  = 2 j (sina  — fcos%)x. 


Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  la  masse  - du  corps,  on 
aura 


-t)*  = 2P(sina — fcos<i)x  : 


Cette  equation  indique  que  la  force  vive  - v*  du  corps  est  egale  au 

double  du  travail  de  la  force  qui  lui  est  appliquee,  travail  qui  n’est 
autre  chose  que  I’exces  du  travail  moteur  P sin  a.x  de  la  pesanteur 
sur  le  travail  resistant  /'Pcosa.x  du  frotteraent.  Le  rapport  du  tra- 
vail /Pcosa.x,  absorbe  par  le  frotteraent,  au  travail  total  Psinx.  x 
de  la  pesanteur,  est  egal  k 


f cos  a. 
sinx  ’ 


oil  bien 


tangy 
tang  X ’ 

en  designanl,  comme  precedemment,  par  y Tangle  de  frotteraent. 

Frottement  dans  la  pouUe  fixe.  — Considerons  une  poulie  Ira- 
versee  pn  son  milieu  par  un  boulon  fixe,  autour  duquel  elle  peut 
loiirner.  Pendant  que  cette  poulie  lourne  dans  le  sens  de  la  flechem. 
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fig.  427,  sous  faction  de  la  puissance  Pet  de  la  instance  Q,  I’ou- 
verturo  circulaire  dont  elle  est  perc^e 
touche  le  boulon  en  un  point  A ; cc  boulon 
e.\er('e  en  A,  sur  la  poulie,  une  pression 
normale  N et  un  frottement  tangential  fS. 
Le  mouvemont  de  la  poulie  <itant  supposA 
uniforme,  les  quatre  forces  P,  Q,  N,  /’N 
doivent  se  faire  Aqiiilibre;  la  rAsultante 
des  deux  forces  P,  Q doit  done  Atre  Agale 
et  directement  opposee  A celle  des  deux 
force.s  N,  /N  ; soit  R celte  resullante  des 
forces  P,  0-  La  rAsuUanle  des  forces  N, 
est  Agale  a V N*  + /*N*;  done,  dAji  on  doil  avoir 
R =v'N*  + /'*N*  . 


d’mi  Ton  tire 


el  par  suite 


N = 


^N  = R 


vT+7*’ 

f 


Cette  formule  permel  de  trouver  le  frottement  /M,  lorsque  Ton  con- 
nail  la  rAsultante  R des  deux  forces  P,  Q.  Exprimon*,  en  outre,  que 
la  Somme  des  moments  des  quatre  forces,  appliquAes  A la  poulie, 
par  rapiKjrt  a .son  axe  de  figure,  est  Agale  a zAro,  nous  irouverons 
ainsi 


(P-y)r-R 


f_ 

v'l  +n 


r = 0, 


en  designant  par  r le  rayon  de  la  poulie,  et  par  r'  le  rayon  de  son 
ouverture  centrale.  Si,  dans  cette  relation,  nous  meltons  a la  place 
de  It  fa  valeiir  en  fonction  de  P el  Q,  nous  pouirons  en  conduce  le 
rapport  qui  doil  exister  enlre  la  puissance  P et  la  rAsislance  Q.  Nous 
alloiis  examiner  aeulomcnt  deux  cas  particuliers. 

Si  la  force  P agit  parallelement  A la  direction  de  la  rAsislance  Q,  et 
dans  le  mAme  sens,  on  a 


R = p + y, 
39. 
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et  par  suite  on  en  deduit 

P_  ryjT^*+{r’ 

y r^T+r*-fr' 

Si  la  force  P agit  perpendiculaircment  k la  direrlion  de  la  n^is- 
lanre  Q,  on  a 

R = V P*  + U‘. 

En  sul)Slituanl  dans  I’wjualion  des  moracnU,  on  aura  une  ^jua- 
tion  du  second  degre  pour  determiner  le  rapport  de  P a 0-  Dps  deux 
racines  de  rette  equation  du  second  degre,  une  seule  convienl  a la 
question  qui  nousoccupe;  I'autre  s’est  Irouvee  iniroduile  par  le  calcul 
qu’on  a dileffecluer  pour  faire  disparailre  le  radical  V P*  -f-  Q*  contenu 
dans  le  dernier  terme ; et  par  consequent  elle  convienl  i une  equation 
analogue  a notre  equation  des  moments,  dans  laquelle  le  dernier 
terme  serait  affecte  du  signe  -|-  au  lieu  du  signe  — , c’est-a-diro 
qu'on  devrait  la  prendre  si  le  frottemenl  agissaitcomme  puissance  au 
lieu  d'agir  corame  resistance.  Done,  e’est  la  plus  grande  des  deux 
racines  de  I'^ualion  du  second  degre  que  Ton  doit  considtVer  ici : 
puisque  le  rapport  de  P a Q esl  ^videmmeut  plus  grand,  lorsque  le 
frottement  agit  comme  resistance,  qu'il  ne  serait  si  re  frottemenl 
agissait  au  contrairo  comme  puissance. 


KIN. 


ERRAT.\. 


Page  93,  ligne  12,  a la  Cn,  au  lieu  de ; \ dot,  li»et  : { r d%. 

— 118,  — 11,  au  fi'eu  de  : gradation,  fi'sr:  : grailuation. 
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l>TRoutciio>.  “ Division  dc  I'ouvrage i 

LIVRE  I.— CINtMATIQUE. 

< H ti»iTRK  !*■- — Kouvement  d'un  point a 

Trajectoire.  — EquaUon  du  mouvement  sur  la  trajectoire  . . . a 

Rcpreaentalion  graphlque  de  la  loi  du  mouvement 4 

Mouvement  uplforme , vitesac 6 

Mniivement  varl6.  Vitesse 8 

Mouvement  iiniformemcnt  varie lit 

Projection  du  mouvement  sur  un  plan  live 12 

Pioiectlon  du  mouvcmeut  sur  une  druitc  live. M 


r.H  V PITRE  II.  — J/vuiciiieiit  d'uii  soliile  ua  ii/deme  invariable.  , Hi 

Mouvement  dc  Iranslation 

MoLm  iiicni  dc  rotation : vitesse  aoKulaire is 

Mi)u\yiiientelcmeiiUircd’uncHsufc  idanc  dans  sou  |ilan  ....  Ti 
M.iiivement  elemcnlalrc  d'un  solidc  dont  tous  les  points  sc  deplaccnt 

parallelcinent  a un  meme  plan 

Mouvement  elemenlaire  d'une  flRtirc  spherique  sur  sa  sphto  ...  28 

Monvement  lilenieiiUire  d'un  sollde  dont  un  point  reste  immobile.  . 29 
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